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近 几 二 年来， 数学 界 对 有 关 线 性 算 子 的 问题 和 把 线 狂 代 数 的 
已 知 结果 推广 到 无 穷 维 空间 的 问题 给 予 了 极 大 的 重视 。 这 是 很 有 
远见 的 . 由 此 导出 的 丰富 理论 对 整个 数学 产生 了 深远 的 影响 、 然 
而 , 当 人 们 去 挤 线 性 的 息 定 时 , 算 子 理论 以 及 有 关 的 许多 具体 间 题 
虹 示 出 数学 研究 的 一 个 田 新 领域 。 在 这 方面 泛 今 得 到 的 基本 结果 
已 经 使 线性 理论 得 到 完善 和 深入 的 发 展 。 和 线性 的 情形 一 样 ， 这 
些 结果 是 由 数学 分 析 中 的 具体 问题 引出 来 的 ， 并 和 它们 有 着 密切 
的 联系 。 这 本 讲义 的 目的 就 是 系 绕 地 讲授 这 些 基本 的 非 线 性 结 
果 , 以 及 它们 对 数学 分 析 各 个 领域 中 不 同 具 体 问题 的 应 用 。 

依照 Henri Poincaré 【我 们 这 门 学 科 的 一 个 伟大 先驱 ) 的 起 
法 ， 我 这 里 是 在 最 广泛 的 意义 下 使 用 “数学 分 析 ” 这 个 术语 的 .的 
确 ,仔细 审查 那些 在 实 或 复 流 形 的 微分 几何 ,经 典 的 和 现代 数学 物 
理 以 及 变 分 学 的 研究 中 所 出 现 的 具体 的 非 线 性 问题 ， 就 会 发 现 许 
多 反复 出 现 的 典型 问题 ,而 它们 必 交 导致 深刻 的 数学 结果 、 

从 抽象 的 观点 看 ， 处 理 上 述 课 题 基本 上 有 两 条 涂 径 、 第 一 条 
是 ， 像 上 面 提 到 的 ， 将 线性 证 函 分 析 中 。 由 Fredholm, Hilbert, 
Riesz, Banach 和 von Neumann 等 人 获得 的 结 虫 推广 到 更 一 裔 
的 非 线性 的 情形 。 第 二 条 途径 是 ， 把 沁 流 形 和 流 形 站 
映射 的 无 穷 维 微分 几何 学 .显然 。 这 岗 首 紧密 当 它 们 和 和 现 
代 拓 扑 结 合 在 一 起 时 ,就 成 了 强 有 力 的 数学 思想 的 一 个 典范 ， 

最 后 ,在 这 两 种 方法 之 外 , DA PA LEN. X 
是 无 穷 维 的 现象 ， 认 识 这 种 事物 的 框架 正 处 在 发 展 之 中 . 

本 书 要 讲 的 材料 分 为 三 部 分 ， 每 部 分 都 包括 两 章 、 第 一 部 分 
首先 提供 了 为 理解 后 面 内 容 所 需要 的 背景 材料 以 及 数学 上 的 预备 
知识 。 其 次 ， 讲 述 非 线性 算 子 的 初等 微 积分 学 和 分 类 。 第 二 部 分 
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时 的 各 种 推广 ,以 及 研究 算 子 方程 的 Newton 法 ,最 速 下 降 法 、 强 
函数 法 .在 第 四 章 ， 我 招 注意 力 转向 那些 与 歧 点 和 奇 扰动 有 关 的 
参数 相依 扰动 现象 .在 这 一 章 ， 拓 扑 ( “超越 " ) 方 法 的 应 用 是 本 质 
的 . 本 书 的 第 三 部 分 (也 是 最 后 一 部 分 讲述 大 范围 分 析 ， 指 出 把 
具体 分 析 和 抽象 方法 结合 起 来 的 必 刘 性 ， 第 五 章 发 展 了 可 用 于 一 
般 算 子 的 整体 性 方法 、 这 章 还 特别 介绍 了 映射 度 的 各 种 理论 和 应 
用 :以 及 它 与 球面 高 阶 同 伦 群 有 关 的 服 新 进展 ,还 介绍 了 线性 化 方 
法 和 投影 法 ， 第 六 章 介绍 大 范围 变 分 学 和 它 在 现代 临界 点 理论 中 
的 发 展 ， 这 个 材料 自然 是 从 与 高 型 临界 点 有 关 的 极 小 化 问题 和 等 
轴 问 题 中 引伸 出 来 的 

本 书 的 一 个 重要 课题 是 把 得 到 的 抽象 结果 用 于 解决 几何 学 和 
物理 学 中 饶 有 趣味 的 问题 ， 选 择 所 讲述 的 应 用 时 ， 既 考虑 到 其 自 
身 的 意义 ， 也 注意 到 它们 与 书 中 所 介绍 的 抽象 内 容 的 关系 、 在 很 
多 情形 中 。 具 体 的 例子 要 求 对 理论 作 一 些 推广 ， 因 此 它 也 为 理论 
的 进一步 发 展 提供 了 动力 ， 我 希望 所 涉及 的 一 些 较 深 的 和 较 复杂 
的 应 用 将 提高 这 门 迅速 发 展 的 学 科 的 价值 和 意义 . 

此 外 ， 我 选取 了 一 些 非 线性 问题 作为 我 们 抽象 化 的 模型 ， 它 
们 包括; 

(i) 确定 非 线性 常 微分 方程 组 的 周期 解 ; 

Gi) 各 类 半 线 福 精 国 型 偏 微 分 方程 的 Dirichlet 问题 ; 

Gi) 在 给 定 的 紧 流 形 上 ， 确 定 “ 最 简 ” 度 量 的 微分 几何 问题 
(这 里 “最 简 ” 指 常 曲率 ); 

(iv) 非 线性 弹性 的 von Karman Jj EG BS. 

所 有 这 些 模型 说 明 需 变 发 展 新 的 理论 ,需要 更 精巧 .更 深刻 的 
研究 方法 ， 另 外 ,这 些 问 题 的 古典 性 表明 ,对 不 太 经 典 的 非 线 性 问 
题 抽象 本 质 的 研究 还 是 大 有 可 为 的 . 

本 书 叙 述 的 很 多 抽象 结果 让 应 用 都 是 近代 的 成 果 ， 我 希望 它 
们 构成 整个 发 展 的 一 个 统一 体系 ， 这 个 体系 不 同 于 这 门 学 科 的 已 
有 专著 ,在 选材 时 是 相当 主观 的 。 为 使 本 书 篇 幅 不 致 过 大 ,很 多 重 


Eu 


ER REEL REAM EIN hi, AREF Banach 
空间 、 变 分 不 等 式 、 是 分 析 RS A HG REL AR CD 
程 的 材料 都 略 去 了 ， 关 于 这 些 混 题 已 经 有 了 很 多 现代 专著 和 综述 
文章 .本 书 的 风格 略 有 不 同 。 我 青 吉 了 过 于 特殊 以 致 不 能 师 明 所 
提 到 的 一 般 原 理 的 那些 应 用 ， 二 阶 非 线 性 微分 方程 卫 点 边 值 问题 
就 是 一 个 例子 .这样 的 问题 可 以 (例如 ) 用 相 平 而 法 成 功 地 加 以 解 
决 . 最 后 ,现代 物理 学 的 “Euclid” 场 论 方法 已 经 指出 , 非 线性 双 
曲 型 方程 组 常常 可 以 借助 于 这 里 解决 的 非 线性 檀 圆 型 边 值 问题 来 
处 理 、 

本 节 是 在 儿 年 中 写成 的 。 不 可 避免 会 出 现 各 种 印刷 错误 。 欢 
迎 读 者 把 所 发 现 的 错误 通知 我 以便 今后 订正 、 我 希望 这 里 讲述 
的 材料 有 着 充分 的 连贯 性 , 馈 有 风趣 和 富有 吸引 力 , 给 读者 提供 一 
个 选 一 步 探讨 非 线性 分 析 的 一 个 框架 . 

本 书 路 去 了 很 多 有 趣 的 非 线性 问题 和 解释 的 例子 ， 以 使 篇 幅 
不 致 太 大 。 我 打算 在 不 久 的 将 来 完成 另 一 着 蔬 ， 它 将 包括 这 些 问 
题 以 及 同样 有 启迪 但 更 常规 的 问题 。 该 节 还 将 包括 一 个 更 完备 的 
文献 索引 。 
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给 读者 的 建议 


本 书 试图 把 数学 分 析 的 其 些 方面 和 科学 的 其 它 领域 结合 起 
来 、 要 达到 这 个 且 的 ,就 必须 对 问题 的 来 源 给 予 更 多 的 说 明 , 并 要 
求 给 出 一 个 通常 教科 书 中 没有 的 创造 竹 的 方法 ， 

第 一 章 和 第 二 章 提供 问题 的 背景 和 预备 知识 ,可 以 不 去 读 它 . 
建议 读者 胱 过 它们 去 读 那 些 他 感 兴 趣 的 东西 ,直接 读 后 面 的 章节 ， 
当 需 要 时 再 回 过 头 来 读 第 一 部 分 ,以 补充 所 需要 的 知识 。 在 此 ,并 
没有 要 求 读者 把 这 本 书 依次 从 头 读 到 巾 。 

从 性 质 上 来 说 ,第 三 章 是 抽象 的 ， 并 且 发 展 了 一 个 使 用 ZE 
分 析 " 语 言 的 工具 、 对 于 后 面 的 整个 内 容 来 说 ,第 三 章 的 前 三 节 是 
必需 的 。 与 此 相反 ,第 四 章 整 个 是 属于 应 用 的 、 事 实 上 ,要 想 对 参 
数 相依 性 局 部 分 析 有 个 真正 的 了 解 ， 必 须 仔细 思考 一 些 具体 的 经 
典 的 模型 。 当 然 , 污 者 可 以 只 选择 那些 他 感 兴趣 的 应 用 。 

第 三 部 分 可 以 分 开 来 读 、 例 如 ， 第 五 章 包括 三 条 平行 发 展 的 
线索 ;5.1 节 ,5.2 节 和 5.3 节 一 5.5 节 (当然 , 要 想 理解 得 深刻 , 必 
须 把 三 条 线 都 融 汇 起 来 )。 类 似 地 ， 第 六 章 自然 地 分 成 三 部 分 : 
6.4 节 一 6.2 节 ，6.3 节 一 6.4 季 ， 以 及 65 节 一 6.7 节 。 前 两 部 分 
没有 用 到 拓扑 方法 但是。 对 于 第 三 部 分 来 说 , 拓扑 方法 却 是 本 质 
的 . 

我 们 要 求 读者 具备 一 些 预 备 知识 ， 其 中 包括 常规 的 线性 泛 函 
分 析 、 常 微分 方程 以 及 偏 微分 方程 的 知识 。 如 果 对 大 学 里 所 讲授 
的 物理 学 和 微分 几何 再 有 些 了 解 ， 那 对 于 理解 有 关 应 用 的 那些 部 
分 是 有 帮助 的 。 这 些 应 用 处 理 得 比较 简洁 、 并 具有 不 同 程度 的 入 
底 性 。 把 每 个 应 用 和 传统 的 更 详尽 的 处 理 方式 加 以 比较 将 是 有 益 
的 、 我 的 打算 是 向 读者 提供 这 门 学 科 的 一 个 概况 ， 使 他 们 对 它 的 
范围 效用 和 分 校 有 所 了 解 。 同 时 ,对 于 关键 的 思想 又 不 致 模糊 ， 
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第 一 部 分 预备 知识 


在 向 分 几何 和 数学 物理 中 ,以 及 在 很 多 其 它 科学 领域 时 ,很 多 
TMB APR ERS HIRAM RAR, WUE, ADU A 
大 多 数 都 是 “不 可 积 的 ”, 即 是 说 ,它们 的 解 不 能 用 闭 型 写 出 。 一 般 
说 米 ,研究 这 些 方 程 的 经 典 方法 失效 ,于 是 要 求 寻找 新 的 方法 ， 近 
年 来 已 找到 研究 这 些 问题 的 一 个 新 方 汪 , 它 既 比 较 有 效 ,又 简单 易 
懂 。 这 个 方法 本 质 上 在 于 : 用 函数 空间 的 语言 把 所 给 的 问题 加 以 
改写 ;然后 , 借助 于 泛 浮 分 析 的 方法 ,对 这 个 抽象 问题 尽 可 能 完善 
地 加 以 分 析 ; 最 后 再 把 所 得 的 结果 进行 "翻译 ， 以 回 到 原来 的 问 
题 。 从 斤 个 方面 米 说 ,这 个 一 般 方法 都 是 重要 的 : Mi CRAT 
无 关 紧 要 的 核 节 , 更 易于 袍 示 出 该 问题 的 分 析 核 心 ， 其 次 , 表 琳 上 
看 来 不 同 的 问题 可 以 用 同一 个 理论 来 处 理 。 最 后 ， 能 够 清楚 地 人 确 
定 。 哪 些 抽象 结构 将 是 研究 新 颖 的 非 线性 现象 的 基础 。 今 后 我 们 
要 描述 这 些 筷 想 的 轮廓 ， 以 及 ( 非 线 性 ERD MALE Zi 
的 相互 作用 . 

第 一 部 分 的 各 的 

和 其 它 众 多 的 效 衬 领域 不 同 。 M MAE 
SÉpHÉÉS [RUSO EBAR IUE IER VI Ez" Br" Ber 
为 其 特点 ， 于 是 ， Bei Ae AERA REE, wa 
REREN EPRA RA EKE eR, BTDLSS— 6 
分 的 目的 有 以 下 四 个 方面: 

D 系统 地 列 出 这 些 预备 知识 ; 

à) 导出 今后 去 研究 的 各 关 具 体 问 题 ; 

i) 指出 用 适当 的 抽象 非 线性 算 子 改写 其 体 问题 的 必要 步 


LB 
iw) 发 展 抽象 算 子 的 微 积分 学 . 
第 一 章 处 理 前 两 个 问题 ,而 第 二 章 探 讨 后 两 个 内 容 。 


第 一 章 WR HB 


本 章 分 为 六 节 。 前 两 节 列举 了 几何 学 和 物理 学 中 一 系列 经 典 
的 非 线性 问题 ,以 及 在 研究 这 些 问题 时 所 届 到 的 典型 困难 。 其 次 ， 
对 后 重要 用 到 的 那些 线 狂 泛 函 分 析 的 内 容 进 行 总 结 ， 再 回顾 线性 
枫 问 型 偏 微分 方程 的 正则 性 结果 .已 经 证 上 明 ， 对 于 把 泛 遂 分 析 成 
功 地 用 于 第 一 节 中 所 讨论 的 非 线性 问题 来 说 ， 这 些 都 是 非常 重 葛 
的 。 最 后 ,对 课文 中 将 用 到 的 ,与 有 限 维 空 间 购 脆 射 有 关 的 基本 事 
实 (特别 是 拓扑 学 的 结果 ) 作 一 概述 。 


Ll 非 线性 问题 的 产生 


在 开始 系统 学 习 非 线性 问题 之 前 ， 有 必要 谈 谈 后 面 要 讨论 的 
同 题 的 某 些 重要 来 源 。 非 线性 问题 有 三 个 经 典 来 源 : 首先 是 微分 
几何 问题 ,由 于 考虑 曲率 , 很 自然 引出 非 线 性 问题 ; 其 次 是 古典 和 
现代 物理 学 中 的 数学 问题 ， 最 后 是 和 非 二 次 泛 隙 有 关 的 变 分 学 问 
题 。 BR. 这 些 并 非 全 部 来 源 , 其 他 诸如 经 济 学 、 亡 传 学 以 及 生物 
学 等 领域 中 的 数学 都 担 供 了 全 新 的 非 线性 问题 (参看 本 章 末 的 注 
id 


LIA 微分 几何 提出 的 问题 


和 弯曲 的 影响 有 关 的 微分 儿 何 问 题 是 非 线性 征 分 方程 组 的 一 
RER BERRI TER ERTE T Efko E: 

G) 流 形 上 的 测 地 线 ”考虑 简单 的 超 曲面 95， 它 定义 为 一 

{elec RY, jx) 一 0}, 其 中 Kx) 是 定义 在 RY 上 的 C 实 值 函 数 。 

在 3 上 |vfls0. S 上 的 一 条 测 地 线 规定 为 SsS 上 这 样 的 曲线 

8 一 *( 和 )， 它 们 是 弧 长 泛 函 的 临界 点 。 在 几何 上 ，。 它 们 有 如 下 特 

d. e 的 主 法 线 和 3 的 靶 线 相 重 合 ， 在 分 析 上 ， 测 地 线 是 下 面 
$35 


p 


^ 


NAHE RER RE J HL S 

la) xí Tt BY VIG) = 0, 

(5) Kaa, 
其 中 nO) 是 c HUE CERE AL, 

除了 少数 例外 ,这 个 方程 组 非 线性 地 依赖 于 C+) 例如 。 让 

RIAD 了 来 确定 (1.1.1) WAR eC. 事实 上 。 如 采 我 们 把 
i0) 一 0 对 * 微分 两 次 ,就 得 到 

H(f)x,* te + Vio ty = 0, 
其 中 HO) 记 为 了 的 Hesse HIME (07/00). FILM CL) 
Ae 


0.1.1) 


at) = (HG) + xdv). 

故 可 得 Ivfl*uG) = Aa > 8. 

所 以 ， 除 非 3 是 球 百 ( 从 而 eG) AR) RA S RPGR 
AQ) 30) 以 外 ， 方 程 组 (1.1.1) XE x 是 非 线性 的 。 如 果 3 是 个 
WRB, Jacobi HY, TUAI I THARGED BH (1.1.1) 的 
解 显 式 地 表达 出 来 ， 但 是 ， 像 这 样 可 以 积分 出 来 的 方程 组 是 很 少 
B9, — ^ ELTE DUE ARR EL. ROM AR ES 
山 需 要 完全 精细 的 新 方法 。 更 一 般 地 ,如 果 用 (UU, g) 记 一 个 N 
HEDGE, CRS Riemann 尺度 为 

de = > Bri) ddx. 


se 


WBA. (OU, g) 上 的 测 地 线 是 如 下 非 线 竹 方程 组 的 解 : 
(1.1.2) Bb D, ki m9 (jm 0,2, ND, 
n 


其 中 区 记 为 所 谓 第 二 类 Christoffel 符号 * 这 些 符号 可 以 由 函数 
g 以 及 它们 的 导数 来 计算 。 于 是 ，(3Mw。8) 上 由 方程 组 (1.1.2) 
所 定义 的 测 地 线 和 内 萤 尺 度 直 反 有关 ,从 而 和 (W, g) nsus: 
KARAS. 

借助 于 CR", g) MTT RUBE RWESE (1-1.2) RREZE 8 
一 种 动力 ， 它 推动 人 们 去 发 坝 新 的 全 局 性 方法 ， 以 便 对 非 线性 组 
进行 研究 。 这 些 方法 , 关 可 用 了 排 线性 常 微分 方程 组 ,又 可 用 于 非 
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线性 偏 获 分 方程 组 。 我 们 将 在 第 三 部 分 中 介绍 它们 . 

G) 极 小 曲面 ” 测 地 线 在 二 维 情形 时 的 类 似 物 是 极 小 曲面 
即 面积 分 的 临界 点 ， 因 而 是 平均 曲率 为 零 的 曲面 。 关 于 极 小 曲面 
的 一 个 经 典 问题 属于 Plateau。 它 可 以 叙述 如 下 : ER 中 给 出 
一 个 闭 的 jordan 曲线 Y。 求 虫 y 张 成 的 面积 最 小 的 (光滑 ) 极 
小 曲面 S。 当 曲面 8 可 以 表 成 z 一 s(*, y) 时 ,函数 * 满足 非 线 
性 偏 徽 分 方程 
{1.1.3) grs(l + 0) — 22,,2,2, + Yyy(1 + 21) = 0, 
如 果 曲 面 6 由 参数 表 出 ， 即 表示 为 {w|w = wilu, v). i— 1, 
2,3. u, v SR), EA, 方程 (1.1.3) 成 为 多 线性 的 ， 事 
实 上 ,向 量 w e (w, is ws) 应 该 满足 简单 得 多 的 关系 式 
(1.1.42) Aw =Ù, 
(1.1.4b) Wi Wis Wa w=), 
H8 we Aw 分 别 记 为 向 量 w 对 和 w 的 偏 导数 ， 我 们 将 在 第 六 
章 中 导出 这 些 关 系 式 ,并 且 对 可 求 长 的 Jordan 曲线 求解 Plateau 
问题 。 

H. A. Schwarz 注意 到 测 地 线 和 极 小 曲面 的 一 个 重要 区 别 : 
对 可 求 长 虹 线 *， 可 以 用 充分 小 的 直线 折线 段 表 近 ， 从 而 求 出 其 
长 度 。 但 是 ,曲面 8 的 面积 (其 面积 ACS) APR) 则 不 一 定 可 以 用 
SHAKER. 通常 ,逼近 多 面体 的 而 积 收敛 于 一 个 大 于 4(S) 
的 数 。 这 个 事实 正 是 引入 (在 第 六 章 中 将 要 介绍 的 ) 下 半 连 续 概念 
的 原因 ， 

BC, C: 是 BRB 中 两 个 平行 的 赔 ， 它 们 的 攻心 位 于 Co CS 
平面 的 生 线 上 (相距 如， 在 求 它们 间 的 (面积 最 小 的 ) 极 小 曲面 时 ， 
可 以 观察 型 一 个 和 极 小 曲面 有 关 的 有 趣 的 事实 。 对 于 充分 小 的 
^, 由 C, 和 C: 张 成 的 面积 最 小 的 曲 而 是 一 个 悬 链 面 , 它 由 巧 链 线 
并 直线 了 一 0 而 得 。 HOT r= keoshi (e 一 如/ 和， 其 中 
BEA GBP: 它们 使 CMO 成 为 县 链 面 的 边界 . 
ARE EHI A C: 张 成 的 县 铁 再 有 两 个 ， 其 中 有 一 个 是 所 求 的 、 
向 积 最 小 的 极 小 曲面 。 OR ADA, 那么 就 不 存在 由 CC 和 


eds 


C: 张 成 的 县 链 面 ， 这 时 。 由 C 和 C; 张 成 的 面积 最 小 的 极 小 曲面 
将 由 两 个 不 相连 接 的 曲面 组 成 ， 一 个 由 C, 张 成 ， 另 一 个 由 C: 张 
Be. 这 个 事实 证 实 了 有 起 的 “间断 性 ”和 “对 称 性 被 破坏 "的 现象 
这 是 非 线性 问题 的 解 的 研究 中 所 固有 的 现象 。 

Gi) Riemann GEMM  Flw,s) 是 复 变量 和 
* 的 不 可 约 多 项 式 , 系 数 为 复 值 常数 ， 单 值 化 理论 与 求 Flw, e) 
零点 的 形 若 c= 2G) Mw = w( 人 的 表达 式 有 关 ， 其 中 (全 局 性 ) 
参数 + 在 复 平 百 的 一 个 单 连通 区 域内 变化 。Poincart 和 Klein 成 
功 地 把 存在 这 种 参数 表达 式 的 证 明 归结 为 如 下 的 微分 几何 问题 : 
Qr) RW, e) 记 一 个 紧 光 滑 二 维 流 形 , 其 Riemann 度量 为 

g= d? — D>) guudzids; (i, j= 1,2). 


试问 ， 是 否 存在 男 一 个 Rieman Ee, CURE 保 角 等 价 ,同时 
又 使 (OP, z) 的 Gauss 曲率 为 常数 ? 

对 干 这 个 转换 可 以 大 致 揣 述 如 下 : 在 一 个 适当 的 紧 Riemann 
HHS 上 ,关系 式 F(w, x) 一 0 可 以 写成 w =f). Sie. fm 
果 我 们 可 以 把 5 表 作 复 平面 中 区 域 D 对 一 个 不 连续 群 了 的 商 ( 作 
用 没有 不 动 点 ), 那 么 ,不 难 证 明 标 准 满 射 0:D > D/T=S 单 值 且 
WT. FÆ, ool) 和 w = fGo00)G6 € D) 就 确定 了 所 希望 
的 单 值 化 。5 和 DIT 的 表示 (精确 到 一 个 保 角 等 价 ) 正 是 常 Gauss 
HR EPER Clifford-Klein 空间 问题 的 内 容 ， 

为 解 CD), 我 们 首先 窗 想 起 ,如 果 存 在 一 个 定义 在 中 上 的 光 
HAM o, 使 一 erg, PARARE E 和 站 保 角 等 价 (精确 到 一 
个 微分 同 胚 )、 世 就 是 说 , 保 角 等 价 的 尺度 表示 W 的 闻 一 个 复 解 
析 结 构 。 现 在 可 以 用 非 线 作 微分 方程 组 的 语言 把 问题 (了 改写 如 
T: Ww. v) OW 上 的 等 温 参 数 ,那么 , MSIL, 我 
{VERB (UU, g) 的 Gauss 曲率 K OR F di 一 Ma of det + 
de) 可 以 写成 

K = ee (dog th) + (log Vee}. 
经 过 不 太 繁 宛 的 计算 ,关于 的 Gauss ws K 可 写成 


ré: 


K = CK — Ac}, 

其 中 入 记 (UC, g) 上 的 Lapiace-Beltrami HF, FH, MRK 
是 常数 ， 我 们 得 出 : 所 要 求 的 保 角 映 射 " 是 非 线性 椭圆 型 偏 微分 
方程 
(1.1.5) Ae — K(x) + Ke” = 0 
的 解 。 我 们 将 在 第 三 部 分 讨论 这 个 方程 光滑 解 的 存在 性 。 这 提供 
了 一 个 效 得 单 值 化 理论 的 方法 、 这 个 方法 不 必 依 赖 于 车 盖 空 间 的 
概念 。 

1900 Æ, Hilbert 提出 把 单 值 化 理论 拓 广 到 三 个 或 多 个 复 变 
量 的 代数 关系 中 去 的 问题 。 但 是 ， 尽 管 经 过 许多 杰出 的 科学 家 的 
努力 ， 虽 也 获得 若干 部 分 成 果 ，Hilbert 的 这 个 问题 仍 未 获得 解 
Boc 

Gv) 具 指 定 曲率 性 质 的 度量 上 面 讲 的 问题 (7) 有 很 多 有 
趣 的 推广 。 我 们 关心 的 推广 ， 或 是 假定 问题 中 流 形 M 的 维 数 
N> 2， 或 是 在 DU 上 找 一 个 度量 8, 它 有 指定 的 曲率 函数 KG) 
(或 者 两 者 )。 这 个 计划 是 有 许多 直接 困难 的 。 首先 ， 所 有 二 维 
Riemann 流 形 可 以 看 作 一 维 复 流 形 。 于 是 ,在 推广 (H) 时 要 小 心 
的 一 点 是 : 必须 把 流 形 上 实 的 和 复 的 微分 结构 区 别 开 来 。 其 次 ， 
4N> 2A MPR WY, SEE Gauss 曲率 函数 的 概念 有 几 
种 不 同 的 推广 。 最 简单 的 纯 量 函 数 是 所 谓 的 纯 量 曲率 函数 Re), 
它 和 Riemann 度量 8 有 关 ， 更 一 般 些 ，Ricci 张 最 Rie) 和 
“ 蕉 口 曲率 "的 集合 都 是 同伴 合理 的 推广 。 RA MRE DW 上 给 
ETER g, MW SREMEK K(x)， 要 求 一 个 Rieman K 
度量 #, CMe 保 角 等 价 ,那么 ,我 们 应 当 记 住 一 cg ,其 中 a(x) 
REPL MGA), 于 是 ， 在 问题 (D) 
P in ovp HO dl E BAR KO) 看 作 变 量 , 就 只 需 解 方程 
(4.1.6) Ag — K(x) +K (rla) )e” — 0, 
Hoh c E) DU E BA ED A, 

45 BUTERA (2) 的 如 下 推广 ; 
Uh) 设 有 一 紧 流 形 QUU. D. R-RE s g ME RATI 


p 


甩 具 有 指定 的 C^ 纯 虹 曲率 函数 R GO, web, 我 们 将 把 (JIw) A 
kik 规定 O N= 2, RG) 设 RG) — 常数 。 当 NN>2 
时 ,后 面 这 个 问题 曾 由 H. Yamabe 在 1960 年 讨论 过 , 但 还 没有 
完全 解决 。 

ABA (n). 我 们 回想 起 , ERAEN B= ce*g F, POR 
曲率 变换 公式 为 

& enis 2(N — 1) P G —1) vc 中 


对 Nwm2， 令 RR 一 2K， 这 个 公式 化 成 (1.1.5)， 但 是 对 
MN > 2， 这 个 方程 和 (1.1.5) 完全 不 同 ， 事 实 上 ,这 时 ， 如 令 u= 
ow (Ln 一 1)o, 我 们 发 更 "满足 非 级 亿 方程 
(1.1.6) e(N) An — R(x)u + Ral = 0, 
其 中 (wv) = (N + 2)/ (QN — 2), e(N) = 4(N —1)/(N — 2). 
于 是 ,对 N> 2， 我 们 应 当 找 一 个 定义 在 OR, 8) 上 严格 正 的 
光滑 函数 v， 它 满足 (1.1.6). i 

如 果 限 于 考研 复 流 形 【 叶 ,8g)， 以 及 应 用 定义 在 UU" 上 的 复 
结构 去 计算 的 “Hermit ABR”, rh & 二 e*g ERA E 
形 后 的 度量 , 那么 问题 (Ir) 可 以 得 到 实质 性 的 改进 ( 参 吾 第 六 章 
第 二 节 )。 事 实 上 ,在 Hermit 的 情形 , 在 上 面 变形 的 纯 量 曲 率 的 
公式 中 , 当 维 数 改变 时 ， 并 不 出 现 根本 性 的 变化 。 此 外 还 发 更。 在 
求解 (nw) HERRIETAN > 2 时 ， 却 没 有 实 的 类 似 问 
LUN 

(v) 解析 函数 的 映射 性 质 “” 在 单 复 变 解析 函数 的 几何 研究 
中 ,很 自然 出 现 类 似 于 (01.1.5) 的 非 线 性 偏 微分 方程 。 设 了 是 解析 
Pats Wei D (其 上 赋予 Poincaré Jnd d? = (a — 2x). 
dede) 成 扩张 了 的 复 平面 ， 设 在 (D) 上 定义 了 度量 43 = af. 
dj, HA e“ = (ds/dS)’, 那么 ,关于 dS! 的 Laplace-Beltrami 算 


子 A 可 以 写成 Ax 一 一 i (O'ujOfOf), RN ASW. * 满足 
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Au — 2e", 

这 个 方程 与 了 无 关 。 Poincaré 在 研究 自 守 函数 时 曾 用 到 过 这 个 
DR. ARK, F. Nevanlinna 在 他 的 亚 纯 函数 分 布 值 的 微分 几何 
证 明 中 也 用 到 过 它 , 

(vi) 复 结构 的 变形 tW 是 复 一 维 紧 流 形 ,1857 年 ，Ric- 
mann 首先 研究 了 其 上 的 复 结构 的 变形 ， 他 发 现 ,独立 复 参 数 ( 变 
形 依赖 于 这 些 参数 ) 的 个 数 mW) 完全 可 以 用 W 的 Euler 特 
征 表 示 出 来 (或 者 等 价 地 , 用 与 DU 相应 的 Riemann 曲面 的 亏 格 
表示 出 来 )，Riemann 把 m(W) 称 作 模 数 ， 时 至 今日 ， 对 这 些 
复 参数 的 研究 仍 引起 许多 研究 者 的 注意 ， 两 个 Riemann 曲面 可 
忌 拓 扑 等 价 ， 但 是 这 些 曲面 的 " 模 数 "决定 它们 是 否 解析 等 价 . 

对 于 高 维 复 流 形 Ut 来 说 (和 一 维 的 情形 相反 ), 类 似 的 变形 


没 对 Me 赋予 了 复 结构 Ye， 其 各 不 相同 的 复 坐 标 为 n. cim 
KP 3e 上 的 另 一 复 结构 。 其 局 部 坐标 为 v ys， 并 使 
(1,0) 形式 可 以 写成 


dy, = dz, + >) qu ds, 
* 


其 中 pa 很 小 ， 招 多 称 作 和 复 结构 V 邻近 的 几乎 复 结构 。 当 且 
仅 当 向 量 信 (0, 1) 形式 

o = odat 
MUSAE IRURE AEN, P 才 定义 gr NATRE 
Ha, BNR in ARE MD DEER: 
0.1.7) Bc = [ws wl, 
这 里 线性 微分 算 子 5 RRA, CARARE (0。1) 形式 为 向 量 
得 (0, 2) 形式 ,其 运算 规则 是 


(1.1.8) Bad A s A dis) = So EE d MP e Ne, 
T Of, 


方 括号 Lo, o] BH PRAM AAO, 2) EX, PE. 为 研究 
WE Vo WUW RE ind ax LU ETE (1.1.7) 的 和 零 充 分 接近 的 


Wo, WE = 之 2， 这 个 概念 是 状 识 出 变形 问题 的 非 线性 的 一 个 
标志 。 因 为 对 * 一 1， 儿 乎 所 有 的 复 结构 都 是 自动 可 积 的 , 方 括号 
lo, o] 1829 0, FE (11.7) 是 线性 的 ， 为 作 进 一 步 的 讨论 ， 建 
议 读者 看 第 四 章 以 及 那里 所 引用 的 文献 ， 如 将 要 看 到 的 ， 由 于 引 
SET Hilbert 空间 技巧 以 及 "分歧 理论， 这 个 变形 间 题 的 解 被 大 
KARET. 


11B 数学 物理 提出 的 问题 


在 数学 物理 的 基本 问题 中 ， 可 以 找到 非 线性 微分 方程 男 一 个 
同样 丰富 的 来 源 。 下 面 的 一 些 例子 就 是 今后 要 讨论 的 。 


I 经 典 数学 物理 


G) 质点 的 Newton 力学 ”考虑 在 民 中 运动 的 NW 个 质点 
Pi; 的 系统 ,Pi 的 质量 为 mG 一 1，…，N)， 作 用 方 的 势 函 数 是 
U(x4，… ,zw)， 这 些 质 点 的 运动 服从 微分 方程 组 
ðU 


(1.1.9) m; + ——0 (im l, +--+, 3N), 
Ox, 


BR SUR JETER SOS RAR, 而 是 更 高 阶 的 函数 时 ,这 个 
方程 组 非 线性 。 

经 典 力学 的 基本 问题 是 : 对 各 种 适当 的 势 沙 数 确 定 (1.1.9) 
的 周期 运动 。 问题 的 重要 性 在 于 : 从 许多 由 《1.1.9) 型 方程 描述 
的 各 种 自然 现象 中 总 能 观察 到 周期 运动 。 进而 ，Poincare 猜测 ， 
《1.1.9) 的 周期 解 《在 适当 限制 已 时)， 在 解 的 全 体 构成 的 集合 中 
"BR" GESRERHRXHEATON x(9) ， 总 存在 一 个 局 期 解 ， 在 
给 定 的 时 间 长 度 上 , 它 和 2G) 相差 极 小 )， 当 作用 在 质点 上 的 力 
是 纯 万 有 引力 时 ,从 Newton 万 有 引力 定律 推出 

Tt 一 一) 

ILE 
这 时 。(1.1.9) 就 是 准 以 解决 的 经 典 的 以 体 问 题 方程 ， 在 天 体力 学 
中 ， 众 所 周知 ， 二 体 问题 ( 即 Kepler 向 题 ) 完 全 可 以 显 式 地 解 出 
E 


来 。 由 于 天 文学 中 的 很 多 问题 可 以 看 作 它 的 扰动 ， 基 此 它 非常 重 
要 ， 例 如 ,这 种 扰动 问题 之 一 就 是 Poincare Bie. 并 把 它 看 作 
一 般 动 力 系 统 典 型 的 限制 三 体 问题 ， 作 为 一 个 更 简单 的 例子 ， 考 
处 一 个 运动 方程 , 它 描述 此 自治 扰动 f(x) 的 Kepler 问题 。 可 
以 写作 

(1.1.10) EE en = 9, xcR", 

x= 0 处 ， P AS. 为 克服 这 个 内 在 困难 ， 导 致 了 
更 精细 的 “正则 化 "理论 。 在 这 个 理论 中 ， 在 一 个 岗 定 的 能 量 曲 面 
Ausg (11.10) 的 适当 坐 潜 变换 ， 式 避免 了 在 工 一 0 附近 的 解析 
性 要 求 (参看 第 六 章 )。 方程 组 (1.1.10) 化 成 以 下 形式 : 


$ + grad W(y) = 0 is + W(y) 一 常数， 


其 中 wCy) ERREZA y 一 0 时 为 0, 且 为 二 阶 才 点. 

在 研究 (1.1.9) 这 洋 的 非 线 乌 方程 组 的 周期 解 时 ,由 于 “语气 
等 的 影响 , 百 典 方法 常常 失效 。 这 个 事实 激发 了 很 多 新 的 尝试 ,人 
们 试 区 用 拓扑 方 证 来 研究 这 种 问题 ， 我 们 将 在 第 外 章 人 第 六 章 讨 
论 这 个 课题 

(b 弹性 ”一 个 训 变 形体 中 称 作 弹性 体 ， 如 果 当 施加 基 类 力 
到 的 一 部 分 上 时, 它 可 以 产生 形变 ,而 当 外 力 移 去 时 , 它 又 回复 
到 原来 的 状态 。 弹性 体 的 最 简单 的 经 典 公式 基于 丙 个 假定 ， 8 
让 应 力 应 变 定律 〔Hooke 定律 ) 和 无 限 小 的 位 移 ， 由 这 些 假设 导 
出 线性 的 控制 方程 ， 然 而 我 们 兰考 臣 可 能 发 二 大 的 形变 但 仍 遵守 
Hooke 定律 的 请 形 , 则 所 得 到 的 描写 弹性 体 B 的 于 俩 状态 的 方程 
REFREN, TERMEK B O ,在 一 个 作用 于 其 端点 大 
小 为 1 的 压力 作用 下 ,平衡 状态 的 方程 可 以 写成 边 利 问题 : 
(LLII) met Aw(l — wi)"-— 0, w(0) = w(1) —9, 
其 中 心 是 由 压力 引起 的 在 了 中 产生 的 水 平方 向 上 偏 移 的 大 小 。 这 
个 二 典 方程 以 Euler 弹性 问题 而 著称 , 它 已 由 Euler 在 1744 4 


i elie 


完全 解决 。 二 维 时 的 类 似 问 题 (1910 年 曾 由 von Kármán 讨论 过 ) 
与 二 维 弹 性 体 B 记 产生 的 形变 有 关 ， 其 中 8B 可 取 任 温 的 形状 
OCR (一 个 薄 约 弹 钼 板 ), 在 Q 的 边界 上 作用 着 大 小 为 4 的 压力 ， 
这 个 间 题 比 一 纵情 彩 要 困难 得 多 ,应 用 后 面 介绍 的 现代 方法 ,现在 
才 开 始 对 这 个 问题 给 出 适当 的 数学 处 理 。 所 产 和 的 形变 由 两 对 偏 
微分 方程 决定 ,它们 定义 在 2 上 ， 称 作 von Karman 方程 可 以 写 
成 (在 消去 某 些 物理 参数 后 } 


(4112) AF = — i Uo, wl, Aw = Lf, wd. 


[ore i lol <1 


Dew | ao = 0 
其 中 A 记 双 调和 算 子 
[fs 8) 一 foxgyy + fyyBex 一 UeyBays 

KEN LORE. v RRB ERRESA LAB. FE 
Ary 应 力 函 数 ,通过 它 可 以 求 出 引起 形变 的 所 有 的 应 力 分 量 。 虽 
然 (1.1.11) 决定 的 形变 可 以 用 酉 圆 函 数 显 式 表 出 ， 但 〈1.1.12) 的 
积分 ,一 般 地 说 , 只 有 应 用 后 面 介 绍 的 方法 ,经 过 仔细 的 定性 分 析 
才能 弄 清楚 ,方程 (1.1.12) 有 很 多 精细 的 性 质 ， 今 后 我 们 要 用 这 
些 作 为 我 们 理论 发 展 的 专门 和 重要 的 例子 。 

Gu) 理想 不 可 压缩 流 性 ”理想 不 可 压缩 流体 的 速度 分 布 * 
由 ( 非 线性 ) Euler 运动 方程 和 连续 性 方程 确定 ， 用 wi 记 速 度 分 
量 , 2 记 流 体 的 密度 , P 记 压 力 , 假定 作用 力 为 Fi, 那么 这 些 方程 
为 


Ou; Ou; 1 Op ; 
1445 + Oui L pF-1,2,3 
O13 5, Zis 8x; pos! PUT 13243) 


(1.1.14). diva = 0, 

假定 (1.1.14) 满足 G) HEB ICMR» LA Tins BE nu REESE $9 D 
的 梯度 ; Gi) 重力 是 作用 在 流体 上 唯一 的 力 ; (iit) 流动 是 定常 的 ; 
(iv) 流动 是 二 维 的 。 20A, (1.113) 有 首次 积分 

(1.1.15) B (Eh + Eh) 二 82 一带 数 在 6 上 


ome 


(0.1.14) 成 为 
(1.1.16) AtC=0 在 FE 
这 个 向 题 的 非 线性 是 双 曙 的 : 了 的 边界 OD 是 未 知 的 :加 在 OT E 
的 边界 条 件 是 非 线性 的 ， 在 水 波 理论 中 ,方程 (1.1.15) 和 {1.1.16) 
的 解 起 着 很 重要 的 作用 ， 水 波 这 个 课题 ,以 它 有 很 多 有 趣 的 ,局 部 
的 或 全 局 的 非 线性 现象 而 著名 (参看 5.5 58), 

理想 不 可 于 缩 流 体 的 涡 旋 运动 (对 它 的 研究 是 由 Helmholtz 
在 1858 年 开始 的 ) 显 示 了 特别 引 人 注 目的 非 线性 现象 ， 例 如 ， 在 
这 样 的 流体 中 可 以 观察 到 持久 形式 的 涡 度 环 ， 所 亩 涡 度 环 是 指 一 
个 定义 在 R 上 的 问 量 场 4 MR HATE 2, 其 中 4 TERA 
对 称 的 无 散 向 量 场 ; 卫 同 胚 于 一 个 实心 环 .。 HEEE 2 中 
时 ,9 和 两 者 都 不 随时 间 变 化 , 旋 度 o 一 curlq 在 外 为 0( 但 
在 内 不 为 0)。 此 外 ， 还 清 足 Euler 运动 方程 (1.1.13) 和 在 无 
穷 远 处 的 适当 的 边界 条 件 。 在 后 面 (6.4 节 ) 我 们 要 导出 和 研究 如 
下 的 灶 线 性 本 画 型 偏 微分 方程 ; 


GAIT) be — Le + ba f 


#R— Fh, 


we) 在 23 中 . 
其 中 由 是 与 9 BRA “Stokes 济 函 数 "。 这 里 给 出 的 函数 了 描述 


c» 
a ESETT] N 


HemholtzA RRA UREA 


agate 
6 ORR 
时 * 中 网 要 经 过 实心 环 的 形状 . 


了 中 涡流 强度 的 分 布 ,同时 ,x MERRE At oR 
83、 又 与 在 (1.1.15) 和 (1.1.16) 中 一 样 , 方 程 (1.1.17) 的 非 线 性 
表现 在 两 个 方面 :由 和 了 两 者 都 要 由 方程 以 及 适当 的 边界 条 件 确 
SE. 两 个 极其 显然 的 解 是 已 知 的 。 而 要 解决 下 面 这 个 问题 。 即 导 
找 涡 度 环 的 一 个 单 参数 族 , 它 们 把 这 两 个 特 解 连接 了 起 来 , 则 要 求 
整体 性 的 方法 ， 我 们 将 在 第 六 章 中 再 进行 讨论 ( 参 闭 图 LD. 
Civ) 粘性 不 可 压缩 流体 “ 刻 划 粘性 不 可 压缩 流体 速度 分 布 
的 方程 , 即 所 谓 Navier-Stokes 方程 是 
(1.1.18) 


Ou; Ou; 1 Op : 

oe a. QUON LLL LOP (tPF. =1,2,3 

. à " vo. rh G 1,2, 3), 
(1.1.19) div u = 0, 


和 Euler 方程 不 同 之 处 仅 在 于 增加 了 一 项 *Aw, 这 里 v 是 流体 的 
粘度 。 如 果 所 考察 的 流体 占据 了 一 个 区 域 9, 0 的 边界 是 00, 一 
般 加 上 一 个 齐 次 的 或 非 齐 次 的 边界 条 件 wao 一 g 在 齐 次 的 情 
形 推出 , = 在 89 的 速度 为 0， 无 论 粘度 v 大 或 是 小 ， 这 些 方程 描 
写 了 很 广泛 的 一 类 服从 水 力 动 力学 规 德 的 现象 ， 是 否 可 以 用 这 些 
方程 的 非 线 性 来 描述 复杂 的 洋流 现象 ， 仍 然 是 一 个 (有 待 证 明 的 ) 
向 题 ,虽然 我 们 在 第 四 章 将 看 到 , 由 于 出 现 第 二 个 解 , 在 很 多 情况 
下 "可 以 把 端 流 的 发 生 准 确 地 看 作 一 个 分 歧 现 象 。 


W 现代 数学 物理 


O 量子 场 论 ”在 初等 量子 力学 中 ， 登 加 宕 则 排 涂 了 出 现 非 
线性 方程 的 可 能 性 。 但 是 ,一 旦 考 筷 各 种 量子 场 的 相互 作用 ,就 可 
能 出 现 非 线性 运动 方程 。 事 实 上 ,近年 来 对 于 如 下 的 Lorentz 不 
变 的 非 线性 Klein-Gordan 方程 
【1.1.20) Eu — AD —mU-F(UD»UC 
RER WA IRR ERD Kho 是 复 值 的 “ 波 * 函 
数 ， 

在 量力 场 论 中 有 一 个 有 此 的 非 线性 问题 , 它 是 由 A. Wightman 


eM 


BHH, SKM AL LAND AS AH Be EEL RR EE 
关 ， 在 一 个 简单 的 (平均 场 ) 逼 近 中 (采用 现代 “Euclid 场 论 "的 术 
BH) RANA HABA 

(2.121) Au — mu + P (u) = f, GELER" E), 

Ah. fa 是 预先 给 定 的 常数 ，P(x) 是 “的 多 项 式 类 函数 ， 当 
luj — co 时, P(w) 一 一。 所 讨论 的 数学 问题 涉及 到 相应 泛 函 


(1.122) glu) = M n (lve)? + me) — Pla) + fon} av 


Mav), EME. B-KESAR BML BS e COL RE n A 
Snu t Pu) 的 截 点 的 关系 ， 其 想法 是 用 lo 的 各 种 扰动 改变 方 
程 (1.1.21) 的 右 端 ,产生 (1.1.22) 相应 的 不 同 唯一 绝对 极 小 ,这 些 
有 助 于 说 明 为 什么 在 当代 场 论 中 会 出 现 各 种 新 的 梯子 (细节 可 看 
6.2 节 )， 图 1.2 是 把 这 个 方法 用 于 动态 不 稳定 情形 的 图 解 。 


: INI 


图 1.2 BT MRARHAARERSHSTREEN EER. 


(i) 万 有 引力 的 相对 论 ”根据 广义 相对 论 ， 时 空 是 具 不 定 度 
规 dP = gopdxtds® (a, 8 1, 2, 3, 4) OREM, e) (正规 
的 双 昌 流 形 )， 在 万 有 引力 的 影响 下 ,粒子 以 及 光线 的 运动 轨道 是 
OTM e MR, (E Einstein 的 理论 中 , 度 规 # 的 十 个 分 


35 ， 


Rea KEERN, TEPER ERER ATAN 
空间 ,这 些 方程 可 以 写成 
(1.1.23) Ra = 05 
AB. Rog 是 相对 于 度 规 gus 的 Ricci 张 量 。 可 以 求 出 这 个 拟 线性 
方程 组 的 一 个 解 , 它 与 时 间 巨 关 ，, 径 向 对 称 。 此 外 它 还 具有 这 样 
的 性 质 ,在 大 距离 上 渐 近 于 Lorentz RES. d? 一 dz — dz 一 4 好 一 
add， 这 个 解 通 常 称 作 Schwarzschild 度 规 , EIRA RiT GTA 
写成 
rt 
1- (mir) 
— r4 46! + sin*Odp*}, 

得 是 一 般 说 来 ， 在 探索 Einstein 理论 的 进一步 内 涵 时 ,方程 组 
(11.23) (及 其 推广 ) 的 非 线性 引起 很 大 的 困难 。 

GD 国体 中 的 相位 跃迁 ”在 当代 数学 物理 学 中 ,最 引 人 注 目 
的 非 线 性 问题 之 一 是 相位 跃迁 理论 ， 根 据 热力 学 的 观点 ， 可 以 借 
SOF Gibbs BASHA Un, ++. ran) 来 解释 物质 从 一 个 
状态 到 另 一 个 状态 的 跃 ;-， 共 中 变量 r; 代表 适当 的 广义 坐标 。 对 
于 全 全 证 的 一 类 系统 来 说 ,及 数 忆 是 齐 次 的 ,次 煞 为 1, 所 以 ,如 果 
令 x+ 一 1 并 相应 调整 也， 把 已 正 规 化 就 十 常规 的 事情 了 ， 此 
外 ,热力 学 中 一 个 基本 的 物理 假设 说 ,由 了 所 载 法 的 系统 的 个 定 平 
衡 状态 正 是 刀 的 极 小 值 ， 现 在 ， 这 个 系统 在 治 心 平衡 状态 = 处 的 
稳定 性 是 由 二 次 型 D] Ure BEE 的 确定 性 玉 表 未 的 ,如 果 这 个 
二 次 型 是 不 定 的 ,那么 状态 3 不 可 能 以 齐 次 形式 存在 ,而 是 分 解 成 
两 个 或 更 多 的 相位 ,它们 每 个 都 满足 稳定 性 条 件 。 在 应 用 中 ,只 半 
定型 的 状态 特别 有 意义 ， 它 对 应 于 系统 的 广义 临界 点 。 Onsager 
对 超出 热力 学 解释 的 相位 跃迁 同 题 进行 了 深入 的 研究 ， 他 通过 详 
尽 的 计算 ,对 特别 的 模型 即 二 维 的 Idng MOREA Tie. ME 
性 的 方法 对 这 和 韦 相位 跃迁 问 富 ， 特 别 是 三 维 的 情形 加 以 研究 仍然 
BCE MARR A, 


shee 


01.1.24) de 人 m) ae 


11C 变 分 学 提出 的 问题 


非 线 件 微分 方程 纸 的 第 三 个 来 源 和 变 分 学 的 发 展 审 切 相关 . 
的 确 ， 用 航 值 不 理 来 痢 述 物理 学 和 几何 学 是 很 大 一 部 份 科 学 的 基 
本 目的 ,尽管 经 历 了 从 经 典 物 理学 到 现代 物理 学 的 转变 ,这 点 仍然 
保持 下 来 。 用 数学 的 术语 来 说 ， 如 果 (e) RENZE Sw) 

Faw) = | FG ws Dose, Du) 
( 它 对 充分 大 的 一 类 允许 函数 族 台 有 定义 )， BA, we) 满足 
Euler-Lagrange 微分 方程 
(11.25) (e) = > (—1) "DF Cx, w, Dw, Dv) 


laga 
一 0. 

这 里 我 们 月 到 符号 OF/ðwa = Fs。， 如 果 了 对 wv 的 依赖 性 高 于 二 
次 ,一 般 说 来 ,这 个 微分 方程 对 忆 非 线 注 。 

更 一 般 些 ,如 果 w(x) Ez Yo(w) 的 平稳 点 ，-Yo(w) 还 满 
ERDERA E 
(LL26) Zw) 一 [Giles wo D) Go l, N). 
那么 «GO 满足 ` 
(1.1.27) E uiw) = 0, 


其 中 n 是 不 全 为 0 WER EY ar Ce) 都 取 (1.1.25) 的 形式 。 

在 整个 数学 物理 中 经 常 通 到 (1.1.25) 型 方程 的 边 值 问题 。 于 
是 自然 要 对 (1.1.25) 和 (1.1.26) st XOR D EIRE EFE 
地 分 析 ， 事 实 上 ,我 们 后 面 就 要 这 样 做 

Fw) 的 极 值 点 uCx) 既 满 足 Euler-Lagrange 方程 
《11.25)。 同 样 也 可 以 满足 自然 的 边界 条 件 。 特 别 , 如 果 不 限 抽 多 
Ve © 中 秀 数 的 边界 性 质 , TTL RE Ea A 2 uh 
戏 航 他 点 的 特别 限制 。 于 是 ,对 于 积分 


IQ) 一 ots dz 


在 * 一 0 和 x 一 ! 点 的 自然 边界 条 件 容易 确定 为 OF(*, wl), 
WEBY 一 9， 此外， 在 这 方面 还 有 如 下 的 问题 : 

二 个 非 线性 方程 组 ， 如 果 它 是 由 变 分 原则 导出 的 ， 这 会 影响 
"EIU plo athe oe EP; 可 以 应用 这 个 变 
Ais Rheem ees Fy ACRES JL eT m 
物理 学 中 许多 经 典 问题 来 说, 这些 问 题 的 回答 是 肯定 的 。 此 从 ,对 
于 一 般 的 非 线性 方程 组 突 说 ,回答 也 是 肯定 的 .详尽 地 图 述 这 些 事 
实 是 本 书 的 主要 课题 之 一 ， 奇 怪 的 是 ， 尽 管 在 导出 描写 非 线 几 系 
统 的 方程 时 ,广泛 地 ,正式 地 应 用 了 变 分 原则 ,但 是 ,在 大 多 数 处 理 
非 线性 问题 的 经 典 方法 中 却 不 曾 用 到 这 个 思想 . 

而 且 , 很 多 非 线性 问题 的 解 (它们 是 某 个 泛 函 Aw) 的 平稳 
点 ) 是 这 个 泛 函 的 鞍点 , 于 是 就 不 能 采用 变 分 学 的 经 典 方法 了 , 因 
为 这 些 方法 主要 是 处 理 绝对 航 小 的 对 持久 形式 涡 度 环 的 研究 和 
对 Hamilton 系统 周期 运动 的 研究 都 说 明了 这 种 情形 。 处 理 这 种 
情形 的 一 个 方法 是 ( 它 在 后 面 要 用 到 )， 巧 妙 地 选取 约束 C (参看 
图 1.3), 从 而 把 问题 转换 成 一 个 等 周 变 分 朵 题 . 


EA mem 
绝对 极 小 


; MARA 


B13 加 上 约束 C HEN IERI ES RT ERI, 
PAP BL RS. 


12 过 到 的 典型 困难 
1.1 节 中 泊 考 虑 的 那 类 非 线性 方 社 组 共有 某 些 共性 和 一 些 特 
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性 ,这 些 性 质 使 对 它们 的 研究 既 困 难 又 有 趣 。 实 际 上 ,人 们 可 以 区 
分 出 两 类 酒 难 , 一 类 是 非 线性 方程 组 本 身 男 有 的 , 另 一 类 则 与 研究 
的 方法 有 关 。 下 面 我 们 通过 一 些 算 单 的 例子 来 说 明 这 个 问题 。 


Y.2A 内 在 的 困难 


Gi) 非 唯 一 性 ”这 个 性 质 也 许 是 非 线 狂 系 统 的 最 大 特点 . 例 
如 , 边 值 问题 
(1.2.1) yu t+ iy =0, 
(1.2.2) x(0) = y(4) =0 


事实 上 ， 这 个 方程 通过 点 (0,0) 的 解 oO 应 当 满足 一 
fe — y Y "dy, Ki y) 是 一 个 周期 函数 (在 te M) A 


ET-2c f Q — r7 一 28 Giai). 2988 A) 一 9， 


MUA MERON BT 一 AIN, 于是, 对 “一 QNI A), N 1, 
200+, 问题 (12.1)-(1.2.2) ARBOR USA ye), 由 于 非 唯 一 性 ， 
非 线 性 系统 的 解 的 稳定 性 的 研究 就 显得 特别 重要 。 

Gi) 奇异 性 ”很 多 非 线 性 方程 组 , 尽管 它 本 身 的 系数 都 是 光 
滑 的 ,但 是 它 的 解 却 可 能 产生 奇异 性 。 例 如 , 考虑 (Navier-Stokes 
型 ) 非 线性 边 值 问题 了 十 yy 一 0，y(0) — y(4) 一 0， 通过 直接 
积分 不 难 验 证 ,无 论 把 4 选 得 多 么 小 ,这 个 方程 的 任何 非 平 凡 解 都 
das, 

(ii) 关于 参数 的 临界 相依 性 ”一 个 非 线性 方程 组 如 果 显 式 
地 含有 参数 , 它 的 解 的 车 雹 常 随 参数 的 变化 而 急剧 地 变化 。 例 如 ， 
DETEN 


(13.3) "ES e m, 


(2.4) x0) — y(1) 一 
(a) Wa 2 6( 某 个 正 实 数 ) 没 有 光滑 解 ，(b) 对 1 一 8, 只 有 一 个 


"UE 


光滑 解 , (c) 对 0<% < 8， 恰 好 有 两 个 解 。 这 些 结论 可 由 直接 积 
分 证 明 ， 事 实 上 :对 AS 0, (1.2.3) 通过 原点 的 解 注 足 


par , (co — e) ds, 
v 


Fh e= 1 AO), ERAR y= Y) 递增 到 极 大 值 
yn) = loge, [A20 BRIO RT = n WR RATER 
, se ds nf du 
b= 2 = 22 f X 2 oS 
经 过 简单 的 计算 ， 豆 以 求 出 cos 因 (Vic14) = es 由 这 个 起 
越 方程 能 解 推出 上 面 的 (a) 一 (c), 
进一步 ，Poincaré 首先 指出 , FREAD HEA S: (EEA 
地 依赖 于 参数 A) 表现 出 各 种 分 歧 现 象 . 这 就 是 ， 存 在 4 的 一 个 
{Wo Bui Lh, pide x 相差 很 小 时 *” 6; 侈 少 有 两 条 不 同 的 解 
曲线 lA) 和 aA), HH theha A) 一 (1)， 作为 例 
子 , 考 虑 问题 
(1.2.5) GM 0 y0)—5x1)—0 
应 用 Jacobi MARR së, A) CETERO Z2 — I KO). 就 
可 发 现 (1.2.5) 可 以 直接 积分 ， 事 实 上 , 令 


OR Gar sa 2nK Dx, k), 0 et Ls 


n-1,2,5, 
其 中 1 一 2a(1 + ROKA) ome, 我 们 看 到 ， 对 于 wx cd 
(m+ 1)s, (1.2.5) RRE O, Eytt bin, H bo me thf, 
3s) 在 [0, 1] 上 一 致 趋 于 0， 于 是 当 如 一 ms! 村 ,方程 (1.2.5) 
RAND BAR, 

在 讨论 和 方程 (1.2.5) 有 类 似 性 质 的 方程 时 ，Poincare 引进 
了 稳定 福 改 变 的 概念 。 我 们 说 (1.2.5) 的 一 个 解 (A) 是 稳定 的 ， 


awet ec) = Es e(t rel y) aaeh an 


P 此 句 为 详 者 所 加 . -— HKE 


2+ 


个 定义 下 ， 我 们 得 了 出， 对 Oat, »(1)2 0 是 稳定 的 , 但 
yA) DU 2e 时 稳定 。 于 是 当 入 递增 好 通过 于 时 ,在 (0 
和 %(1) Fl OE BER deiode, 

v) 维 数 与 非 线性 ”对 于 定义 在 区 域 @ 上 的 某 些微 分 方程 
in 83690, dE 9 的 非 线性 项 的 增长 暴 次 ,集合 2 的 维 数 .5S 在 8 
上 的 没有 奇 性 的 解 的 存在 性 之 闻 , 有 着 惊人 的 联系 。 作 为 例子 ,我 
们 指出 ,对 0 A/ON — 2), 在 RN(N > 2) 上 ,方程 
Au—ut al 一 0 
FE 凡 的 光滑 解 #， EH Jel o oo TM. E 一 0 (我 们 将 在 
BABU, WF 0<o < 41(N 一 2)，(1.2.6) 有 光滑 解 )。 当 
322 AJ(N — 2) 时 ,《1.2.6) 没有 光滑 解 的 结论 是 由 证 明 下 面 的 
事实 得 到 的 : 假设 
(1.2.7) Au + f(a) =0 
E RM > 2) 上 的 一 个 解 le), 当 Jel -> oo 时 1a| 一 0 那么 

eof ny | Fluas = | uflude, 


N 
Lu n" 


其 中 Py (a) 一 f(a), 

证 明 : STR DERE CO HT. ECL 2-004 (0) m — + als 那么 
Roja =a oe 
AUR « eB — 1 GER MAM Cu) 推出 

N adr = 2N _ al*ade. 

(| (or eu i ME 

R 


RY 
于 是 ,对 uxo 0 (S 一 2)， 为 证 (*), 我 们 注意 到 (1.2,7) REG) 
AZ 


I, 


wate =f [E tout - ro] 
Ru 
D-MEN UREE CLP Gus, = 0. E 2) tk 
ERE ”= k(x), RIRA 
e i-re ono 


"I RY 


另 一 方面 ,用 (x) BRK Ant fs) = 0, FABRA OR 
" [ee {see 


RY RM 
RECO HOD AH Ce), 

(v) EAR AA. A 
BI Ek. PTR He ae EAE X 
精 圆 型 微分 方程 组 解 的 衰减 的 族 六 . 
-NR EB TELE SOP 
(1.2.8) Au — u + p(x)u —0 
4 [e| > 00 ht lal 0 QE, FEI iel o o i p= 
|u|*- 0, BBA, MMAR NR Dy AB ER PER LEA CL AL AERE YT EA 
得 出 , 当 [x] 一 oo Bt, [aed] 一 OCT] 708 > 0), ERG E 
程 ， 最 后 得 到 ,对 某 个 常数 7 > 0, 当 1x| 一 c 时 ， 有 IG -- 
O(eth), 

(vi) 对 称 的 原因 不 必 产 生 对 称 的 影响  — I EERE 6 
边缘 固定 ， 洛 边缘 给 予 一 个 般 对 称 的 一 致 的 (数量 大 的 ) 压力 .可 
以 观察 到 , 在 该 力 的 作用 下 弹性 板 发 生变 形 , 达到 一 个 新 的 稳定 
的 、 非 加 对 称 的 平衡 状态 ， 所 观察 到 的 变形 由 一 个 非 线性 偏 微分 
方程 组 所 刻 划 ,该 方程 组 局 下 vor Karman (1.1.12), 内 为 有 关 
的 线性 理论 断定 产生 轴 对 称 的 平 脆 状态 ,所 以 , 正 是 由 丁 这 些 方程 
的 非 线性 性 , 才 发 生 这 种 不 通常 的 现象 ， 


WIeg cite; FEA 
一 个 无 界 区 域 上 的 非 线 性 
事实 上 ,如 果 w(x) 是 (1.2.6) 


1.08 非 内 左 的 困难 


工 面 所 谈 到 的 一 切 性 质 屠 和 非 线性 微分 方程 组 解 的 内 在 对 性 
BK, 现在 ,我 们 考虑 那些 困难 ,它们 涉及 到 研究 六 些 方程 组 的 具 
体 方法 . 

(i) 不 适当 的 线性 化 ”这 类 方法 中 最 著名 的 是 所 谓 “ 线 性 化 ” 
过 程 ,在 这 个 处 理 中 , 局 部 地 ( 璧 如 说 , 在 原点 附近 ) 将 非 线性 方程 
组 中 的 高 阶 项 统统 略 去 不 计 ， 这 样 一 种 处 至 很 可 能 得 出 不 正确 的 
AUR, SC LIES ER 


owe 


(1.2.9) (a) tut x — y =0, (by, + y+ à —0 

在 原点 附近 的 非 平凡 周期 解 的 结构 、 由 线性 化 得 到 方程 组 xz 十 
z=0, wty=0. 它 有 含 四 个 参数 的 周期 解 族 ， 而 方程 组 
(1.23) RAYA «= y 二 0， 为 证 明 后 面 这 个 结论 , 假 
设 (1.2.9) di—4r- 8 JE NLIS RE (CO, 900. HA. 用 90) R 
(1.2.92), sC) FE (1.2.9b) , JE EAE BERGE FORE), 就 


得 到 f EC + ye) lat = 0 d 2G) = 7G) 三 0， 用 所 谓 映射 的 


共 轿 理论 ,可 以 殷 这 种 线性 化 过 程 作 其 些 推广 ， 例 如 ,如 上 朵 给 出 了 
一 个 一 阶 非 线 性 常 微分 方程 

(1.2.10) s — Az + jG), RE MG] = ollel). 

人 们 可 以 试图 去 找 一 个 C!( 基 至 只 是 连续 ) 的 坐标 变换 2 —p(E), 
使 得 在 = 一 0 附近 新 的 方程 可 以 用 它 的 线性 化 了 的 形式 名 一 
45 局 部 地 写 出 来 。 显然 。 如 果 令 nu. mw, 以 及 £= 
Gr, ys u, w) FE (1.2.9) 化 成 (1.2.10) 的 形式 ,那么 这 种 变换 9 不 
存在 ， 实 因 用 上 表示 的 在 原点 附近 的 非 平 几 周期 解 将 对 应 于 用 = 
表示 的 在 原点 附近 的 非 平凡 局 期 解 ,从 而 就 对 应 于 (1.2.9) 的 非 平 
凡 的 周期 解 (C0. 90), 

GD 小 除数 问题 ” 另 一 个 性 质 〈 历 史上 称 作 小 除数 问题 ) 是 
通过 Cauchy 强 嚼 数 证 明 收敛 性 的 一 个 推论 ， 在 这 个 方法 中 , 很 
大 的 一 类 非 线性 微分 方程 组 的 解 是 这 样 构造 出 来 的 ; 把 解 当 作 参 
Ae ER LIOR Fourier 级 数 )。 然 后 试图 证 明 。 对 下 
RAR HP RR, PRN fe) 是 以 2x 为 周期 的 函 
数 ,欲求 差分 方程 
(1.2.11) glz + lap) — gl) = 1n) 


将 期 为 2z 的 多 g(x)。 如 果 Ke) 一 之 hema 是 于 的 Fourier 级 


REZ. gG) 一 2 Ene" 的 Fourier 系数 8 一 fen 一 1 


当 & 为 有 理 数 时 ， rm 0, PERKU a. pe — 1) 
HWER. 不 过 可 以 证 明 ， 对 几乎 所 有 的 a 《在 Lebesgue 测 


，23 ， 


ERWEE) (1.2.11) 有 唯一 解 eG), ZRIGHMLLL IG) 
BE, 

GD EM STH. 在 和 赛 级 娄 有 关 的 某 些 问题 中 , 当 
N 一 co 时 。 可 能 很 准确 定 这 些 形式 地 构造 出 来 的 级 数 Esla) 一 


N 
2 Sa (N = 1,2, +++) 的 收敛 性 (如 果 不 是 不 可 能 的 话 )。 但 


是 ， 对 于 小 的 上， 这些 级 数 可 以 “ 渐 近 ”于 该 非 线 性 方程 组 的 解 
(se), 这 里 “ 渐 近 "是 这 个 意思 : NE. SD a0 时 ， 
BEC) 一 sx(p) 咱 一 0。 例如 考虑 方程 

(1242) eg s= e, 38 lt] mco Bf, x 0, 
ese, Be IANS. APA 

a(t, p) = d) E rq") 十 PCT T) NO) 
BNET (1.242) BIBE— IE, ES FIR RE SETS I EAB 0, 请 参 
看 4.4 一 节 。 

Gv) 缺少 先 验 估计 ”很 多 研究 非 线性 微分 方程 组 6 的 方法 

基于 找 出 它 所 有 可 能 的 解 的 界 ， 而 这 些 解 依赖 于 S WREEK. 
这 些 “ 先 验 " 的 界 断定 存在 某 个 统一 的 常数 , 它 界定 了 S 的 任何 解 
a(x) 的 大 小 。 对 于 线性 方程 Luc: 来 说 ， 不 存在 这 种 先 验 的 
界 意味 着 对 于 所 有 的 光 消 函数 g, 方程 Leg 无 解 ， 但 是 ， 对 
于 非 线性 系 绕 这 个 结论 可 能 完全 是 错 的 ， 例 如 * 考 感 
《1.2.13) yu tym ee), (0) 0 yf 1) = 0, 
它 对 任何 eG) € CLO, 11 可 解 。 最 然 , 如 在 《1.2.6) 中 所 讨论 的 那 
样 。 不 可 能 对 (1.2.13) 的 解 了 作出 一 个 由 € 大 示 的 先 验 估计 。 这 
BAX: H g= 0, (1.2.13) 有 任意 振幅 的 解 以 9)。 即 是 说 。 对 它 
来 说 ， sup| n(e)| 可 以 任意 大 ， 


(v) 共振 现象 ” 初 小 除数 问题 有 关 的 一 个 有 趣 的 非 线性 影响 
是 名 共振 现象 联系 在 一 起 的 ， 下 平衡 点 附近 的 非 线性 Hamilton 
AGA US AU TTIR OUR ER ORE, NAS 
PRUE GER DRED 2 RE 
(1.2.14) xd aAx—0 xQ)cR* 


m 


THRO, IRE AARRE FER AEM O< 
Mm SU, 这 样 一 个 方程 组 有 MY 个 线性 无 关 的 周期 解 
x(), BUNAR 2«/1 一 1,2,…、，N)， 它们 称 作 “ 正 
规模 式 *， 把 4 对 角 化 ,使 (1.2.14) RAPRA 就 可 直接 求 出 
这 些 解 。 此 外 。 方 程 组 (1.2.14) 的 每 个 解 都 是 这 些 基本 正规 模式 
的 选 加 。 研究 在 非 线性 Hamilton 扰动 YY(x) 下 这 些 正规 模 
式 在 x 一 0 附近 的 性 状 是 很 重要 的 , 这 里 Iv VQ | = o(1x|)， 
ix| 充分 小 ， 于 是 , 新 的 非 线性 Hamilton 系统 现在 可 以 写成 
(1.2.15) 六 十 dx + VV(x) = 0. 

MOR Cauchy 强 函 数 法 寻求 周期 为 ， 在 第 i 个 正规 模式 KG) 
附近 , 形 为 


x(s) 一 ex(s) + 5 @,(s)e" 


BORE aCe) 便 是 常规 的 事 了 , 其 中 ds = r, 充分 小 ,1 一 2/1, + 
D we"， 但 是 ,为 证 明 所 得 的 寡 级 数 收敛 ,必须 对 特征 值 2 作 严 


PE 


格 的 假定 ， 即 hk/ 7 se 整数 (一 1， 2 N ER D, BEE, 


Hamilton i 2 


图 1.4 在 Hamilion ZAT FAIRA 
保持 ,而 在 一 般 扰 动 下 不 保 持 。 
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对 任意 尾数 a, ABU, a RAL T 
E Oana EU ATER SE ; 个 正规 模式 
的 持久 性 来 说 ， 这 些 " 无 理性 条 件 "或 共振 条 件 看 来 是 本 质 的 。 对 
FAF Hamilton 的 任意 护 动 ,情形 的 确 如 此 。 但 是 如 把 扰动 限制 
为 Hamilton GE Cink), BABE RAT, BEH 
对 正规 模式 的 持久 性 来 说 ， 这 些 无 理性 条 件 是 不 必要 的 ， 在 第 四 
童 。 这 个 有 趣 的 事实 将 作为 分 肤 现 象 来 描述 。 图 1.4 是 这 种 情形 
的 图 解 。 


L3 泛 函 分 析 的 结论 


到 现在 为 止 ， 所 谈 到 的 与 非 线性 系统 有 关 的 很 多 问题 都 可 以 
HARE TC RA, UR AARS RA SB ERE 
方程 组 )， 于 是 ,自然 息 把 线性 算 子 泛 抽 分 析 的 基本 概念 推广 狸 这 
样 一 个 广 六 的 方面 去 。 这 里 ， 我 们 对 今后 要 用 到 的 经 典 泛 函 分 本 
的 基本 概念 和 结 采 作 一 总 结 . 

RAL, 我们 今后 所 需 训 的 基本 事实 和 下 列 玫 个 方面 有 关 : 
(i) Banach 空间 和 Hilbert 空间 的 几何 性 质 。(ii) Banach 空间 
上 的 有 界线 性 泛 函 和 有 界线 性 算 子 的 性 质 ，《〈 让 ) 和 Banach 空 
阅 中 的 紧 性 有 关 的 事实 。 (iv) 对 某 些 标准 的 Banach 空间 ， 
OG 的 钢 于 ,关于 这 香 提 到 的 结果 的 完整 证 明和 | 参考 文献 ， 
读者 可 以 参看 本 章 末 所 列 的 文献 目录 . 


1.3A Banach È fife Hilbert 空间 


MRF TSS CHAR AD), ROR ABR BS d(x, y) 一 
lz 一 yl] S24. MERTE Banach SEL SARNEY RREN 
AR OL LA) Hiber SAORI. Hilber: 
SH EA IESE PS R(T i. 对 x€ A, 令 MG. 2), 
就 定义 了 一 个 Banach 空间 。 网 而 和 有 限 维 的 情形 一 洋 , 在 
Hilbert 空间 及 中 可 以 定义 正 交 向 县， 定义 H 的 子 集 村 的 正 交 补 
M! (其 中 M+= {alre H, (x, y) 0, 3—8 y€ MD, 在 
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Banach ZEX Hy 称 序列 {ra} CIR tic oic CHR EM ak DB 是 
fü: 如 果 n> co. BUB lle, 一 二 一 0， 例 如 1x) = [sll 就 是 
依 范 数 收 敛 意义 下 的 连续 泛 函 。 Banach 空间 X 上 的 半 范 是 一 个 
定义 在 X 上 的 非 负 实 值 函数 |x|, RAER Tox] 一 jsllx| 和 
Iz yp lel + lel, WRX HEAR E e| -| 收敛 
的 子 列 , 则 称 该 半 范 相对 于 UR. 

Banach( Hilbert) 空间 的 闭 线 性 子 空间 个 是 Banach( Hilbert} 
Sia). WT ARENA RAL 类 似 的 结论 成 立 ， 如 朵 X 是 X， 
和 X, 的 直接 和 ， 我 们 记 X = XOX, (Ae. EMT) Banach Zi 
间 多 可 以 有 周子 空间 M， 而 不 存在 X 的 风 子 空间 N, E X= 
MBN， 由 此 可 见 一 般 Banach 空间 的 几何 学 是 比较 复杂 的 。 所 
幸 的 是 ,如 果 G)X 是 Hilbert 空间 ,或 (i)dim M < co aR ii) 
Codim M < 0 那么 这 种 情形 就 不 可 能 发 生 。 事实 上 ， 如 X, 是 
Hilbert 空间 X 的 任 一 闲 于 空间 ,那么 x = Xipxs. 

设 贼 范 向 量 空间 有 两 个 范 数 ej 和 | lo 如 果 存 在 正常 数 。 
和 使 得 对 一 切 xe X MF allel < lel < Alle, RORA KE 
范 数 等 价 ， 在 我 们 要 讨论 的 问题 中 ， 选 取 适 当 的 等 价 范 数 常 可 使 
问题 简化 . 
由 于 满足 平行 四 边 形 法 则 ，Hilbert 空间 有 着 良好 的 几何 性 
Wi. 事实 上 , 一 个 Banach 空间 (X, DÆ Hilbert 空间 的 必要 
且 充 分 条 件 是 平行 四 边 形 法 则 成 立 , 即 对 任何 w,vE X 有 
(34) lee ofp + fle — ell? = iee ell. 

HL RAYE UHI A PIU E A — 28 AY Banach 空间 , 
Banach 空间 OX, [D URN. RM ER o> 0 以 及 
u,v€X, a, v RPGR SF 1B lle — ol > 6, WEH u, v EAN 


dem ate), He | 二 (一 人 | <1 一 9。 这样 的 空间 具有 Hilbert 


空间 的 很 多 有 用 的 几何 性 质 ， 询 如 
(1.3.2) 设 M Hth Banach SAX AAEM, wz X M 
HA MAER d(H, M) 可 由 一 点 , 且 仅 由 一 点 me M 达到 


nu 


我 们 称 Banach 空间 Y IRA X HIE XY. MR OY 中 
TERA X HATER. Gi) 序列 Gs) E v rag GR UAH {eg} 
在 X 中 的 ( 强 ) 收 敛 . 这 就 推出 存在 一 个 绝对 常数 C, 使 对 一 团 
«€ Y, olx <Cllally, 如果 在 (2, Gi) 之 外 再 加 上 一 条 : Y d 
有 界 子 集 都 是 X 中 紧 集 ,就 称 Y RRA X. 

在 很 多 分 析 问 题 中 ， 考 察 单 参数 Banach 空间 族 X。 是 有 用 
RU, 其 中 参数 «在 正 整数 环 或 实数 域 上 变化 ,并且 当 oe < a 时 。 
Xo。CX。,。 这 样 的 族 称 作 Banach 空间 链 或 Banach 链 。 

有 可 数 稠密 子 集 的 距离 空间 称 作 可 分 空间 在 我 们 考虑 的 
多 数 具体 问题 中 ， 所 涉及 到 的 Banach 空间 都 是 可 分 的 。 可 分 
Banach 空间 X 的 线性 子 空间 仍然 可 分 ,由 闭 线性 子 空间 得 出 的 X 
的 商 空间 也 是 可 分 的 。 任 一 可 分 Hilbert 空间 都 有 可 数 直 交 基 ， 
THEA AAR SS. 


1.3B 一 些 常 用 的 Banach 空间 


HO RY 中 区 域 ， 下 面 介绍 的 一 些 具 体 的 Banach 空间 在 
SAREE, 

G T LECT ESI 

设 普 是 厘 负 整数 , a 是 重 指数 ,那么 

C"(B) = {DY 在 2 LER, 对 一 切 la] <m} 
是 一 个 Banach 空间 , 范 数 为 


Mlle = 0 sup IDe. 


rA 
显然 ， 当 mm 在 正 整 数 环 上 变化 时 ， 空 间 族 C(O) 构成 Banach 
LA 

遗憾 的 是 ,对 于 分 析 中 的 很 多 问题 来 说 ,这 些 空间 常常 是 不 方 
恒 的 ， 例 如 ,在 位 势 理论 中 ,如 用 和 A 记 Re 上 的 Laplace 算 子 ， 那 
4,9 /eC(0) 任意 时 ， 区 域 QCR'(N > 1) 上 的 简单 方程 
Au 一 fo) 不 一 定 有 解 ， 

3x OLE T Eas Y t c C Ri 
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(ii) Holder 连续 函数 空间 
We 是正 数 ，0<a < 1， 如 果 
HG = up a < c, (0<a<1) 

PAHAR aCe) 在 9 内 满足 指数 为 的 Holder RE. 

如 在 集合 

C""(0) = {ujue C"(2), H,(D^u) «eo, [P| — my 
上 定义 范 数 

[lene = lhe + sup Hal Df), 

BA C""(2) 构成 一 个 Banach 空间 。 因 而， W e 0, HR 
Miao 和 和 fll, SET. MRR TRE m, Ye [0,11 
上 变化 时 ,空间 族 CD) 构成 一 个 Banach 链 , 这 个 事实 是 有 
用 的 。 这些 空间 解决 了 上 面 提 到 的 位 势 理论 问题 ,这 是 因为 ,如 果 
1€ C'"(Q), Poisson 方程 Aum? RAR «c C(O), 其 中 
0<a< 1, 

Gi) -可 积 函 数 空间 

BO, B, u) 是 定义 在 日 上 的 测度 空间 ，p 是 满足 1 < 
p< o HER. 我 们 定义 

L (Q, p) 二 {fjolfl?ap < 90, 了 是 Ap 可 测 的 函数 }， 
如 把 仅 在 p- 零 测 集 上 不 相等 的 浮 数 视 作 问 一 函数 ,并 规定 范 数 为 

Ll, = Salil dey”, 

EBA L (O, u) 是 Banach SE BR LAQ, a) lè Hilbert 2 
MARA 


(fg) = Tafeln. 
SEX dl, — ess syp [Mh 时 ， 
L.C0, a) 一 UTI, < oo。# 为 we ALY 
At Banach Z(H], 一 般 地 ， 我 们 假定 (0, B, x) 是 定义 车 2 上 上 
的 Lebesgue 测度 空间 ,并 记 da 一 dz, 
当 ? 变 化 时 ,空间 之 间 的 关系 在 今后 将 起 重要 的 作用 。 特 
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别 , 或 们 指出 下 面 三 个 重要 的 不 等 式 : 
& 
(a) Holder 不 等 式 WHEL, (Oa), Dy 1/p=1, BA 
BER 名 


x 
JI 43€ «TRH 


Li k 
0.3.3) 公开 DESEE 
因而 对 于 a(Q)-oo 和 FELO, a) 
(1.3.4) Wille, © EnCQ)) 77 Mus SP 


于 是 当 KG) < oo 时 ,对 pe[1,00), SR L,CO, p) 构成 
Banach $$, 

(b) 此 外 ， 如 对 其 8 OfE L, NA Len 那么 :对 OS <1 
有 16Lora(Q,. jp), 而且 ,对 sE Lp, p + eI) = log Ifl, X 
* 的 凸 函数 . 

(c) Clarkson 不 等 式 WE loge L,(Q, a), p at md, 
那么 对 p> 
(1.3.5) 


x I Gift, + lel,» 


(1.3.5) 的 一 个 直接 推论 是 : 如 2p « oo, MILO, p), 
当 1<p <2, L, 也 有 一 个 和 {1.35) 类 似 的 不 等 式 ， 于 是 在 
lap 之 2 时 , LQ, u) 也 是 一 致癌 的 . 

Gv) APXL, FARRA (Sobolev) 26) ”在 很 多 与 微 
Jr 5E PAROS, TM SM L, 范 数 结合 到 Banach 
范 数 中 是 很 方便 的 . 为 此 , 涛 察 CU(O) 中 的 函数 ， WER > 
和 整数 m > 0, 我 们 取 CC 2 在 范 数 
(136) Une { Sp ont, L^ 


labem. 


下 的 出 色 * 所 得 的 Banach 空间 称 作 Sobolev 空间 W,,, (0), Xi 
ELE 


E 


TRER p, MoO) — LO), BR, 4m CE fa eek aede 
时 ,它们 构成 Banach f£. 而且, 4p = 2h. Waal G) 是 Hilbert 
空间 ,其 内 积 为 . 

(4, ruo 一 > | Du + Dvds, 


还 可 把 空间 W600) 能 改 一 下 ,以 把 边界 条 件 结合 进去 。 例 如 ， 
CICO) TE W,, C0) 中 的 闭 包 记 作 WD). “ERLE PEER REUS 
成 ， 这 些 函数 直到 mm 阶 的 导数 在 9 的 边界 89 上 "广义 "为 0， 如 
果品 是 有 界 区 域 ,由 Poincaré 的 基本 不 等 式 推出 ， 任 在 一 个 绝对 
常数 AQ), EM W.,(2) <p oo) 
(1.3.7) feli, < ACO) Vel 
FEM Woo) 中 的 有 界 区 域 ,由 
Iso, 7 15 im^ 

给 出 的 “ 短 ” 范 数 等 价 于 由 (1.3.6) 给 出 的 范 数 ， 这 点 不 难 由 反复 
应 用 (1.3.7) Bit. 

应 用 局 部 坐标 邻 成 和 单位 分 修 , 可 以 在 Riemann 流 形 (M7, 
g) 上 定义 Sobolev tja W,,,, HWS WC, g) REX 
为 CUR, g) EER 
laa = | (e+ Ita, 


w 
下 的 闭 包 。 其 中 ,根据 局 部 坐标 ,我 们 有 
j RACA > | gio) Oe On ay 
ay Mini XN 


DTE RERA AOA FRE SC ET RORY BAS EG RM (er EE 
Sobolev SHTERN SI "BEEBE IE, 如 m Bo, 

L<ipco, pH mi, PAR HEX THER, 

5 ree, se Ll0)} 


W ray GQ) = vl" = 
2 lalaa 


„ae 


就 是 一 个 Banach 空间 ,其 上 范 数 定义 为 
el -we = sup >) n (—1)'g,D*jds, 
Kee 
ERRER Wing 中 范 数 为 1 WEB. 
在 位 势 理 论 中 。Sobolev 空间 非常 重要 。 这 是 由 于 有 如 下 的 
ME: 如 fj€ L,(9),1 « p « co, 那么 :方程 Ax 一 的 Dirichlet 
问题 总 有 广义 解 we TL, (0). 


1.3C ARAL AS Bie 


设 X 是 Banach 空间 ，%(x) AXE RC 的 线性 映射 ， 如 有 
与 x 无 关 的 常数 天 ,使 OLS Kiele WE Ae) WX EWA 
RREZE. RMR, bw) 连续 . X 上 所 有 有 
界线 性 泛 苞 的 集合 称 作 X 的 共 轿 空 间 ， 记 为 X*。 X* 对 于 范 数 
all suplb(e)| 也 是 Banach Z0. Ern E Wo AO e Af AR GEN 
lzlx 一 1 ERR. X EDARRA AH), 其 中 
a* E X*, x EX aL, án (X*)* — X, Was x EB SM. 
这 样 的 空间 具有 与 Hilbert 空间 相同 的 很 多 几何 性 质 ， 特 别 ， 所 
有 一 致 凸 空间 都 是 自 反 的 .在 本 书 中 ， 下 面 的 有 界线 竹 泛 函 延 拓 
的 车 名 结果 是 很 重要 的 . 
(1.3.5) Hahn-Banach 定理 设 p(x) 是 定义 在 Banach 空间 
X 工 的 拟 范 数 ,M 是 X 的 线性 子 空间 、f(*) 是 定义 在 M 上 的 线 
MERE IR XE EM, 有 MG T PG. WA TER X EN 
ERREZA Fe), 且 IF| s pG2. 

这 个 结果 有 如 下 推论 
(1.3.9)G) 设 MM 是 X 的 闭 线性 子 空间 , h(x) 是 M. 上 有 界线 性 泛 
THA h(x) 可 以 延 泊 成 六 上 有 界线 性 泛 国 Fe), BP k= 
Ws lla, 

(i) 如 果 x,€ X, 那么 存在 一 个 范 数 为 ! 的 线性 泛 函 hE X*, 
{8 hla) 一 Utell, 于 是 alle = suplACe) |, ERAAN Sie RR 
Walle == 1 取 的 。 


"E 


(ii) ho 是 x BESCHTE, M 是 与 不 交 的 线性 子 空 
BAX 有 一 个 闭 的 真子 空间 ,包含 M AS e 不 交 、 

得 出 某 已 给 Banach 空间 Xx 上 的 任意 线性 泛 苑 的 具体 表达 式 
是 很 有 用 的 。 在 这 方面 ,我 们 指出 
(1.3.10) (i) Riesz 表现 定理 ” 设 X 是 一 个 Hilbert 空 凶 ,那么 ， 
定义 在 XxX 上 的 任 一 有 界线 性 泛 函 AC) 可 以 唯一 表 成 h(x) = 
(x, y)。 其 中 y 是 中 的 一 个 元 素 . 

Gi) RE 1<p < oo fl p^! + 47 — 1, LICO, a) — L«CQ, u) 
于 是 ,对 这 些 p, LO. p) EUR. 

(it) PE, (9) =W mlO), 其 中 m 是 整数 ,1<p < co， 
p+ Hl, FER Ap. PaO) AR. 

为 讨论 Banach SHPRMAABRMM, x 上 的 有 界线 
FER AWD. X 中 序列 2, ESUCOCT X HAE x 是 指 : 
HER AEX", WA Ln) -> aCe). 4X HOMERUN 00 时 , 弱 收 
敛 和 范 数 拓扑 一 致 . 因此。 只 有 在 无 穷 维 Banach 空间 时 。 弱 收 
伍 的 概念 才 是 新 的 。 弱 收敛 有 如 下 基本 性 质 : 

(1.3.11) (i) 弱 极 限 如 存在 必 唯 一 

Gi) 如 果 在 X h x, BUCH 2, 那么 ,在 X 中 xz。 KAA 2, 

(ii) WREX E BUCH x, WA (lead) 一 臻 有 界 ， 并 
AL lzll < tim ffx. 

Gv) 如 果 za SCOT r, 那么 ,有 xm AA aR a x 

(v) 设 X 是 自 反 Banach 空间 , PAX ECE S8 5e dito. 

(vi) 4E— Bis Banach 空间 Xx 中 ,由 e, 弱 收 敛 到 和 sl n 
lel) 可 推出 se 强 收敛 到 s. 

对 于 今后 所 研究 的 分 析 中 的 许多 非 线性 问题 来 说 ,给 出 使 弱 
收敛 序列 成 为 强 收 伍 的 具体 条 件 是 很 重要 的 ， 上 面 (1.3.11 (vi)) 
就 是 这 方面 最 简单 ,但 义 具 ~- 定 特点 的 结果 . 


1.3D * 性 
AMSA Banach 空间 的 有 有 关 问 题 时 ， 总 试图 找 出 X 
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中 部 些 子 集 ， 它 们 具有 有 有 限 维 空间 中 闭 有 演 子 集 的 主要 性 志 ， 力 
此 ,我 们 称 Banach 空间 和 的 子 集 M 为 紧 的 ,如 果 M 闭 ( 在 范 数 拓 
HE), 并且 M 中 每 一 序列 都 包含 有 强 收 伍 子 列 ， 类 似 可 定义 能 
序列 紧 的 概念 这 方面 有 用 的 结果 是 : 
(1.3.12) (i) 在 Banach 空间 X 的 紧 信 MM H FEASA 

(8) Banach 空间 紧 子 集 的 闭 凸 包 仍然 紧 。 

(ii) ELE, Banach 空间 X 的 有 办 子 集 是 红 序 列 紧 的 ， 

(iv) dm Banach 空间 X 的 球面 Oo, = {1| lal] = r, rE X} 
ERA dimX < oo, 

设 A EM, Banach 空间 X 到 Banach 空间 Y A9— 4-82, 如果 
REX 中 任 一 有 界 c，4(c) 都 是 > 中 相对 紧 集 , 则 称 4 是 紧 映 射 . 紧 


职 里 的 值 域 可 分 这 是 因为 4(X) = 4( 2) < Ü AG. 


P 
& ACen) 可 分 ,所 以 A(X) 本 身 可 分 。 深入 研究 这 类 个 也 是 很 
基本 的 ,我 们 将 在 LAE 和 24 节 中 进行 。 
对 于 1.2 节 中 引进 的 特殊 的 Banach 空间 ， REGEMISAAE MI 
THER RB. AAT SERIE: 
(1.3.13) Arzela-Ascoli 定理 ”如果 0 有 界 , 那么 C(0) HT 
集 S 相 对 紧 的 必要 充分 条 件 是 : 8$ 有 界 (在 上 确 界 范 数 意 义 下 ) 且 
* 中 元 素 等 度 连续 , 
(1.3.14) M. Riesz-Tamarkin 定理 ”如果 0 有 界 ,1<p <x, 
BA LCO) 的 子 集 5 相对 紧 的 必要 充分 条 件 是 ; (i)3 在 Le(9) 
范 数 意义 下 有 界 , Gi) 在 L, 范 数 下 等 度 连 续 ( 即 当 |y] 一 0 时 ， 
|e + y) — 1@) le, > 08 fe S 一致 成 立 ). 
后 面 要 用 到 (1.3.13) 和 (1.3.14) 的 直接 推论 : 
1315) 设 0 是 有 界 区 域 , 若 m>m', aza, RERED 
` 不 等 式 成 立 ,那么 CUe(0) 范 数 下 的 有 界 集 是 CU (9) 中 相 
TER. 
(1.3.16) Rellich 518 没 0 是 有 界 区 域 ，1<&p < 0， m>1, 


34 。 


那么 (OQ) 范 数 下 的 有 界 集 是 T, wz(9) HARER. 

对 于 很 多 要 讨论 的 问题 来 说 、 把 上 面 的 结果 推广 烈 一 般 无 界 
区 域 OCR’ 是 很 要 紧 的 ， 这 方面 的 一 些 典型 结果 是 : 
《1.3.14) 只 要 对 条 件 G), GD 再 加 上 条 件 

(B) SEE 35 3 RE BEAD CIO lim flegon = 9 对 
FES 3), DRA, Riesz-Tamarkin 定理 (1.3.14) 对 无 界 区 威 
OCR" 仍然 成 立 。 
BAE) W,,(9) > Wren 2) 的 钳 人 紧 的 必要 充分 条 件 是 ; 
当 |z| ont, vol LONivl|y — x0 « 111-7 0, 


13E 有 界线 性 算 子 


设 X, Y 是 Banach inl, L RIX AY 的 线性 算 子 ,如 果 
存在 一 个 与 BEX HGRA K, IX ee Xe BE Ley 


Prorer Banach nue L(Y), Ae x 
为 | 一 suplLzx|,， 上 确 界 起 对 所 有 jxilx 一 1 取 的 ， 任 一 有 
界线 性 算 子 LE LUX, Y) EH UAE T L*e L(Y*, X”, È 
Hh L*g 一 1 唯一 确定 ,其 中 1x) 一 (Lx), g 为 Y 上 任 一 有 界线 
HER, ILMI 一 ILI. SARS Li, LE (X,Y)， 


(aL, + BL,)* al? abt, 


(LL)* = LPL}, 


WEF LE (X,X) PAE LU 有 有 界 逆 的 复数 1 的 集合 称 作 
工 的 预 解 集 pC(L)。 所 有 其 他 的 复数 x 则 构成 工 的 谱 ， 记 作 
olL). 如 果 Ker(L — 41) Æ p, RH LE o(L) 称 作 工 的 特 
ERAEN x& AM — M) 称 作 工 的 相应 于 特征 值 1 的 等 
A EMEA LIA. G RUE LIA 
vL) H alL) ries A ey: ARAL RAL LULA ET ERY 


(85. 


算 于 就 可 把 它 从 谱 中 除去 ,已 经 知道 , 6L) ST ML 
的 值 域 为 闭 集 , 有 有 限 维 核 和 余 核 , 且 
dim Ker (41 — L) = dim coker (41 — L), 

下 面 的 线性 算 子 在 今后 起 着 重要 的 作用 : 
(1.3.17) Sobolev 积分 算 子 ORR’ HARA, LIER, 
那么 由 

| {Ody 
HO =| Tr 

定义 的 线性 算 子 有 如 下 性 质 ; 

G) Xj fe LQ) là < NU—1/p), SE L,(0) > Ca) 
的 有 界线 性 算 于 ,其 中 a= min(1, NCOL — 1/p) — 2). 

GD 对 23>N(1 一 1fp), SEM L,C0) ï) La) 的 有 
FRA Sr <Np/(N — (N — 2)p). 
(1.3.48) Calderon-Zygmund 奇异 积分 算 子 对 ce R*, + 
KG) = of#)/|2|", 其 中 w(x) 是 RY — {0} 上 的 正 C” EX, 

(x)dr — 0, BA, 24 1<p < 00 时 , 线 任 卷 积 算 子 Ly 


ile 
Ku 是 LAR) +L, RY) 的 有 界线 性 算 子 ， 
(1.3.19) Korn-Lichtenstein 定理 ”如 K(x) 是 具有 上 而 (1.3.18) 
POLE IE, «E CROO ma 1), «AR, W 
As <a <1 BBR Lum Kew BW CR") 到 CCR) 
的 有 界线 性 映射 。 
今后 我 们 还 要 用 到 关于 有 界线 广 算 子 性质 的 如 下 基本 结论 : 
G) 关于 道 算 子 
(1.320) Banach 定理 假定 LEL(X,Y) 既是 单 射 ， 又 是 满 
HDA LAE RRM L'€LQ.X) 
(13.21) Lax-Milgram 5828. Aux 4d Hilbert SH, LEL(X, 
和 )， 存 在 一 个 绝对 常数 A, EMU) c6 X, BA (Le, x)| 
> Ale WAL Ci TRIM IL sg. 
(322) 如 Le LUC, Y), WALKERA L WE 
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条 件 是 L* AAR (LY 且 这 时 有 (L70* (Ly 
Gi) 线性 算 子 的 映 庙 性 质 

(1.323) FAHER BAT Le LOCGY) ERR Lex 
开 集 成 了 中 开 集 ， 
(1.3.24) 闭 值 定理 设 LEL(X, Y), L* BH, AR, 
那么 工 的 值 域 是 整个 Y。 此 外 ,任何 LE L(OX.Y) 值 域 为 闭 集 
的 充分 必要 条 件 是 : 存在 绝对 常数 C, 使 得 

lLz] cafry ker L), 


其 中 ker L 记 工 的 零 子 空间 . 

(1.3.25) 一 致 有 界定 理 如 Lae L(X,Y)， 且 对 任 «6X, 
lm Lox fede BALI Lal} BER RR MARTE L= 
Jim ,使得 对 一 切 zeEX, 都 有 Lox Lr, 


《 递 》 投 影 算 子 和 谋 人 算 子 
(1.3.26) 投影 算 子 HF PELCX, X) ERE HEB T, nm 
PP. 若 用 R(P) m RU 一 P) 分 别 记 P 和 了 一 P 的 信 域 , 那 
A X= R(G)ORG —P). 如果 

X = MON = {r]r=m tn, mEM, n€N, «€ X), 

地 或 N 为 有 限 维 , 且 MOAN = p, 那么 映射 Oc 一 m ERKAT, 
(1.3.27) RAF d Banach AAWA Banach 空间 Y， 
由 ifs) 一 * 定义 的 线性 映射 XY 就 称 作 嵌 人 算 子 因为 
XCY， 算 于 i EB ELX, Y). eh WRX BRAY, 
AMF i 也 是 紧 的 (参看 1.3F(i)). 

王 面 的 结果 指出 ,从 嵌 人 算 子 的 性 质 可 以 导出 新 的 不 等 式 
(1.3.28) Lions 3438 i X, X, X, BERI AER CXC 
X; 的 三 个 Banaeh AW MIKA XQ X. 是 紧 算 子 ,那么 , 对 
任 给 s > 0, 都 存在 K(s) > 0, 使 对 一 切 yE X, 都 有 

ilk, < sllyhx, + Kyl. 
证 明 : 设 不 等 式 不 真 , 那么 就 有 X 中 序列 {rah 使 rala, ell, + 


allali, 


37. 


4 和 一 wjlysx,， 我 们 得 到 

(1.3.29) leis, = 1, lli 28 + nlsi. 

TIHKA X OG C X, HIPER, 有 om 的 子 列 ,我们 仍 记 帮 vas Hose Xa X, 
AYRE) *。 另 一 方 而 ,由 (1.3.29]。 我 们 应 有 lies, 一 0 和 Dell 
9> 0 BIL FR. 


L3F 某 些 特殊 类 型 的 有 界线 性 算 子 


(i) 紧 线性 算 子 ”线性 算 子 CC LOC, Y) 称 作 紧 算 子 ,如 对 
任 一 有 界 集 BCX, C(B) REY PEM ER, BERARENA 
界线 性 算 子 (必然 ) 是 紧 算 子 ， 又 之 , 如果 X, 了 是 Hilbert 空间 ， 
那么 紧 线性 算 子 是 这 种 算 子 的 一 致 极限 。 紧 线性 算 子 理论 已 得 到 
高 度 的 发 展 , 它 的 主要 结果 可 以 总 结 如 下 : 

(1.3.30) 设 Ce 工 (X,X) 是 紧 算 于 , 工 一 ! + C, 那么 GOL H 
EREHE, (b) dim Ker L = dim coker L < co, (c) 存在 有 
限 整 数 p, {E X = Ker( L?)@Range (L), 而 且 上 是 从 Range 
(L°) SIE SARE, (CRY e(C) 由 特征 值 aw 的 可 数 
SAR, ROSE CE T RO) AEM RR REN. 
(1.3.31) BRR CE LOC, Y) X reg xke Pls Y h 3 
WEE CORRS ERT), RZA X, Y 是 Hilbert 2s 
间 , 任 何 全 连续 线性 算 子 都 是 紧 算 子 . 

U(X, Y) 中 紧 算 子 的 集合 K(X, Y) 有 如 下 竹 质 : 

(13.32) de L(X, Y) 中 一 致 算 子 拓扑 意义 下 ,天 (XR，Y ) EAR. 
此 外 , 当 生 仅 当 CHE KY*, XY) H, Ce K(X,Y). 集 K(X,Y) 
BEREI LX., Y) 中 的 闭 两 侧 是 想 。 

设 C 是 两 个 函数 空间 X,Y 之 间 的 有 界线 性 算 子 , 一 般 地 说 ， 
结果 C 的 值 域 中 的 函数 比 X 中 的 函数 “更 光滑 ”, 那 么 C 是 紧 算 子 . 
例如 
(1.3.33) Sobolev 积分 算 子 定义 为 

Se rin coge R ecu 
如 辣 在 (4.3.17) G), Qi) RAB RES ADA LACQ) 到 cch 或 到 
+386 


LAQ) WREST, s 是 紧 算 子 。 

(1.3.34) 40 RARR eee, ao Be 时 (其 中 至 少 有 一 个 
不 等 式 是 严格 的 )， 嵌 入 算 子 i PaO) > WC) 是 紧 算 
t. 

这 些 结果 对 嵌入 算 子 HW mlO) > Wei (2) 也 是 对 的 ， 
REG WpCRO 的 边界 充分 正则 . 

(ii) Fredholm 算 子 及 其 推广 算 子 Le LOG Y) 称 作 
Fredholm 算 子 ,如 果 (a) L RER Y HE, (b) 子 空间 KerL 
和 cokerL 都 是 有 限 继 的 、L(X,Y) 中 的 Fredholm Bue MIR 
记 作 @(X, Y). ALLE, AX, Y) 是 LOG Y) 中 的 开 子 集 。 
Fredholm 映射 工 的 指标 indL 可 由 下 二 公式 之 一 来 定义 ; 
(1.3.35) indL = dimKer L — dim coker L, 

(1.3.36) 一 dimKerL 一 dimKerL*, 

可 以 证 明 , 在 紧 扰动 下 或 在 LOC, Y) 中 范 数 充分 小 的 算 子 的 搞 动 
下 ,指标 不 变 。 于 是 ,在 AX, Y) MEMS ERR, gb 
外 ,如 AE G(X, Y), Bea(Y, Z), BA B4Ed(X，Zj。 而且 
ud BA = indB + indd, 指标 为 各 的 Fredholm 映射 的 集合 记 
fF PX, Y). 

祖 据 (1.3.30)。 恒 等 算 子 的 紧 扰 动 是 零 指 标的 Fredholm 算 
子 .反之 ,( 看 (1.3.38) 的 下 面 ), 任 一 Fredholm 映射 Le go(X， 
Y) 和 人 恒 等 算 子 的 紧 抗 动 仅仅 佣 差 LX Y) rbi bk Re C 
射 )。 考 谍 向 前 和 挪 后 的 移 位 算 子 ,可 以 得 到 仁 一 可 分 Hilbert z 
闻 上 的 任 总 指标 的 Fredholm 映射 的 例 于 。 

可 对 Fredholm 算 子 工 的 概念 作 如 下 有 用 的 准 广 :要求 上 
的 值 域 闭 , 但 允许 dim coker L = co, 这 种 算 子 称 作 半 Fredholm 
算 子 , 记 作 B;(X, 了 )， 这 种 算 子 的 特征 可 以 刻画 如 下 ; 

(13.37) BP LE LX, Y) 是 半 Fredholm 算 子 的 必要 且 完 分 条 

E: FEMRAT || lle 的 紧 半 范 ! 1, 使 对 一 切 xE X, 都 有 
[Lal + lal = cile, 

长 中 e 是 正 的 绝对 常数 。 
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当 且 仅 当 《〈1.3.37) xb Lem JERRY L* 都 成 立时 ,上 是 
Fredholm 算 子 . 

Fredholm 算 子 和 半 Fredholm 算 子 的 基本 性质 如 下 ， 
(1.3.38) (i) MA A> 0, LEX, Y), 那么 存在 一 个 范 数 
EM) LAS WA IRA RARER ERAT C, 使 L= Ld C), 
其 中 Lie L(X, Y) 是 满 射 ,并 且 dim Kerl, = k, 

Gi) inLeg(X, Y), 那么 有 X 的 闭 线性 于 空间 Xo, YH 
线 福子 空间 Yo 以 及 算 子 Loe L(X, Y), 使 得 : 

O) WM Ê 记 工 在 X. 上 的 限制 ， 忆 是 了 Y 到 cokerL 上 的 投 
影 , 则 闻 有 逆 , 且 L= LU —P) 和 工 的 两 侧 道 只 相差 一 个 紧 
AR. 

(2) X = X, KerL, Y = Yo + cokerL, 事实 上 

(3) LL 是 XX 到 Xs。 上 的 投影 , I, LLo SEY FL Yo 上 的 投 
*. 

(ii) 对 Le9,(X, Y), dimKerL 上 半 连 续 ， 即 是 说 ,如 果 
| Bll 充分 小 ,那么 dim Ker (L + B) < dim KerL, 

(v) dnX--Y 是 Hilbert Sil, Leo(X, Y), 那么 线性 
方程 Lx 一 》 有 解 的 必要 充分 条 件 是 ? 5 Ker L* EX, 

(ii) 定义 在 Hilbert 空间 H 上 的 自 共 轿 算 子 Wr LE 
L(H, H) 称 作 内 共 辑 的 ， 如 对 一 切 e, y€ H, WB (Le, y) 一 
(+, Ly), HA Hilbert 黄 基 性 的 工作 以 来 ,对 这 种 算 子 的 结构 已 
研究 得 很 深 和 人 了 .下 面 的 结果 企 今后 是 有 用 的 : 

(1.3.35) 双 线 性 型 和 自 共 辆 算 子 ”如 果 Cx, y) 是 有 界 双 线 性 
ZAWA, HANMER ERAF LE LUH, H), E(x, y)— 
(Lx, y). 3 ILDOR Oe, y) (对 x 和 3》) ASARES, LER 
ET. 

(13.410). AHAT 

O B3EBUR T. LOM ASEM [m, M] 中 ,其 
中 到 中 inf(Lx, r), FAR OE — («el — 0) Hen. 
M=sup (Lz, x), 上 确 界 也 是 对 62, 取 的 ， 此 外 ,m, M €o(L), 


24). 


Fi 
ILI mm max(|m|,(M{) = sup ILe, 


G) MRP LEK ElL) 的 必要 充分 条 件 是 : 
存在 绝对 常数 C , E OM) EH, 都 有 Lx — Ahal > Chel, m 
BARRAT LIAE olL) dB eCL) 中 那些 数组 成 、 它 们 不 
是 重 数 有 限 的 特征 值 . 

Gii) 如果 工 类 自 共 颖 紧 算 子 , 那 么 of 上 ) 由 至 多 可 数 无 穷 个 
实 特征 值 Uu] 组 成。 这 个 集 是 离散 集 (可 能 在 1 一 0 除外 )。 并 
Als a BR dim Ker(L-4l) < eo, Lr = D) hlr, mazes 

1 


其 中 {x} 是 特征 元 的 正 交 列 。)4 重复 出 现 dim Ker(L — al) 
R. 


Gv) KERRAT L Ea TRA LDIDICR R. 
特别 ,如 果 正 特征 值 U EER ARES BW), 那么 


(1.3.41) 二 一 min max (Le, x)/ xl, 

Ahoy EAR 
其 中 m REE REY A I 的 线性 子 空间 ， 或 者 
(1.342) at= max min(Le, z)/ llis 


其 中 Pi HISHE— k BREF SI, 
GO) LAB RRR, 1 是 工 的 重 数 有 限 的 孤立 特征 值 ， 
WA, ARIWA LE) 下 ， 加 是 稳定 的 (其 中 L(s) 一 工 十 


DeL”, |s| BBA, LU BSB, IL (se) < oo), 事实 上 ， 


WF lel 充分 小 , LEA Uo +8, oo), 其 中 a,8 选 得 使 A 
中 不 含 工 的 别 的 谱 点 ,存在 ARRORA 


As) — dy i aP, 


OP ET SO elem tyre, a) 


使 了 在 中 的 谱 由 特征 什 LO) 组 成 ,相应 的 特征 元 w(s) 正 交 。 
(vi) ER RMAF LOU o(L)CL0, co )) 有 唯一 的 正 自 共 


，41， 


PAR L^, 使 (Lx, x)= Lx, 

(1.3.43) 投影 算 子 UEM 是 二 的 闭 子 空间 ， 如 果 H= MDM: 
的 元 素 * 记 作 x ms + mt, DB ERES Pe = m KEHF] M 
上 的 正 交 投影 . 

G) 从 五 到 五 的 团子 空间 M EMERY PARY, IL 
Pie P, ||P = 1, [O — Pell 一 d(x, M). RZ, E-A RH 
F0,80°= 0, MORMHE OCH) 上 的 正 交 投影 

Gi) HIM 上 的 正 交 投影 算 子 是 紧 算 子 的 必要 充分 条 和 件 是 
dim M < o», 


关于 Laptace-Beltrami 算 子 的 附注 : 

有 界 自 共 罗 线 性 算 子 的 性 质 是 非常 重要 的 ， 这 是 男 为 ,在 整个 几何 学 和 | 
数学 物理 中 ,到 处 都 会 通 到 在 适当 的 Hiber 空间 结构 中 的 这 类 算 子 ， 例 如、 
用 人 记 Laplace-Beluami 算 子 。 它 作用 于 定义 在 紧 Riemann 流 形 (M, g ) 
上 的 光滑 函数 闫 上, 算 子 人 可 由 局 部 坐标 以 及 公式 


六 Te 


p Oe Oxy 
给 出 ,其 中 |e] = dele), eus = ôn MRS 
总 ðu po 
5 = | cauv, = — og 
00 f 之 fe $n ane 


HAERA. BZ, A TAER Vs CU e) BUA SAY SEER 
RF L. WEE, B carshy-Sehwarr KBR, MAT s e ECT, 2) 
有 共同 的 绝对 常数 > 0, d [SCs | SKM allies FH 8050) 是 
有 界 双 线性 泛 函 。 根据 (1-3.39)， 存 在 唯一 有 腊 自 共 瞻 算 于 D. LE 
V, GR e) 到 自身 ,使 (Lt, e) = Gs e). 

MER Su D (CDI aCA) RE IER pde 
算 子 有 关 似 的 结论 成 立 , 其 中 ap = an。 是 有 界 可 测 函 数 ， 这 类 个 子 定义 在 
有 界 区 域 OCR" 上 ,在 其 边界 49 上 加 上 了 这些 适当 的 边界 条 件 ， 在 最 简单 
的 情形 ;如 边界 条 件 为 Dirichlet 边界 条 件 Prelsc 0, [al <a — 1. 对 
t3 v ECHO), $ 


Re] E 
经 过 几 次 分 部 积分 , 找 们 有 
(ni 


ks 0) = fL kan M f dos x )D"nD'o, 


sats Bice 2 
和 上面 一 样 ,由 (1.3.39), HIE RS ASEM L € LOVu C2), 0,00), 
使 e) = Ch, v). 


14 不 等 式 和 估计 


为 实现 我 们 在 第 一 部 分 开始 处 所 找 述 的 方案 、 需 村 把 给 定 的 
非 线性 微分 方程 组 5 MRNAS) 联系 起 来 ,其 中 S) "ER TE 
当选 取 的 Banach 空间 之 间 .。 关键 之 点 在 于 : ”在 这 个 联系 中 ， 
KS) 应 该 保留 方程 组 主要 的 数量 竹 质 。 这 些 数量 性 质 包 括 诸 
MERE ENERE, MREMA TF RER SKA 
计 才能 做 到 这 一 点 。 

我 们 限于 描述 的 两 类 结果 ， 它 们 是 今后 必需 的 主要 的 分 析 事 
实 。 第 一 类 (在 1.4 A 一 1.4B 节 中 讲述 ) 是 所 请 Sobolev zz |j 
We Q) 的 不 等 式 ,这 些 不 等 式 清楚 地 指出 了 下 面 这 些 量 之 间 的 
联系 : 

G) Bil 1 MBBS ABR 

GD 函数 自身 在 定义 域 9CR* 上 的 L, 范 数 ， 

Gi) 函数 f 和 它 的 导数 在 各 点 的 性 状 ， 

Gv) 集 9 的 继 数 。 

(v) 当 看 作 “ 更 大 的 ”Banach 空间 XDW n(A) 的 子 集 时 ， 
Woe) 中 的 有 界 集 。 

第 二 类 (在 1.4C 中 讲述 ) TEUA A PX AS A tE R E 
分 方程 解 的 估计 。 

(i) L, ffir (1. < p « o0) GUAE ER "SEA RELF 
的 解 的 估计 ) 

Gi) Halder 空间 Ce“(2)(0 <a « 1) 中 的 逐 点 估计 ( 即 
通常 逐 点 意义 下 的 估计 )。 

关于 逐 点 估计 与 积分 估计 的 附注 

ERARE, HETRE Eh AU ANTRENA OR US, x 
MATRA AZAR ERABEK REN. Plin, 很 多 非 线性 问题 
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它们 党 用 经 典 的 这 点 的 形式 写 出 ， 然后 可 以 加 以 改写 并 在 Hibben 空间 中 求 
AW. 那么， 必须 保证 这 全“Hilper 空间 的 解 "产生 实际 的 非 线 伺 问题 的 解 、 
后 者 是 用 光 清 函数 来 表达 的 。 正 是 在 这 点 上 记 讲 的 估计 非常 有 价值 。 这 是 
因为 ,我 们 所 用 的 Hilbert 空间 范 数 不 可 避免 地 紧 取 积分 形式 ,于 是 , 该 估计 
共 积 分 数据 中 提供 出 逐 点 的 信息 . 


14A 空间 Ws(9) (1e pco) 


我 们 先 考虑 9 = RY 和 函数 具 紧 支 集 的 简单 情形 。 
(14.0) 定理 E i € WA, CRY) £E RP PARE BA 

G) BP>NAN + ap <p «c CCR"), 而 且 
(4.2) Dulles", < Call Villages 
其 中 常数 C 与 * 的 支 集 有 关 , 但 与 本 身 无 关 ， 

GD H PLN 和 (N 一 p)r < Np 时, 有 we LCR"), mE 
(14.3) luli < Call aeos 
其 中 常数 C 也 是 与 x 的 支 集 有 关 , 但 与 < 本 身 无 关 。 

由 Soboler AMF NN EAA MURR. 因为 。 对 任 
HER"), 有 
«0 [Ale eR ll, 


最 后 这 个 不 等 式 是 这 样 得 到 的 ,对 任 一 国定 的 方向 、 


Ws) = 人 EG + ra)ary 


在 中 的 所 有 方向 上 积分 ,就 给 出 
a(x) = — a p So) dy, 
极限 情形 时 的 说 明 : 


今后 对 两 种 极限 情形 感 兴趣 。 对 (1.4.1) 中 给 出 的 每 种 情形 ， 
都 可 用 一 种 重要 的 方法 把 结论 加 强 ， 在 第 一 种 情形 , Be 
P= N, FHM (043) 推 肌 ,对 一 团 有 限 的 +，« ELAR”), AA 
指出 , WARLA). TAE SUB TOS o 在 (0, co ) 中 
变化 时 ”的 可 积 性 ， 

ERIM, 设 p<N, BE r= Np/(N— p) 这 时 
(1.4.3) ANIR T Aoife)» 其 中 APA + 的 支 集 的 六 小 


TED 


无 关 。 在 本 章 末 尾 的 附注 中 用 维 量 分 析 指出 这 个 事实 的 可 能 性 . 
此 外 ,我 们 还 会 看 到 ,这 个 极限 情形 将 失去 基 些 紧 性 ， 对 于 艇 第 六 
章 中 所 讨论 的 某 些 数学 物理 和 微分 几何 的 问题 来 说 ,这 个 “ 紧 性 的 
BRR ER AEE, 
(14.1) 定理 E s € W,, (RU) 在 Jr 中 有 有 紧 支 集 

G) YP<NA +r =Np/(N — p) BB ue LR & 
(14.5) s f Cru] Val ns 


N-1 
Em Co = LSU vc. z) 
Gi) 当 靖 一 六 时 ,存在 仅 与 六 有 关 的 正 数 C,, Ci, 使 


(146) em (c, NE? < Csupa), 
Pula, 


(1.4.5) 的 证 明 : BERT COCR) Fle 一 1 直行 证 明 , 然 后 ,把 这 
FRE AB) v =e, 0 = (UN — 1)/(8 一 了 9))p， 由 Halder 大 等 式 就 可 
得 到 一 般 情 形 ”< 了 时 的 结论 . 对 f 一 1， 我 们 先 注意 到 


ols iP Ee labem m n 
BURECTARSOEE AH 


Jae INO Pee Hy PAR, 
把 最 后 这 个 不 等 式 对 变 元 ro rostu BARD, ERS olde 
不 等 式 (1.3.3)， 这 样 ,在 第 一 步 , 当 令 ty m DT pontes eset ,就 有 
É Jasper nds acrem P (redy) ods, 

7 LOT ly ton, 

FN IL SRI IS I ZR BTS 
[s commas {TL s |B 

niit 

Missao ape La vein tnl. 


(1.4.6) 的 证 明 : 证 明基 于 对 不 等 式 《1.4.5) rit RE cC FUP o mo 
数 ) 保持 一 个 请 确 的 上 界 。 事实 上 ,我 们 可 以 证 明 CHA 44), HAR 
"€ C9), 


vi 
dress LS Ms 


45> 


NT 
及 立 个 估计 不 难得 到 


和 人 -È fi Gen) 


«const + 1.2) È (errr z. 
当 eje 38) NMR PRR TERRE c eo RRM. 

关于 变 分 学 不 等 式 的 附注 ; 

刚才 介绍 的 不 等 式 〔1.4.2) 一 (1.4.5) 可 以 用 等 周 变 分 问题 的 
术语 来 陈述。 例如 ，(1.4.3) TURBAT: 考虑 W0) 中 范 
B lel, = 1 的 函数 集合 2, 那么 , (i) 对 哪些 7， spill, < oo? 


Gi) 对 哪些 > 和 什么 样 的 区 域 0, 可 由 中 的 一 个 元 达到 
sople? (14.1) GAINER O 的 肯定 的 回答 。 为 回答 G), 
下 面 要 介绍 的 紧 嵌 人 是 关键 。 事 实 上 ,因为 WO) MORTE A A 
L,(Q) 中 ,由 (1.3.31) 推出 ,对 于 Wp(9) POSSE SORTE EA 
Gu) = lul, EB. FH — suplul, < co. u,€X 和 


lan! 一 oo (a) LED ELM IR a, 使 Mail, a, 
此 外 还 有 lal, = 1, AWH 1.3.11), 0 < lla, <1, FEX 
Ht rm 1 有 5 > a, 同时 又 有 Wall, =t, A. MUF 
面 的 结果 是 很 重要 的 。 
(14.7) Kondrachov 紧 性 定理 及 其 推广 Es 是 WR) 
中 有 共同 紧 支 集 函 数 的 集合 。 而 且 {llel,*lxe S) 一 致 有 界 。 和 
As G) Y NE app, SÆ CCR") 中 相对 紧 ，(ii) 当 
r«NpKN —p) Bt, SE LORV) 中 相对 紧 。 oh. Cii) 在 
N 一 了 的 特殊 情形 , 泛 函 M < yt S thine ee S. 但 是 ， 
(iv) 对 + 一 Np/(N 一 p), 5 不 一 定 是 相对 紧 集 . 

G) 的 证 明 : (D) 直接 从 下 面 的 定理 和 事实 推出 。Arzels-Aseoti 定理 。 


Sobolev 积分 算 子 (1.3.33) 的 有 界 性 ,以 及 当 e <a ht, RARER, 
ctl aye cn"(9) RRRA. 


n 


Gi) 的 证 明 : ”对 P, >L, 结果 易 从 M. Riesz-Tamarkin 定理 导出 . 
Hr 属于 开 区 间 Cos Np/CN — 02) 85, US (1.3.35) 以 及 (1.38 中 所 讲 
的 ) L, 范 数 的 对 数 吓 性 人 性质， 事实 上 ,如 果 U,) 是 工 , 中 的 任意 弱 收 敛 序 列 、 
Mis} 在 Ly IBIS. FES Py NB/(N — 0), WD O<a<i, 就 有 

Wa — tall, Sifa — tol $l — tulle n. 
于 是 ,如 所 要 求 的 , {js} EL, UCL APT UE AX SOREHAT. sR. 
Gii) 的 证 明 : 显然 ,如 果 坟 在 Win (RN) PRISE oy B. {4s} 有 要 


FMR, 那么 由 《1.3.16), s 依 测度 收效 到 *。 于 是 为 证 "m Lnd 


fia OO UBER (1-4.6) Ra off Cons) 一 到 有 
界 ;从 而 结果 可 从 Lebesgue 积分 定理 推 电 . 

为 找 出 对 任意 区 域 OCR” 都 成 立 的 Sobolev KER, 且 其 
中 常数 与 所 涉及 函数 的 支 集 牙关 ,我 们 证 明 (1.4.2) 的 如 下 推广 : 
(1.4.8) 设 1<p<o0， 并 且 当 we LRS) E], [Val € L,OUN), H 
么 ，(i) 对 闭 区 闻 [s， Np/(N 一 p) 中 的 任意 实数 ,we LCR”), 
此 外 ,对 某 个 ee L0, 1], 有 一 绝对 常数 Co, 使 得 


(1.43) Halle, & Collat ivel 
1 1 1 a 
ial i ae 


Gi) FH, REAR SR 14.3) 的 右 端 把 vallz， 换 成 
lellis REA (1.4.3) 仍 成 立 , 下 其 中 绝对 常数 与 “的 支 集 无 关 。 

G) 的 证 明 : 从 Ls 范 数 的 凸 性 。(!1.4.2) N (1.3.16) 推出 不 等 式 
(1.4.9), cs ty Pa N 和 +! 之 间 的 关系 可 由 维 六 分 析 确 定 . 

Gi) 的 证 明 : 在 (1.4.9) cb 5 — 0, 再 用 不 等 式 


lelg ivali «coles 


HC 仅 与 ?有 关 。 

(L41") 推论 对 任意 的 we W CR) 242 (Valle, RE leloa 
时 ， 不 等 式 (1.4.2) 一 (1.4.3) 仍 成 立 , 其 中 常数 与 “ ARAR v 
ABER, 

(1.4.10) 紧 性 定理 设 5 是 WCR”) 的 在 RN 中 有 共同 紧 支 集 
AYA sr ds tb A RI (1.4.7) 相沿 ,有 


"e 


G) YN + up < pit, SE CRY) 中 相对 紧 。 
Gi) 3r < Np/(N — p) IT, 5 Æ LR") Hit, 


Hoh MOR: RY 中 有 界 区 域 时 ， 对 一 切 《> 0， HER |, 一 
gale) 对 Wn(9) HIBER ER, 
(1.4.11) 推论 对 仁 意 有 界 区 域 89CHw, 如 把 空间 Wi CRN) 换 
成 多。(D)。([1.4.4) 一 (1.4.7) 金 部 成 立 ， 更 一 般 地 , 如 <N, 
Vue LA(RN), u€ Le, 884 S49 re [1/5 No/(N — p) Bio u€ L, 
且 对 某 个 ce [0, 1], 

all, < constloliz wales". 


14B 空间 w,,,(RY) 和 WO) 
(m 为 大 于 1 HRM, Ip o) 
反复 应 用 1.4A 中 的 结果 可 以 证 明 如 下 结论 ; 
(1.4.12) 定理 设 we W,, CRT) 在 Re 中 有 紧 文 集 ,那么 ， 
U) M mpl N RN + plat 2) < mp Hj, ue CRY) 


Aa 
(14.13) lalla < const[D"ul|;,, 
KPBS supple) 有关, 但 与 # 本 身 无 关 ， 
Gi) 当 mp 和 N M(N —8p)r < Np BY, Due LCR”), 


HA 
(14.14) HD" -ule, < consti D” lis, 

其 中 常数 与 supp(w) 有 关 , 代 与 * ERER, 

Gii) H mp < N Mr = Np/(N — 8p) Wi, Due LC RY) 


La 

(14.15) llD"7*ull,, < e(8,N,m)[D^u lr,, 

其 中 常数 仅 与 ” 和 六 有 关 , 但 与 < 或 supp(w) ER, 

(1.4.16) HE IIT EBR «ew, (RV), H LD™wjjz, a 

lefu, Bb, RER (1.4.13) 一 (1.4.15) PRRI Hep CE 

和 supp(u) AR, diim ID. sah, MR we LCR), 
。48 ， 


Drue LR), BAW r< NoN — mp), 我 们 有 D" wE 
LAR"), H 

(1.4.17) (D 7s]; < const Dalig alt, wE [0,11. 
(1.4.18) 推论 设 5 是 WaR) KE R" he ASE ERAR 
数 的 有 界 集 ,那么 

G) YN + (a+ pp < pit, SZE CHR”) 中 相对 紧 。 

Gi) 3r < Np/(N — Br) Bt, SHE Was (RY) 中 相对 紧 ， 
(14.19) 推论 对 任意 区 域 0CRY， 如 果 反 空间 CRY) 换 
成 Won pQ), 那么 (1.4.12) 一 (1.4.18) 全 部 成 立 。 

关于 任意 区 域 的 说 明 : 

WEEE CRY, Row 69 具有 适当 的 光滑 性 ， 上 面 的 
微分 不 等 式 仍然 成 立 ， 这 个 结果 可 由 所 调 Calderon 延 拓 定理 得 到 ， 该 定理 
指出 ,对 于 充分 光滑 的 39， 存 在 一 个 从 we) 到 Wm RY) 的 有 界线 性 
变换 E， 使 得 对 一 切 «ew. (2), Ew 在 2 上 的 限制 与 4 重合 . 


1.4C 线性 糖 图 型 微 分 算 子 的 估计 


问题 中 的 估计 分 为 两 类 : 
O) L, it (1 < 之 2 < 9)， 即 一 个 算 子 在 积分 或 平均 党 
义 下 的 估计 ,以 及 
(2) Halder 空间 C"^ 中 (0 < p< 1) Schauder 型 的 逐 点 
估计 。 
对 于 线性 微分 第 于 PD) x a.G)D^, iat d deu 
Er 


们 的 主 部 P(x, D) = D a GOD" 来 分 类 。 特别 ,我 们 可 以 令 


E 
Pale, E) 一 S) a)i, 
Ia] =m 
把 Pn(x, D) 和 未 定 元 5 的 一 个 齐 次 多 项 式 Ps(z,5) 联系 起 来 . 
MER rE O, EDR Pale, E) 对 5 正定 ,那么 P(x,D) 在 OCR 
中 是 糖 圆 允 的 、 这 就 清楚 地 推出 疾 是 偶数 ， MERER > 0 
使 得 Pols, E) cll", WART P(x, D) 是 一 致 生男 型 的 。 
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PAGE F PLx, D) 说 成 是 散 度 形式 的 ,如 果 
{1.4.20) Plr, D) = 多 D'iesG)D). 


CREE 

有 了 这 些 准备 ,现在 我 们 可 以 建立 问题 中 的 估计 。 
(1.4.21) (i) Garding BER i P(r, D) BREE RH 
椭圆 型 微分 算 子 ,定义 在 R 中 有 界 区 域 9 上 ,其 系数 有 界 避 出， 
但 最 高 次 项 的 系数 a) lal 一 181 m mm) RER MBA, 对 
u€W, (0), 
(14.22) OG, Dye, Doo > ciljal? Paaa — ealleelle cars 
Khe > 0,6, PES 4 CRB, 

m 一 2 时 的 证 明 : Xn 2 的 二 阶 情形 证 明 是 容易 的 。 在 很 多 节 中 都 
给 出 了 更 困难 的 m> 2 情形 的 证 明细 节 ,这 里 就 不 再 重复 了 , 

(P(x, Ds), D [eco — Rx, s, Dru), 


En 
其 中 Kzs u, Dow) 是 # 和 Dew 的 双 线性 型 ,ja| = 1, RRUAR TR. Hh 
dg Holder 不 等 式 ,我 们 可 以 假定 ,对 任意 。> 0 和 某 个 绝对 常数 Ce)» 
R(x, u, Dew) <al|yalli,., 一 < 

于 是 从 P(x, D) 的 一 致 柄 加 性 就 得 到 了 结论 . 

(i) 对 线性 椭 加 型 方程 解 的 上 ,估计 

X LE LEA RDUR OCR 上 的 2m GAOT. 为 
简单 起 见 , 我 们 假定 工 的 系数 是 C” BK, OMWH 00 也 是 属于 
C" 类 的 ， 椭 图 型 边 全 问题 


(114.23) Lu=f, Dula 0 
的 解 是 指 函 数 we 工 ,(2)， 它 使 对 一 切 pecia) 
(14.24) etm E 


成 立 , 其 中 L* LAB ABT (SS 15 30, 

(1425) 定理 1 <p < oo, RE « & (14.23) 在 (1.4.24) 意 

义 下 的 解 ,那么 se Wan H 

(14.26) lease & enl Lulo, + celal, 

其 中 正常 数 co c) 与 < 无 关 , 而 用 ,如 果 Ker L= 0, WA c, 770, 
Gü) Schauder 型 的 C" 估计 


I5 


(1427) 定理 ”在 对 工 和 9 作 同 样 假定 的 条 件 下 , 设 we COQ) 
FE (1.4.23) d (14.24) 意义 下 的 解 GEC), 那么 we C"), 
并 且 
(1.4.28) — (jwllemmo S ed [| Leelee 十 csllcoe}， 

MOLAR" 上 算 子 A 时 的 证 明 轴 路 

对 RY 上 Laplace HF a, dEpWE Green BUD Cle, y) 
—eg(N — 2 |x — »|7 9 24 No 2 NF 
—(2x)^in|x — yf, 当 入 一 2 时 
首先 注意 到 对 具 紧 支 集 的 1 和 Aw = j, 

wa] oC, t6» = bets 


RN 


Gla, y) = { 


使 得 (形式 地 )， 
11.4.29) D,D, — (DD ADK}. 

下 面 指出 ,可 把 Cnlderon-Zygmund RER (1.3.18) 用 于 最 后 一 个 卷 
BIR. 这 是 因为 ,对 -- 切 Vez, Da 在 RN — (0) 上 光滑 ,是 1 一 N 次 齐 
WA, 因而 是 Calderon-Zygmund 核 函 数 。 这 样 。 由 《1.3.18), 对 任何 辐 
定 的 Pe(1, 00), 我 们 有 

Te]. eon, eonstllAslz,, 
其 次 , 为 导出 Schauder 型 的 估计 ,我们 把 (1.3.197 用 于 方程 (1.4,25)3 再 
次 ,注意 到 核 D1Dj# 是 Calderon-Zygmund 核 函 数 ,于 是 
[l#llonesgconst]ffllo <<const|| Aste. 


至 于 一 般 请 形 的 证 明 , 读者 可 参考 Agmon (1959, 1964) 以 及 其 他 的 文章 。 


15 ”微分 方程 组 的 古典 解 和 广义 解 
广义 微分 的 恬 念 使 得 可 以 区 分 一 个 微分 方程 组 S 的 古典 解 
MERRY MAD BX FHE SOM, Bl. 对 于 定义 在 区 
ROCK 上 的 m 阶 线性 微分 方程 La = D eG)D'« = f, iu 


时 对 所 有 的 “测试 函数 ”pe CPO), RIND RRM «MUR 
151) | ipm] fo (soa Lt = CDD). 


则 * 是 该 方程 的 一 个 “分 布 解 "。 BHE, Ea 上 Lu 一 f 的 


espe 


吉 与 解 一 般 是 指 这 样 一 个 函数 EO E mR ER TALES 
Axe QR La 一 了 

CRM ISS Roh, KER PAO A EBENE 
是 准 常 有 用 的 。 Hb. SPRATT LOK. RK 
aude) 足够 光滑 时 ，Lu 一 的 分 布 解 的 集合 和 古典 解 的 集合 重 


&. 
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一 般 说 来 ,分 布 解 不 能 相 业 , 于 是 对 于 非 线性 问题 来 说 , 另 一 
FAT SURE RAE CB A D ED) RE 
HR QCR”, Dirichlet JR] 
(15.3) GG0 = $) (PD Ahr, ay D”u) = 0, 


PE 


D'ujio = 0, WR 46 W.,(0), B. 
(153) 21] 4s, c, D^a)D*g = OH we CECA) 
LL d 

成 立 , 那 么 把 “ 称 作 (15.2) 在 W me rH I GR, 

从 1.1C 节 讨论 的 变 分 学 问题 中 自然 导出 形 车 (1.5.2) 的 偏 微 
分 方程 。 在 (1.5.3) 中 分 部 积分 ,直接 得 出 : 如 果 Cle) 一 0 Bag 
解 足够 光滑 ,那么 它 是 Gu) = 0 在 古典 的 逐 点 意义 下 的 解 ( 当 然 
要 求 函数 4. GB). Glu) = 0 的 Dirichler 问题 的 古典 解 必 是 
器 灸 但 如 所 局 知 的 夫 样 ,好 使 在 线性 方程 的 情形 , 逆 命 题 也 是 不 
对 的 . 

LE RO = {a|r = (z3 tya tus jal <1 x ERN, ND 2}, Hat, 
BR 
Cw) Au = (N + 2)e,2,)2]7* 
的 Piriehle 问题 有 唯一 的 器 解 <(=) ~ zlog lx| €R, C2), 因为 这 个 
BRE = = 0 ARER TA Poison 方程 (六 OA oC). 这 是 因 
为 ;在 69 为 0 tip) STARA 0 agi, (Weyl 引 旺 ) 所 以 ,如 
Jk w(x) 存在 , 它 必然 和 n0) 1839. 

， 


在 对 非 线性 微分 方程 组 的 系 绕 研究 中 ， 已 证 月 刚才 引进 的 弱 
钙 的 模仿 是 非常 成 功 园 ， 内 为 它 把 这 种 方程 组 的 解 的 研究 很 方便 


地 分 为 两 部 分 : 分 ;: 弱 解 的 存在 竹 及 其 狂 质 有 关 ， 另 一 部 分 
SU SA Be X SS AE AS IE Te IE 县 ， 一 般 说 来 ， 可 以 由 作用 于 适当 的 


Banach ZPIZ MIRI HAIR PET (AFREEN) 来 描述 这 些 红 解 
的 结构 。 于 是 就 可 以 把 泛 丽 分 析 强 有 力 的 结果 应 用 于 非 线性 微分 
方程 的 研究 ， 


LSB 痒 线性 铺 因 型 方程 组 弱 解 的 正则 性 


由 于 把 方程 组 $ THREES AT, 就 有 可 能 加 进 了 无 
关 的 “人 擅 解 ”, 应 该 把 这 些 “ 解 "排除 掉 ， 于 是 .有 关 弱 解 的 任何 讨论 
都 应 处 理 这 样 的 问题 , 即 证 明 这 样 的 广义 解 足够 光滑 ,以致 它 就 是 
古典 的 逐 点 雁 义 下 的 解 ， 这 种 问题 称 作 正则 性 理论 ， 与 半 线性 棋 
欧 微 分 方程 边 德 问题 有 关 的 正则 性 理论 是 最 简单 的 ， 同 时 也 是 最 
有 用 的 正则 性 理论 之 一 ， 

要 用 到 两 个 关键 的 事实 ， 首 先 。 已 知 的 广义 解 和 该 微分 算 子 
最 高 阶 项 的 线性 被 用 于 拒 正则 性 问题 看 作 一 个 线性 非 齐 次 方程 。 
这 个 方程 有 - 个 属于 某 个 工 v 类 的 非 齐 次 项 ， 其 次 ,问题 的 非 线性 
性 质 可 出 于 替 强 由 线性 正则 性 理论 所 得 到 的 光滑 性 。 由 反复 招 较 
光滑 的 广义 解 ,譬如 说 w(x)， 代 回 非 齐 次 项 (利用 Sobolev 不 等 
式 ) ,我 们 得 出 这 个 项 是 贡 个 新 的 类 工 , HATER, >p, ER 
次 进行 正则 性 结论 ,就 增强 了 w(x) 的 光滑 性 . 

在 研究 如 下 的 米线 性 Dirichlet 间 题 时 ,可 以 汇 研 究 这 个 正则 
性 理论 时 用 到 的 思想 在 得 很 湾 迹 。 设 工 是 2m BYR Ey 
算 子 , 它 的 系数 定义 在 有 界 区 域 OCRN 上 ,足够 光滑 { 警 如 说 C”), 

La= oj (ID asla) Du). 


al zm 
设 ue th,,.(O) 是 边 值 问题 

(1.5.4) Lu = ((x,u), 在昌 中 ， 
(1.5.5) D*uleo= 0, |oj & m—1 
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的 电解 ， 据 (1.5.3), 这 意味 着 对 一 切 e € C710), 
a59 D |, «opt =| fi. we. 


alAia" 

于 是 ,如 果 f(x, «) 是 它 的 变 元 的 C' 函数 ， 又 预先 知道 在 2 Fe 
[ul < 常数 ,那么 可 以 直接 断定 we Cmm, HE Los Be 
在 4 中 线性 非 齐 次 方程 Lu — g(x) 的 一 个 弱 解 ， 其 中 g(x) 一 
f(x, u(x) E L,CQ). 8 (14.25) , 对 任何 1 < P «00,8 € Wome, 
根据 Sobolev HRA SEB, ETE ANY P» g(x) = (Gn) € C(O), 
TE. 根据 (1.4.27)，xe Cw*(Q)。 这 时 , 基于 工 , 上 的 重复 论证 
以 及 对 线性 爆 贺 型 方程 的 Schauder titt, 结合 Sobolev WATE 
Æ (1.4.12), 就 得 到 正则 性 结果 .这 个 论证 还 可 改进 如 下 : 
(15.7) 设 f(x, u) 是 x 和 w 的 Lipschitz 连续 函数 ， 当 | «| 充分 
大 时 ,满足 如 下 增长 条 件 
(158) He, OF & KT + fal}, Oe co 32m 

N —2m 
那么 ,在 2 中 和 在 o0 的 昕 有 充分 光滑 的 部 分 上 ，{1.5.4) 的 任何 
弱 解 都 是 2 中 的 古典 解 。 反 之 ,如 果品 T (N+ 2m)/(N 一 2m)， 
(1.5.4) TUAE O PRERE. 

为 简化 这 个 证 明 ,我 们 假定 IG) = Ale}, 在 2.2 5, 我们 再 来 证 明 这 
样 做 是 有 根据 的 。 在 那 一 节 中 对 合成 算 子 Ko) 一 Gn) 进行 了 研究 。 为 
证 明定 理 的 第 二 部 分 , 令 工 一 4，4 是 Laplace 算 子 ,请 注意 ,如 果 + = [2]; 
2 = {z| |z| <1}, 那么 ,对 “>1 一 N/2, EW, (2), 此外， 经 过 简单 的 
计算 可 知 (除去 * = 031—420, = 7” 满足 方程 

Au 十 K(o, NYATI 一 0 
其 中 Ke, N) = a(2 — a — N), 于 是 ,对 8>a>1 一 N12, 对 形 着 (1.5.4) 
的 方程 的 Dirichtet HMR, v— n — 1 是 它 在 Wu) 中 的 一 个 能 
解 。 ERED e,r) 满足 增长 限制 (1.5.8), 其 中 5 一 《a 20a 
1 一 qj2>(N + 2)/N — 2). 最 后 注意 到 + 一 ”一 1 在 * 一 0 AR 
性 : 故 在 9 中 不 连续 ， 

同 过 头 来 看 第 一 部 分 ,并 设 风 za] = ket, 其 中 ac<(N + 2m) /(N—Im), 
AEM n6 9,00). BA. BETH, BMRA A 
过 程 的 重复 论证 法 , 即 逐 步 提高 Cx) 的 正则 性 .首先 证 明 。 对 9 的 任意 紧 
FBO, 对 某 个 P, #6 Wm, CO), RAPHE, WER AIR HS P € 
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Wap. FEE N<amb, 从 Sobolev WARREN » € Cak), 从 而 
Hrs KEY) € Co (0), XXE 6, Schauder 正则 性 定理 (1.4.27》 就 得 到 
WE Cm 0 ). 

当 Naam 时 ,因为 由 Sobolev ARH, MERA PBA Jei € 
LAS), UE ESSE. WH <(*》 已 知 ,我 们 可 以 把 方程 Le 一 etn) 
Wie o 的 非 攻 次 线性 町 圆 型 偏 敌 分 方程 。 由 此 ，。 从 L ENERE (1.4.25) 
推出 ,对 任意 有 限 的 Ps AE) € us CO"). 

在 N>2w 的 情形 ,我 们 首先 证 明 对 某 个 a> oR p= 28 + 8)/ 
CN + 2m), HE Wing C0), 为 此 。 我 们 注意 到 ， 根 据 Sobolev RAB E 
neus) TREH »€ L(9), 其 中 p= 2N/(N 一 20), 因而 对 «= p19， 
Riel" ELLI), HH ICCN + 2m)/(N — 2m), dE A 60, Sm 
2N(D + e)/(N + 2m), 那么 和 上 节 一 样 。 我 们 可 以 把 方程 Fe = kaar} 
SAVE “的 线性 非 齐 次 枉 圆 型 方程 ,又 由 《〈1.4,257 HE e Ea CO), Kp 
s= 2N(1 + 9)/(N + 2m), WEE, 对 51>5， HE Wan (2), 因为 
HE Wye ( Oy J Sobolev RAH, 对 oo, NON — 290, 9€ 
LOCO), FRM S = oja, kjuj eks, 下面 证 明 * 的 正则 性 得 到 改善 ， 
注意 到 

ou uu CNHI2NYON — 2m) : 

" P N 一 2m: 
经 过 简短 的 计 算 , IRE nir (or XN — 1m) (N — 2m — m9)» 
l6. Fe, HAEJEUCHEEL US REG L, 正则 性 定理 推出 、 不 仅 对 >, 
u EW 而 且 ， 在 重复 有 限 次 这 最 后 的 论证 后 ， 可 知 对 任意 大 的 zx# 
Wiss, 这 就 证 明了 所 要 的 结果 .。 

因为 算 子 工 是 线性 的 ， 所 以 方程 (1.5.14) 是 半 线 性 的 。 建立 形 车 
(1.5.2) BULLET DESDE SERO IE RE ECRIRE XE, dE = 区 ( 即 二 
DFE) RN = 1(〔 即 常 微分 方程 )， 在 二 价 沿 微分 方程 的 情形 。 对 于 很 多 
应 用 来 说 ,下 面 的 正则 性 的 结果 已 经 够 用 了 、 

《1.5.9)》p>1， 设 对 一 切 e EW alas 5), Hx) EH oles) 满足 如 下 的 积 
分 恒等式 a 

(1.5.10) i {Pzs 45 ts)px + Fans t Me )p)dx = 0, 

其 中 Kx, ys *) 十 变 元 的 C* ME ECOUTER 
[CA 

证 明 : 由 Soboler 不 等 式 的 简单 应 用 我们 指出 。j Eii) m Gla) 
是 Lipsehitz SAR. XP Cio 10) 北 括 号 内 第 二 项 分 部 要 分 , 求 出 


j ettet = Casal = Oy 


5$ 


Joh c, Ase onc o AERA RTI, ACHE AERE E 
重新 定义 Hx) 后 )， 

(1.5.11) Falas Hy iy) = G(x) + 常数 。 

EDS 720, RUUSTUR ERE SE M A H FAC). 用 a(x) 和 C2) 
dé. 所 以 下 是 Lipschie 连续 的 ,因而 Cle) 应 目 续 可 艇 。 又 由 (1.5.H1) 
推出 2, 过 续 ,这 就 是 所 要 证 明 的 . 

AUT ARE ris Ba A TERK RN TE HR JE 
RAH EXRTHARIERZAABE. BH KARE 
些 优秀 的 近代 专著 的 主要 课题 (请 看 本 章 末 所 列 的 参考 书目 ), 其 
次 。 对 于 我 们 学 习 的 主要 部 分 来 说 ,它们 出 并非 必需 的 。 事实 上 ， 
总 的 觉 来 ， 我 们 将 讨论 的 数学 物理 和 泣 分 几何 中 的 大 部 分 非 线 性 
问题 又 与 半 线 性 方程 有 关 , 对 于 这 些 方程 , RUT (1.5.7) 的 简单 
结果 就 够 用 了 。 


16 ”有限 维 空间 间 的 映射 


对 线性 方程 组 的 大 部 分 研究 基于 有 限 维 向 量 空间 的 理论 ， 以 
及 作用 于 它们 之 间 的 线性 映射 的 理论 。 于 是 ， 很 自然 地 ， 把 一 般 
《 非 线性 ) 方 径 组 的 研究 闽 定 在 这 样 的 想法 上 : 从 线性 代数 推广 到 
非 线性 ， 在 这 一 节 ， 我 们 提 到 这 方面 以 后 要 用 到 的 一 些 结果 .更 
充分 的 讨论 和 证 明 可 以 参看 本 章 末 所 给 出 的 文献 。 


1.6A Euclid 空间 间 的 映射 


HOR 中 的 一 个 开 集 , 1:0 一 RY 是 光滑 映射 (譬如 说 属 
FC? 类 )， 一 个 想法 是 ,由 研究 f 的 导数 (x) CIN x MM 阶 和 矩阵 
《Difi(w))， 其 中 f o s fO) ,来 确定 映射 FER., TE 
如 果 在 点 ms f(s.) 的 秩 等 于 M, IWA F n hA B k a 
Ka) 的 一 个 小 邻 距 上 ,这 样 的 点 s 称 作 了 的 正则 点 ,正则 点 的 集 
食 在 2 中 的 余 集 , 即 集 合 


& —ixize 9, f(s) WRF M) 
mo 


MERR, C PHS A ARIA. C REO IaH, 这 是 因 
为 ,如 条 在 2 中 x, >, PAP) REI) 的 秩 ， 下 面 的 与 
集 6 有 关 的 结果 是 重要 的 . 
(1.6.1) E OE RP 中 的 开 子 集 , 那 么 有 
(G) Sard 定理 ”如果 f(x) EROR RY 中 的 2 KERTI 
射 ,那么 当 N-M+i<p M. ERARIO TER" 中 测度 为 
小 
Gi) A. Morse 定理 ”如果 FO) 是 定义 在 8 上 的 N 次 连续 可 
微 实 值 通 数 , Ci F GO 的 临界 点 的 集合 ,那么 F(E) HR 中 测度 
为 4 

这 两 个 结果 在 分 析 中 有 无 数 的 应 用 。 在 第 三 章 我 们 将 讨论 这 
些 结果 在 无 穷 维 时 的 推广 , 

对 于 定义 在 CHARER E e A. CY MERITA f. 已 
AANT ERRE BU ERR LX UR: 
(1.62) (i) 34 N—M 时 ，s。 是 f 的 奇 点 的 必要 且 充 分 条 件 是 f 
在 附近 不 一 对 一 . 

Gi) SOF UYE s 的 小 邻 域 , 集 S 一 (al fe) = 01. € S, 那 
么 5NU 由 有 限 多 个 不 可 约 分 支 {Vj} fü Si Vo ess 
或 者 包含 一 条 解析 ( 非 平 凡 的 ?曲线 。 此 外 ， 如果 Vise V; Wi 
V; 包含 一 条 不 被 V BRA Url ER 

Gi) 如 果 s= {HO =r) E. 那么 5 用 有 限 多 个 点 组 
Re 

Sard EMAAR RELER ;8 -> RB* BU, BE— 
个 整数 , 当 在 390 上 fx) A p ERRETA IG) — p 在 8 中 
解 的 "代数 和 ”(?€ RY), RN SU PE AH 

G) JE FRE OR M C'hi, POO EON, Ka 
f(x) 一 了 在 为 点 的 Jacobi {PARAS RITA 3C 1 XE 
?点 关于 2 的 庶 为 


使 H/C), WHI A FIA ZH 95 及 ”为 了 的 正 
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a, 5,0) 一 5 sgn | He). 


[rd 
根据 如 的 紧 性 和 反 函 数 定理 ,这 个 和 是 有 限 数 。 

Gi) SUEGEE RI f 是 0 ~> R" KC HRT, 那么, 由 (1.6.1， 
GD, FAR BE WWF tee} (对 于 (f, 9)), 使 得 在 RY 中、 
Ps P, RATTLE X. fE PARE 

4f, Ps O) = limd(f, Pas 0). 


Gi) 最 后 ,如 果 只 知道 了 在 9 中 连续 ,由 于 有 CHRI fa E 
2 ERENT f, 我 们 可 令 
Alis P, 2) = Safes Po 2), 


可 以 证 明 , 在 Gi) 和 Gi) vp, 函数 40, p, 0) 有 定义 ,极限 
存在 且 与 遇 近 序列 的 选取 无 关 ， 从 定义 不 难 推出 度 消 数 的 如 下 基 
THER. 

对 有 界 区 域 DCR” 

(.63) (D (边界 值 依 事 慰 ) ds Ps D) dri GO TE OD ER 
ERE. 

GD (EREE) WHERE], He) 一 p 在 
9D 上 没有 解 (z€ 8D), 那么 ， 当 H(x, 1) 是 > 和 + DEA R 
WY, dB, 0, 5, D) BS i6 10, 1] 无关 的 常数 ， 

Gi) (连续 性 ) .dl1, 5, D) 是 fe C( 万 〈 对 一 致 收敛 拓扑 
RED RIP € DEGERE, 

Gv) 如 ?和 5 处 于 RY — (9D) 的 同一 连通 分 支 内 ,那么 
dlf, P, D) 一 4(f。 P, D), 


Haw re (D 一 UD), Kov es WA ador D) 一 
2140. Ps DA. 


OD 《乘积 公式 ) WURpeDCR",p'€ D'CR^, [1D — RY, 
pnD'BES BA 


See 


AS g)» (Ps P), D x D') = ai, P, D) - dig, Pa D'), 
REGRAWARY. 
(wil) MUR D m f(s) s P, BBA d(f P, D) = 0, 
Qi) 《 奇 映射 】 设 DD 是 关于 原点 对 称 的 区 域 ,f: D 一 R, 
E aD 上 Ko) 关 0、 且 在 OD ER fir 一 一 x)， 那 么 
df, 0, D) 是 奇数 。 
(x) Bu 4(. P. D) 40, 那么 方程 f(x) =p ED 中 必 有 
GA 
(x) 设 U 是 CG" 中 原点 的 邻 域 ，f ÆRU SI C ELE UTR 
äl, 0) 一 0. MRRA OMS AM, Jacobi 行列 式 
det | JA0)| 一 0， BA, HAARE 964 S 89 2E PRU, 
df, 0, U') 22, 
ZENE SAT EERW, RUA ER ECRECURS 
用 的 、 作 为 一 个 简单 的 例子 RATE 
(1.6.4) Brouwer 不 动 点 定理 设 f diik Rh M fR e= 
dei <1} 到 自身 的 连续 映射 ， 那 么 tee 中 至 少 有 一 个 不 动 
证 明 : RCA MAES 的 边界 上 ， 或 者 在 内 部 了 有 不 动 点 。 设 1 在 
9 的 边界 加 上 没有 不 动 点 ,那么 度 5 = 40 — 1,0, 12] 1) 有 定义 ,我们 
NELAR. BRER AY Ae, ?) m s d), r6[0, 1) 连接 恒 等 
Boye -iOH P= 1. 因为 f 映 0 到 自身 ,所 以 OS 方程 
May t= 0 在 0 的 边界 so LARR. BEE MEARE or 上 有 解 ,那么 
必然 :一 1, /就 在 sp 上 有 不 动 点 。 于 是 。 由 (1.6.3) 中 提 到 的 度 的 同 伦 
ASHE, 8 一 (5,0, || <1) = 1 (根据 定义 )。 叉 由 《1,6,3(ix))，f 在 
0 中 至 少 有 一 个 不 动 点 。 定 埋 证 毕 ， 
在 第 五 章 中 。 我 们 把 度 的 概念 推广 到 Banach 空间 问 的 观 身 类 上 去 ， 并 
用 这 个 推广 解决 分 析 中 的 许多 问题 ， 


16B 同 伦 不 变性 


Beg UMOGY HOPS} x ALY 之 间 的 连续 映射 的 集 
各 ， 册 个 映射 1，。ge MOG Y) SERIE. MREŽE 射 
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te hE M(X,Y), LXI 2€ E0,1] 连续 , 并 连接 1,g, A f 
二 g&， 不 难 验证 , 同 伦 是 一 个 等 价 关 系 ， 并 划分 MOX, Y) RA 
伦 类 的 集合 , 记 作 LX. Yl. 我们 希望 能 够 得 到 有 关 这 些 同 伦 类 的 
信息 ,如 果 可 能 ， 还 想 根据 X 和 Y 的 拓 站 性 质 来 决定 类 [X。Y], 

相应 地 在 LX, Y] 中 引进 一 个 代数 结构 。 如 用 X 一 伴 记 将 区 
间 L0, L1 端点 重合 而 得 的 集合 ,固定 一 个 基点 (€ y， 注 意 满足 
f(0) 一 yo 的 映射 fe L9. Y], AT RRR f. ge LS Y], 
定义 [f]; [g] = [fg] Kup 


sg(25)， 0x em, 
f: -| 


1 
f25—1), y«&s&t. 


不 难 证 明 , 在 固定 基点 y, 时 ,这 个 运算 在 集合 [SY] 上 满足 群 的 
公理 。 这 个 群 称 作 Y 关于 p 的 基本 群 , 记 作 ms y). 

更 一 般 地 ， 可 以 定义 高 阶 向 伦 群 es (Y, y)» ZE n HE HI 
(2 个 [0。1] 的 积 ) 和 和 它 的 边界 00, UARA LI, yl 的 同 伦 
K RERA O 成 固定 基点 vv. BN EOI RN e 


Hts test), 对 0E nx, 
[f] + [8] 一 


1 
gn — lets tee) MZ SAS, 


再 验证 这 个 运算 又 使 上 面 的 同 伦 燃 构成 一 个 群 lY y). 也 可 
以 用 另 一 个 办 法 来 描绘 群 e (Y, y,)}。 即 考虑 L5", Y ] RRL 
AGES? By ATR. Bb, CR AF 01" 异同 于 点 
t, ES 17/01 和 3" 拓扑 等 价 , 故 (Ys yo) 的 元 素 可 以 重 同 于 同 伦 
38 I5", Y], 后 者 喘 男 定点 we 5" 成 ye, 如 果 Y 单 连 通 , zo(Y, yo) 
SEA yo FE KN AIS zs(Y)。 

EEEE | ARAWBRBA CEH e. CS") 的 计算 。 下 面 的 
结果 是 已 知 的 . 
(1.6.5) a(S") © (0) XP Ra, 
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(1.6.6) nS") © 2, 

在 1.6A Ti rp STE RS A RERO OT ed SIMD (1.6.6), $ 
用 的 办 法 是 给 出 — e GRO RT DURS PAR EE f:5" s 的 
BEZ. 设 1 是 f 到 a 一 {xj1x| <1} 的 任 一 连续 延 拓 , 则 的 
度 就 是 40,0, r)， 下 面 的 Hop! 的 结果 指出 这 个 度 是 同 维 数 球 
TZ FREI OE Me Is RE 
(.67) 定理 设 1 和 8 是 5 到 5 的 两 人 映射 ,那么 , f 和 & 同 伦 
的 必要 且 充 分 条 件 是 FR e 的 度数 相等 

Hk. RIEM pS 0 时 同 伦 群 nu C) 的 性 质 ， 在 第 
五 章 ,一 个 重要 的 事实 说 , 当 = c0 ERE orn CP). 稳定 ( 即 对 于 
SEA B n.a CT) ~ rural) 事实 上 ，Frendenthal 
和 Serre 的 如 下 结 类 成 立 
(1.6.8) 设 e 是 非 负 整数 ， 那 么 ， 对 任何 整数 之 十 1 mer 
anl Sh) 是 标准 同 构 ,而 且 , tte > 0 这 些 稳定 群 是 有 限 群 . 

在 这 个 一 点 上 ， 配 射 的 辣 纬 争 念 是 根本 的 。 为 定义 这 个 概 
dd f Ero 8" 的 映射 ,7 的 同 绪 5(j) PATER, te 
$$" (我 们 分 别 把 5 和 SEHE Sm stt deli. SCP) 
是 这 样 构成 的 , 它 连 绪 映 SIERRAS" 的 北半球 ,在 南 半 
球 也 是 如 此 。 同 纬 导出 一 个 同 坊 Bi 5") -> al) 事实 
上 ,这 个 同 态 产生 (1.6.8) A, 

AE AUCH reS <a < p+) 表现 出 特别 有 趣 的 性 
. 实际 上 ， 和 确定 它们 也 提出 较 深 刻 的 拓扑 问题 。 Hopf 指出 ， 
AS) 是 无 穷 的 ,事实 上 它 同 构 于 昨 数 加 法 图 ,同村 OP) e Z 
两 元 素 的 Abel 群 。 实则 , 当 ”是 偶数 时 ,每 个 形 车 lS") 的 
说 都 是 无 限 的 ， 于 是 可 以 断定 ， 当 疡 > 0 时 ,在 局 纬 运 算 下 ,很 多 
BEHERT, Rein ELE 


5k. 让 重要 的 问题 HH Banach 空间 映射 类 的 司 伦 
分 类 ， 为 阐明 这 一 点 ， 考 虑 非 线性 算 子 方程 的 可 解 性 问题 很 自 
然 的 一 个 方法 是 把 所 给 方程 变形 为 男 一 较 简单 的 方程 ,使 得 从 简 


n 


eS BEAD FACE STE BURST IO, REE 
这 个 问题 以 及 它 与 无 穷 维 同 伦 的 关系 。 


16C 同调 和 上 同调 不 变量 


@ 春 异 同调 群 ” 设 5, 记 RU 中 标准 的 Euclid WX. m 
么 ,定义 在 一 个 拓扑 空 间 X 上 的 (连续 ) b 单 形 是 一 个 映 5, 入 XxX 的 
连续 映射 6。， 在 一 个 可 加 Abel 群 多 LW, Xx 上 的 奇异 ? 链 是 一 
个 线性 组 合 c 一 Egi, 其 中 o REGRESO p 单 形 ,系数 g; 是 多 中 
元 素 。 这 样 的 链 的 集合 CX. F) 构成 一 个 加 法 Abel Bf, m 
果 hnXX 是 连续 映射 ,cE Cs(X, 多 ), 那么 , 我 们 可 由 令 
(2gi07) = Sgil) 定义 一 个 导出 同 态 h:C(X, 9) C, 
(x, 9). 

现在 用 8,—= [x x» x] 记 标 准 Euclid p EE, Ted 
应 的 连续 单 形 上 ,我 们 用 

dle TD 


和 
定义 边界 算 子 d, 其 中 符号 入 表示 略 去 该 顶点 .对 于 一 般 的 连续 ” 
单 形 cx，.……，x。) 来 说 ,我 们 规定 de 一 wd( ms m. n) A 
时 ,对 一 般 的 元 素 ce C,UX, F), o 一 3egrei， 我 们 用 线性 的 办 法 
来 延 拓 d, 即 da = Lede; FE di CX. G) > CoA(X, 9) 
的 一 个 同 态 ,并 且 P — 0, 

4:0 (X, 9) 9 CLOX, F) 的 核 记 为 2,(X, 9), RE X 
EG 上 的 ? 维 循环 群 ;同时 1C OC 9) 9 CC, 多) WE 
域 记 为 BAX, S), WEES bib? Ain. AMMAR 
96 HOC, 多 )， 称 作 X 在 多 上 的 ? 维 同调 群 , 即 
(1.6.9) H,(X, G) = 2,(X, 9)/ BOX, €). 

可 以 由 考虑 X 的 子 空间 Y 把 这 个 定义 拓 广 ， 事 实 上 , 同 态 d: 
CAX, 9) > C, AX, Y) MER CY, 9) >C,AY, F), 
于 是 4 诱导 出 同 态 

CLK, 9)/C,Q , 9) 8 CX 9)/ C, (Qf Fs 
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而 且 4,250. WH Z,(X, Y, 9) id, 的 核 ,用 B, (X, Y, 2) 
记 dpa 的 值 域 ,那么 ,我 们 可 定义 阶 相对 同调 群 为 
(1.6.10) H,(QX, Y, 9) — Z,(X, Y, )/ B,(X, YS, FY), 
显然 ,如 果 了 = 多, 那么 (1.6.10) 和 (1.6.9) 重合 . 

Abel 群 He(X, A) 的 秩 称 作 (X, A) 的 9 维 Betti 数 , dd 
Jg RAX, 4), 交错 和 X(X, 4) 一 D, (一 1)?Re(X, 4) 称 作 


amo 


(X, A) 的 Euler-Poincare 示 狂 数 ， 

今后 ,确定 某 个 已 知 空间 的 同调 是 重要 的 。 如 果 EN 
tzlizl & 1, ze RY} du S — OE, RNA 
0,9] IAN, 
€, 4=N, 

9,2 940, N— 1, 
€, 4—0, N—I(N s 1), 
H(S, 9) — 9 Qu. 

G) 奇异 上 同调 群 一 个 拓扑 空间 XxX 租 对 于 某 个 固定 的 
Abel 群 多 的 奇异 上 同调 群 H(X, 多 )， 可 以 形式 地 咀 过 对 侦 的 
办 法 由 相应 的 奇异 同调 群 来 定义 。 如 果 在 上 同调 群 的 元 素 间 定 义 
一 个 "上 积 "运算 ,那么 ,X 的 奇异 上 同调 群 有 一 个 加 法 环 结构 ， 我 
们 将 在 第 六 章 中 用 这 个 结构 去 估计 定义 在 一 个 无 穷 维 流 形 X 上 泛 
PH p(w) 的 临界 点 的 数目 。 

Gu) 有 限 维 的 M. Morse 临界 点 理论 ”在 CO SCR CE 
们 定义 在 有 限 维 光 温 流 形 上 ) 的 “Morse 临界 点 理论 中 ， 刚 才 讲 
到 的 奇异 同调 理论 起 着 基本 重要 的 作用 。 这 个 理论 由 对 定义 在 
RY 上 的 C! 实 值 函 数 的 斋 界 点 进行 分 类 开始 ， 最 简单 的 痢 界 点 是 
非 退 化 临界 点 ,在 这 些 点 ;处 ，VF(z,) = 0, 但 是 F 在 为 的 
Hesse (FAIA det He(#)| 关 0 这样 的 点 是 孤立 的 。 而且， È 
们 可 岂 一 个 向 量 空间 的 维 数 9 来 分 类 ,在 该 空间 上 , 对 于 EER, 
二 次 型 P(e EE 是 负 定 的 ， 这 个 数 9 就 称 作 临 界 点 x, 的 指 
数 。M. Morse 的 一 个 引 理 指出 ,如 果 * 一 0 是 某 个 C: SE i EB 
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BS, $7, 9) ] 


Hm, = | 


数 PG) BIRRERIA HERA a, IBA, E 0 RUN IE TBR 
了 1 中 , 必 存 在 一 个 局 部 坐标 系 (ecco y). f 


(16.11) PG) — FOO) =—— Sy + 5 yt. 


[ern "n 

更 一 般 地 。 若 FO) 是 定义 在 RY 上 的 CR, x 
FO) 的 任 一 临界 点 , 当 det| He(*%)| 一 0 时 , 称 * 是 退化 的 。 如 
A x, dé FGO 的 退化 的 ,同时 又 是 孤 剖 的 蜂 界 点 ,我 们 可 以 用 它 的 
Morse 型 数 , 即 用 那些 (各 种 指数 和 x, SEHE) EXEC R REC 
昌 对 其 进行 分 类 ， 更 明确 些 , 一 个 实 信 函数 FGO € CORP) 的 孤 
立 临界 点 am 的 型 数 是 一 个 正 整数 序列 Ono ms), RP m 
定义 为 


ma 一 RR 008), PONOC); Z) 
(D (NOC) Urt, Pn) MAF Z 的 9 维 Betti 数 ) . 
其 中 8 > 0 是 充分 小 的 数 ， 天 一 {r| P(x) S c}, OC ne) ik te ED 
ARR TRE. Be Pi — ies 
(1.6.12) VES BR FG € CORP), 那么 , 它 的 孤立 临界 点 es AY 
型 数 (me, ms +) AIR > NTE mg = 9, 
(1.6.13). 设 非 退 化 临界 点 的 指数 为 9 则 其 型 数 为 
0,3 i #4, 
^ -f r 
1, 当 i 二 9， 

(1.6.14) 设 x, ERA C REZA FG. (OTSA. W x H9 
型 数 是 FF 的 下 半 连 续 函 数 。 即 ， 如 果 在 n 的 一 个 小 邻 域 上 ， 
G 只 有 非 退化 临别 点 ,并 且 在 CU) ch GRE RDB, WA 
在 了 中 ,对 于 9 一 0, 1,2, ++, G 至 少 有 ms 个 指数 为 4 的 非 退 
化 临界 点 . 

进一步 , 若 设 9 是 一 个 紧 光 涓 入 维 流 形 , 那 入 , 非 退 化 性 界 点 
和 退化 临界 点 的 概念 , 非 退 化 临界 点 的 指数 以 及 型 数 的 概念 ,都 可 
CLS TMA RY 中 开 集 上 的 定义 用 局 部 从 标 系 加 以 定义 ， 事 
实 上 ,在 局 部 微分 已 跃 下 ,这 尝 概 念 邦 是 不 变量。 

在 这 样 一 个 紧 光 清流 形 M 上 ,不 难 证 明 ( 用 Sard EW), 那 
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BEDR D EUR RGB HS SEA SCIRE Be F) 在 CHR) 中 
FERE. Hob, WEE AO LE SRO OK, RE 
Tos 51 不 包 合 FO 的 临界 水 平 ,集合 W = {r FG) xa) 就 
是 集合 W = {x| F(x) <4} 的 形变 收缩 核 。 另 一 方面 ， 如 果 
Fula, 5] 包含 单个 指数 为 9 ALA, DBA, W e WUE, 
WO SU 向 奈 于 S Rn a HERES E 的 不 交 的 并 。 

最 后 ， RUSO PRURGEOUB AIAR. TAARN FAY 
Morse TERAH f Æ o. 上 的 Brouwer 度 之 间 的 关系 ,其 中 下 
是 定义 在 n 的 小 邻 域 上 C KERR, rE RY 是 其 孤立 临界 点 、 
jm gradF, o, 是 一 个 中 心 在 x 的 充分 小 的 球 ， 在 0o. 上 的 相当 
一 般 的 边界 条 件 下 ,如 果 Mr(n) 一 《mos ms ms ms), 352. 
BA ur 


(1.6.15) ds zas 66) — DY (一 Don 
注 记 


A 关于 研究 分 析 中 非 线 福 问题 的 系统 方法 的 历史 说 明 


随 着 徽 积分 学 的 出 现 。 分 析 中 的 非 线性 辣 题 自然 产生 .在 十 七 、 十 八 世 
如 的 数学 文献 中 ， 充 注 各 种 再 接 的 和 巧妙 的 解法 ， 这 些 工作 导致 Eule 和 
Lagrange 去 考虑 变 分 学 的 一 般 理论 。 此 外 ， 由 于 试图 把 Newton 的 待定 系 
数 法 建立 在 - AT RAVE REL, Cauchy 最 后 被 导向 解析 的 非 线性 问 牢 的 强 
消 数 法 。 时 至 今日 这个 汪 标 沪 然 短 到 广泛 的 应 用 ， 在 研究 实数 域 上 的 联 立 
代数 方程 组 或 赵 越 方程 组 的 解 时 。cCauchy 还 系统 地 应 用 了 极 小 化 方法 (最 速 
下 降 法 )。 

进一步 ,由 1870 年 的 论文 开始 ，Poincaré 给 我 们 的 学 科 开创 了 一 个 新 的 
方向 。 他 致力 十 非 线 性 问题 定性 方面 的 研究 , 扬 示 了 数学 研究 一 系列 全 新 的 
课题 。 由 对 物理 学 和 几何 学 的 系统 研究 所 推动 ，Feiacare 在 如 此 众多 的 领 
Joh. BHO (Poincaré 自已 创 造 的 术 话 )。 大 范围 变 分 学 ， 拓 扑 方法 在 
研究 常 微分 方程 组 局 期 解 中 的 应 用 * 都 引进 了 新 的 概念 。 我们 这 里 提 到 的 还 
仅仅 是 一 部 分 。 

Hilbert 在 1900 年 国际 大 会 上 的 著名 演讲 包含 了 一 系列 引 人 人 胜 的 分 
析 中 的 非 线性 问题 符 别 麟 激 了 对 非 线性 梓 画 型 偏 微 分 方程 的 研究 ， 对 于 发 
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E be GARR JA — P REUEAEHEQD. 特别 ， 由 S. Berostein 在 
20 世纪 前 期 所 得 到 的 ,关于 Hilbert HERRERA a PRA RE 0 R 
是 非 堂 一般 的 , 它 为 以 后 的 抽象 化 和 推广 提供 了 基础 ， 

较 早 时 候 的 Picard FOR MA RS ATER, 这 个 思想 是 
Tauchy 强 函 数 法 的 自然 延伸 ,随后 ，5， Banach 在 1920 年 的 论文 中 ,又 把 它 
ERE RE. BARRERA RAE. 这 个 时 期 
其 它 重 大 结果 有 E. Schmidt 关于 非 线 性 积分 方程 的 工作 ,以 及 Liapunov 
关于 平衡 许 转 形状 的 分 歧 现 象 的 研究 . 

在 非 线性 分 析 的 发 展 过 程 中 ，“ 函 数 举 间 的 不 变 点 ”是 一 篇 关键 狂 的 论 
文 , 它 是 由 Birkhoff 和 Kellogy 在 1922 FRR. KM MMT WI 
维 空间 中 不 动 点 定理 的 许多 研究 ,以 及 代数 拓扑 到 分 析 的 其 它 延伸 ， 最 深刻 
的 工作 属于 J schauder， 他 把 他 的 一 般 结果 系统 地 应 用 于 非 线性 梢 圆 型 偏 
微分 方程 的 问题 。1934 年 ， 当 由 Leray 和 Schauder &'8j [f] “Topologie et 
equations jonctionelles” BBN, XP ERTA. 请 参看 Cacciepoli 
(1931), 

在 非 线性 问题 的 早期 研究 中 ,作为 最 后 一 个 关键 竹 的 进展 。 我 们 担 到 大 
范围 变 分 学 上 的 推进 ， 它 是 由 Merson Morse 在 1922 年 刘 始 ， 以 及 稍 后 的 
Linsternik 和 Schnirelman 等 人 作出 的 ， 

第 二 次 世界 大 战 实际 上 虎 灭 了 波兰 的 泛 疯 分 析 学 校 , 由 Banach 和 
Schauder 计划 的 分 析 中 非 线 性 问题 的 书 没 能 出 版 . 


8 数学 经 济 学 中 的 非 线性 问题 


作为 经 济 学 中 非 线性 问题 的 典型 例子 ,我 们 提出 在 消费 行为 理论 中 出 现 
的 可 积 性 问题 。 候 定 经 验 的 情形 已 知 它 由 顾客 和 需求 的 数组 成 。 这 些 项 客 
AERA M, PAF ”+ 1 PRGA, JEn ERRARE 格 
5, AM CBE 2) HIE), FERBBRA 

x49 FC Pay Pass Papis M) CiS 15 2,7 0 1); 

这 些 函 数 叭 一 确定 第 i 种 而 品 的 数量 ,而 这 第 1 种 商品 以 = 作为 价格 和 收入 
的 函数 。 可 积 性 问题 在 于 决定 函数 1; 应 满足 的 条 件 , 这些 条 忻 保证 消费 者 
以 这 样 的 方式 行动 : 使 预算 限制 下 的 “效用 浮 数 ”达到 极 大 ， 于 是 ,这 个 问题 
是 “ 变 分 学 中 送 问 题 "的 一 个 简单 例子 ,此 外 ,在 适当 的 规范 化 和 化 简 后 ， 可 
以 通过 解 下 面 的 非 线 狂 偏 微分 方程 来 研究 这 个 问题 


0M 
37 fn» Pasts Papas M) (m lur n 1), MP0) = Mo, 
+ 


当 假 定 这 些 需求 阴 数 Lipschite 连续 但 不 可 微 时 (数学 经 济 学 中 很 有 用 的 一 
HAKARIA GIOCA. Fei I ARAA RO RU RARE Rud 
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Dinh AXEWRA TA ER BLMBR'— 8, GAIN b Barwiez， 
|. Chipman 等 人 编辑 的 ， 还 可 见 Beger 和 Meyers (1971) 在 该 着 中 的 文 
&. 


C. 维 量 分 析 和 积分 不 等 式 


在 1.4 节 中 有 很 多 积分 不 等 式 ,它们 涉及 Le 范 数 和 Sobolev EM, 式 中 
移 绝 对 常数 都 和 相应 的 区 域 CCRT EX, 为 得 到 这 种 情形 的 其 它 信 息 ， 
一 种 称 作 堆 重 分 析 的 简单 方法 是 有 用 的 ， 这 个 方法 指出 ,如 果 一 个 不 等 式 对 
给 定 的 函数 <x) 成立, 那么 , 它 对 COR WE BAM, TRE 
EN. Ain MÄRTS 
lalaro SRIren € ,a 0) 
Mit, WK ES a 的 大 小 无 关 的 绝对 常数 , P LAEE. BORE 


个 结果 和 《1.4.5) 一 致 


D. 无 异域 时 的 加 权 范 数 和 Kondrachow 紧 性 定理 


对 于 一 般 的 无 界 区 域 ( 例 如 RY), Kondrachow 紧 性 定理 《1.4.7) 失 
效 . 如 在 课文 中 提 到 的 ,对 于 很 多 有 意义 的 非 线性 问题 来 说 ,缺少 紧 性 是 一 个 
严重 的 问 题 . 子 是 ,指出 下 面 这 点 是 很 有 意义 的 : 只 要 在 Sobolev 范 数 中 适 
当地 加 权 《 它 在 无 穷 远 处 训 减 )，Kondrechev 紧 性 定理 就 可 以 被 推广 到 一 般 
的 无 界 区 域 ,作为 一 个 简单 的 例子 ,我们 指出 下 面 的 结果 ( 在 后 面 第 六 章 可 看 
到 这 个 结果 是 有 用 的 ) 设 9 是 R* 中 任意 区 域 ,如 果 函数 列 Qu) Wa) 
范 数 一 致 有 界 那么， 只 要 ome> is {m||} 在 L0) 中 就 没有 收敛 子 
列 ,其 中 “满足 (e 一 m1a<(: — nas Tli m, Pa 则 如 Kondrachov 定理 
中 所 述 ， 至 于 这 个 方向 进一步 的 结果 ,建议 读者 去 读 参考 文献 和 Beer 和 
Schechter 的 文章 (1972). 
E. Korteweg-Devries 方程 

有 趣 的 Koreweg-Devries 方程 

u, + att + tee = 0 (x, P) ERI 

最 先 在 水 淡 的 近似 理论 中 出 现 , 它 有 形 若 nons 0) = SG 一 e) 的 行进 波 解 ， 
其 中 e RER, (1) = 3cscchi(xV < 12)。 它 称 作 " 孤 波 " 或 "孤子 "此 外 已 
观察 到 ， 这 个 方 强 的 任何 一 个 解 ， 只 要 当 |*| 一 % HERRA 9， 那 么 在 
1:170 FY REPT VATA A RE. 这 个 方程 也 有 一 个 无 
限 的 运动 的 积分 ， 在 某 种 意义 下 它 是 “可 职 的 ”。 进一步 的 讨论 可 看 Dax 
(1968), Zakharov 和 Faddeev (1971) 的 文章 。 


n 


F. 文献 介绍 


1.1 Fis 在 让 列 文 章 中 ,可 以 找到 四 定性 非 线性 分 析 研究 流 形 上 闭 测 地 线 的 
早期 工作 : Poincaré (1905), Birkhott(1927) DLE, Morse(1934), Poincare 
猜想 在 旷 形 面 二 至 少 有 三 条 闭 的 管 单 测 地 组 . 这 币 激 了 对 非 线性 站 题 的 许 
多 深入 的 研究 ,这 些 工作 是 由 Luserni 和 schnirelman(1930) 开始 的 . 

关于 Plateau 问题 的 历史 读者 可 忆 看 courmnat(1%50)， 这 个 问题 在 高 维 
时 的 推广 是 近年 来 一 个 卓越 的 成 里， 如 同 在 Federe(1969). rt — FE, BER 
研究 几 条 测度 理论 。 不 过 这 个 课 昨 已 经 超出 本 书 的 范 国 (看 Nische, 1974), 

通过 非 线性 偏 微分 方程 把 代数 由 线 单 值 化 的 问 古 ,如 同 这 里 所 讲 的 ， 是 
Poincaré(1890) 讨论 的 (参看 Berger, 1969), 4E Kazdan 和 Warner 的 工作 
(1974》 中 ,对 方程 1.1.6) 有 一 个 很 好 的 讨论 , 它 与 指定 的 Gauss 曲率 的 
保 角 尺度 有 关 、Yamabe RE (t960) 大 大 地 莫 动 了 对 一 些 存在 性 向 题 的 
轴 代 研究 ,其 中 包括 具 指 定 曲 当 性 质 的 尺度 的 存在 性 以 及 非 线性 仿 微 分 方程 
光 潜 解 的 存在 性 . 

在 Nirenberg (1964) 中 谈 到 了 一 些 与 高 维 揽 流 形 上 复 结构 的 形 变 间 题 
有 关 的 非 线性 问题 ， 

在 von Kirmana《1940》 中 对 经 典 数学 物理 中 的 非 线性 问题 作 了 很 好 的 
综述 . 值得 注意 的 是 ,对 这 些 非 线性 问题 的 抽象 结构 已 经 有 一 点 研究 。 与 这 
个 问题 有 关 的 进一步 参考 文献 ,我 们 推荐 下 面 的 近代 的 书 : Szcbehely (1967) 
RFRA, Volmir(1967 ) 关于 非 线性 板 壳 , 以 及 Batchelor (1967) X 
Ff 流 体力 学 的 著作 .在 最 后 一 本 书 中 有 很 多 洞 度 环 的 吸引 入 的 图 画 ， 

址 憾 的 是 ,现代 数学 物理 的 文献 是 如 此 纷繁 ， 很 难 对 所 出 现 的 非 线 性 现 

象 作出 统一 的 讨论 。 我 们 关于 《1.1.21) 的 讨论 基于 Wirman (1974), 
tinstein 的 专著 (19557 清楚 地 指出 ,对 于 相对 论 来 说 , ARII RHE RR 
方程 的 奇 性 自由 解 时 新 方法 是 何等 的 重要 .在 Titza(1060)，Landan (1937) 
和 Brow( 1967) 中 可 以 找到 对 相位 跃迁 的 有 趣 的 讨 伦 ， 
1.2 节 ; 在 Heissenberg(1967) 中 ,对 非 线性 系统 的 内 在 性 质 进行 了 很 好 的 讨 
论 。 关于 灌流 和 非 线 性 系统 对 参 阁 的 临界 相依 性 之 司 的 关系 可 以 看 Laudan 
(1944) UL Et Ruslte-Takens 1933) 的 工作 ,在 von Newmann(1957) ib, 可 
忆 找 到 有 关 维 数 积 非 线性 增长 的 有 未 的 评论 。 

历史 地 说 ,已 经 证 明 用 线性 阅 题 中 发 展 起 来 的 方法 去 本 究 非 线性 问题 是 
让 固有 困难 的 主要 来 源 。 例 如 ,可 以 像 Liapunow & 1892 年 所 做 的 部 样 ,用 
强攻 数 法 研究 在 非 线性 Hamilton 扰动 F( 架 由 方程 (1.2,15) 所 定义 的 ) 正 
A A BAe RR. RRA URE TO 
Pith 54h SK, Ema Berger (1970) 和 Weinstein (1974) 所 作 的 那 


nu 


La 
1.3 节 :这 节 所 讨论 的 材料 是 比较 标准 的 ， 要 看 证 明 可 以 参考 下 面 的 5: 
Smirnov( 1964), Riesz 和 Nagy(1952), Schechter (1971), Duntord 和 Schwartz 
(1958, 1963) 以 及 Yosida (1965), 

1.4595; Sobolev 定理 最 初 是 由 Sobolev(1938) 证明 的 , 它 的 改进 (1.4.1) 属 
于 Nirenberg (1959) 和 Trudinger (1967). 这 一 节 很 多 材料 的 证 明 ， 包 括 
Calderon 延 拓 定 理 , 都 可 在 Agmon(1965) 中 找到 。 

1.5 节 : 在 Sobolev《1950) 的 书 由 ,读者 可 以 找到 对 梳 辐 边 值 问题 弦 解 的 基 
本 的 、 科 料 丰 富 的 讨论 。 相 当时 期 以 米 、 已 经 知道 利 败 名 祷 过 程 可 以 得 到 半 
线性 椭 敬 型 边 值 问题 解 的 正则 性 ， 式 中 的 结果 《1.5.7) 是 Beraer(1965) 得 
到 的 . 

1.6 节 : 这 里 所 讨论 的 微分 拓扑 基本 结果 的 证 明 可 以 在 Milaor(1963, 1965) 
中 找到 。 至 于 代数 拓扑 的 结果 :读者 可 以 参考 Spanier(1966), Hilwon(1953) 
HY Wallace (1970) 的 书 。 在 Morse (1934), Seifert 和 和 Threfall (1938), 
Milaor(1963) 以 及 Picher (1958) 中 ,都 有 对 有 限 维 时 的 More 理论 以 及 
Morse 型 数 的 很 好 的 讨论 、 
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第 二 章 非 线 性 算 子 


这 一 章 分 为 七 节 ， 在 前 两 节 我 们 发 展 处 理 抽象 非 线性 算 子 的 
微 积分 ,并 指出 怎样 把 具体 给 出 的 算 子 用 抽象 的 方式 表达 出 来 .后 
面 五 节 给 出 一 些 特 殊 类 型 非 线性 算 子 的 定义 ,并 研 究 它们 的 性 质 . 
这 些 算 子 在 今后 都 很 有 用 ， 在 定义 这 些 算 子 村， 经 常用 到 两 个 关 
MB: 第 一 , 用 Fréchet 导数 ( 即 线性 化 ) 定 义 一 类 光滑 的 非 
线性 算 子 ;第 二 ,由 推广 有 很 维 空 间 之 河中 对 的 概念 来 定义 一 个 算 
TA. 


21 微 积分 初步 


对 无 穷 维 空间 之 闻 的 瑞 射 米 说 。 初 等 微 积 分 的 很 多 结果 同 祥 
适用 ,我 们 现在 来 考察 这 个 重要 的 事实 .规定 记号 如 下 ;， 六 和 Y 记 
Banach 空间 , f RAM X BY 的 一 个 已 知 映射 , 记 作 fe M(X,Y) 
我 们 讨论 今后 需要 用 到 的 /的 如 下 性 质 : 有 加 性 ,人 韦 续 性 (对 各 种 
类 型 收敛 ) FLARE AT AS TE, 


24A Efe iH 


称 映 射 fe MCX, Y) 连续 CHR AO, Jn xX 中 
xs 一 x 总 能 推出 在 Y 中 f(xs) GO. f MER WR SRA 
界 集 成 有 界 集 .+ 称 作 局 部 有 界 ， 如 果 了 定义 域 中 的 每 一 点 都 有 
ARPAN GE N) 有 界 。 当 了 线性 时 ,连续 性 种 有 界 任 两 个 概 
念 等 价 , 但 对 一 般 映射 来 说 ,这 个 结论 是 不 对 的 ， 

因为 从 有 限 维 Banach 空间 X 到 Banach 空间 Y 的 连续 映射 必 
从 有 界 , 自 然 希望 把 这 个 结果 推广 到 无 穷 维 空间 去 、 为 此 ,我 们 引 
LEB f 一致 连 续 和 的 概念 . 

(21.1) 如 果 鸭 每 个 se 盖 0 ,部 让 在 006) > 0 ARIES 1 yl <0 


270+ 


就 可 推出 WG) 一 IG) < s， 则 称 f BOER. BR. — BE 
TRH LER, RIIA 
(2.1.2) 一 致 连续 映射 有 界 

证 明 : RANE f 映 任意 球 S, = (ellen) RA AREA] MEE 60, 
出 了 的 一 致 连续 性 存在 5>9， 对 一 切 x, ves, RE lx — vce 就 有 
Iz) — Kya, 

进取 满足 90 > 2r 的 任意 下 整数 *， 那么, 如 果 45 《5,， 就 可 找 # 个 点 
ES 因而 

lito) — Go < Se Ka) — Gili 一 De 


这 个 数 与 *。 2 无关; 由 此 推出 结论 成 立 。 

除了 对 依 范 数 收敛 的 连续 性 以 外 ,对 一 般 Banach 空间 X,Y 
间 的 映射 了 来 说 ,还 有 三 种 不 同 的 .重要 的 (序列 ) 连 续 性 概念 M 
X FLY 分 别 取 弱 或 强 拓扑 时 ,考察 FOX -> 了 的 不 同 作 用 ,就 可 得 
出 这 些 不 同 的 定义 。 即 是 : 一 个 陕 射 fe M(X,Y) TH (i) Wk 
X 中 强 收 敛 序列 成 y REKREA, (i) B X 中 弱 收敛 序列 或 了 
HERI SCRE; Gil) We X CHEB PU LY PEREA, Eom 
AERE Gu) 称 作 全 连续 性 。 因 为 它 能 准 出 其 余 丙 种 连续 性 . 
潜质 (六 ) EERE. MABEN 1 具有 一 致 连续 性 ,而 
MRED ft 的 有 界 性 时 ,连续 性 的 这 些 不 同 概念 有 时 是 有 用 的 . 事 
RERNE 
(2.1.3) 设 X 是 站 反 Banach Z0, JE M(X. Y), mf ix hi 
AMEE UR Y CRG roe Fe FR, 

证 明 : 我 们 用 反 证 法 证 及. 设 {zey 是 X 中 有 界 序列 ,但 eeo, 
REONE CH) PEF PICA (0. degit UG) 
Slice iS (1.3.10. Kap} 一 致 育 界 ;这 与 [Glo a. 

今后 把 Banach 空间 X 和 Y LEE oe BR AU AS & dk dd d 
C(X, Y). 


28 d 分 


在 Banach 空间 取 秆 的 站 数 的 可 积 性 可 以 借助 于 相应 的 一 维 
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积分 来 定义 ， 设 x 是 定义 在 测度 空间 (T. p, o(T)) b. 取 但 
于 Banach 空间 和 的 函数 ,那么 aCe) 的 积分 可 根据 对 偶 性 定义 如 
F: 

定义 ”如 果 对 o 环 e(T) HEATERS GE X. 使 
WHE ate X*, WA 


(214) POD) m [ Dds (RE Lebesgue 意义 下 ) 


则 称 «CO 可 职 ,并 记 | ede = HG. 
显然 ,这 样 定义 的 算 子 bO BRUT, 
Hahn-Banach 定理 保证 了 Í. x(x)ax 唯一 确定 ,并且 有 


(2.1.5) If. zCodu| < NOUS 


于 是 ， 如果 算 子 NO = | «Om xA X". Rui 


X— X' 的 嵌 人 算 子 便 等, 则 D eT Ay, ERRER 
些 函 数 在 这 种 定义 下 可 积 是 很 困难 的 。 诗 为 ， 即 使 对 每 个 *, 
FCO) 都 可 测 且 可 积 ,一 般 地 说 ,也 只 能 得 出 Tax) € X**， 当 
Xx 是 自 反 空 间 时 ,情况 较 好 ,一 般 说 来 ,我 们 有 
(2.1.6) 定理 设 M — (T, p, e(T)) BMS, 0) BEY 
在 M ERAT Banach 空间 X 的 可 测 函 数 ( 指 在 如 下 意义 可 测 : 
它 是 M 中 阶梯 所 数 或 是 价 梯 函数 序列 依 范 数 收敛 的 -a. es 极 
BW) BAM [eOe DRM Op WA. 

证 明 : 首先 ,我 们 对 函数 取 可 数 个 值 的 情形 进行 证 明 .对 《= 125 
SE TRU Fk bs x) m n 县 cole. 


Qil) = D nC), 因为 


rj 


S faen E) = n lele) «o, 
所 以 前 一 级 数 绝对 收 伊 ， 因 而 对 任意 steam, 


nme 


RUED = 2 Conan) = Jette. 


于 是 在 这 种 情形 ，raz)ex B tale) m | 0i 


现在 设 失 纪 是 在 X 中 取 值 的 任意 可 测 哨 数 , 陡 么 由 定义 * 有 取 可 数 个 介 
的 函数 的 序列 (eC) 使 


) lene) = Gon 8 
eiue 
Co) festo — solu. 


显然 eG) — eas) 可 测 ; 因 为 对 取 可 数 个 值 的 函数 O) RAR, fale) 是 
线性 函数 ,所 以 


|j ree — [con] < | ento = cot 


« |, lento — Ola + f, lent — Colin. 


于 是 ez) = [f, nOn } 是 x 中 ene» 序列 ， 这 个 许 列 有 极限 Zas 我 


们 就 把 它 定义 为 ls(x)。 显然 aC € X, 并 且 它 和 满足 上 面 (*) da Os) 
AOU A {Xn} 的 选取 无 关 。 现在 对 任意 te XS, (aty (002 
C2) wae. 还 有 


INCERTIS 
xil], iuto — «Colt. 
TA 
f, et COM» = lim f Gne 


= lim lr, Tafan 2) = (e*s IQ) 


D ROLLS 
最 后 ， 当 |, KO oo 时 ;我 们 构造 请 足 (*) fi Coo) d — GERE 


en), A eC) Oh EBORE ER, de X PLA SEED Si, Sas …， 
EC) AOR. A REWHR [Ct 一 Gal <11N 的 最 小 整数 时 ， 念 
nC) = be, AR NC) 可 测 , 且 对 所 有 的 1, WOC). 而 且 , 因为 
RRA RRA ARTN BTA Cs DI 和 l 是 实 


1) RRS Gy) fl UD Sides X LH RREN- RUE. 
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(AR. 地 是 有 简单 函数 列 sU) i 0 < en C) COD. 和 
anole. X WC, 令 an) = Con) COP CO 对 
HR, Q w= 0. BA xw(?) 是 取 可 数 个 值 的 函数 ， 显 然 可 测 ， 而 且 
LOCO 和 zw). AA CO E E QE 
IC) — «nC 2]: COH] 也 就 可 积 。 从 ifo 由 Lebesgue Ex tal ie Sk XE XR. 
f. lex — «C(Ollduo. 因而 («CO REBT RAO GO d Ce) 的 序 
列 - 

(2.1.7) 推论 WEG) le, 6] X HEM. WA x) 可 
积 , 且 (和 通常 一 样 ) 


Pa = tim D son Th BE Lin ~ tal > 0 RS 
d "9 az 


其 中 a [ns nal. 

证 明 : PARC) de lab) E— BOER, At EGER CIE EE ROAR Banach 
空间 C(Lo PD PAE. 
关于 与 积分 有 关 的 进一步 结果 建议 读者 参看 Gross (1964), 


2.1C d 分 


RF fe MG Y) 在 一 点 的 微分 的 概念 主要 有 下 面 两 种 , 定 
XT: 

定义 fe MCX, Y) dc x FA Fréchet 可 微 是 指 存在 一 个 线性 
RTACL(X,Y), 使 得 在 n BRU rn 

MfG) — Kao) 一 AG — x9 = lix — voll), 

这 时 ,我 们 记 A= fl). 并 称 ln) 为 fw) Æ BU Fréchet 
SERT. 如 果 X L(X.QY) 的 映射 x— PGO (E AGER. 
TW f 3E x0 ma C'S 

定义 fe M(X, Y) 在 和 点 Gateaux 可 微 ， 是 指 存在 一 个 
WT f(xy, 4) € M(X X X,Y) AI x IJ SU , 使 得 对 一 煞 
十 由 EU， 都 有 


BA + th) — fon) — dif Gs] ~ O, 


. 74. 


“dn. REE mm 点 的 Gateaux SRF, DE 
i£ Haart th) las = df, P), 


下 面 的 福 质 是 显然 的 ; 
(2.1.8) Fréchet 和 Gateaux 导 算 子 唯一 。 
(2.1.9) 对 任意 数 A, df, 85) = pafl xos A), 
(2.110) Gateaux 导 算 子 和 有 界线 性 泛 函 可 换 ， 即 如 果 y* € Y*, 
[6 M (X,Y) 在 zo 点 Gateaux 可 微 ,那么 


29%, Hat HO) Les = Qs df ms AD), 


(2.1.13) AJ f Æ my + AOK <1) Gateaux WR BA 
fG E th) — la) = f d(x + th, hyde, 

事实 上 ,由 (2.1.10) 

(LE Ot tas + ma = Lors ale ms Dae, 
由 积分 定义 

Gh. Hae th) — Ks = ns Faroe m). 
AH ytev* 任意 ,就 得 出 结论 ， 

有 兴趣 的 读者 不 难 证 明 如 下 的 结论 : 
(2.1.12) 映射 fe M(X, Y) 的 Fréchet 可 微 性 及 其 导 算 子 与 其 
和 了 的 筹 价 范 数 无 关 。 

下 面 的 定理 给 出 了 Gateaux 可 微 性 和 Fréchet 可 微 性 的 关 
5 


(21.13) 定理 如 fe M(X, Y) 4E mm Fréchet THR, BABE 

各 点 Gateaux 可 徽 ， 反 之 ,如 上 在 加 点 Gateaux WM, don, A) 

St A HUE. BI dfx.) E LOC, Y), HX X L(X.Y) ARR 

射 连续 ,那么 了 在 ey A Fréchet Ti, BERAR, 我 们 都 有 
P'Gg)y = df(xs, y). 

WER: 由 定义 直接 推出 ，Rrtchet 可 徽 必 Gateaux "IW. JU 


m 


证 明 反 过 来 的 结论 。 首 先 我 们 指出 ， 根据 假设 条 件 和 上 上 面 的 
(2.1.9), THA df(s, A) = Ah, Hop dE LIX, Y) RI 
Wate, AYN e DAONA AU RAY (2.1.11)， 

lie + A) — f) — fh 


« | uite ob) iiis ova] 
< [tace +) — ao. Nat 
< [tts + ay — arcottitee = oap. 


(2.1.14) 若 映 射 了 的 Fréchet 导 算 子 一 致 有 界 , 则 f 一 致 连续 ,从 
HERR. 

Fréchet 微分 法则 与 有 限 维 情形 类 似 ， 
(2.1.15) 链 锁 法 则 VE X,Y,Z 是 Banach 空间 , UC X, VCY 
是 开 集 ,那么 ,如 采 1€ M(U,Y), g€ MV, Z), B. FOCU. 
W [gfGO Y — eG) PE. 
(2.1.16) RRM Ruc xB, fe M(U.R), ge M(U,Y) 
均 可 徽 ,那么 h(x) mm f(x) - g(x) BTA, A 

ely m 'G)y se) FIG) + gy. 

(2.117) 设 X SR, HU Y, Hip vy 是 积 空间 Y= 


TI Ya 那么, 如果 了 一 hrs 加) 其 中 sU — Y; 可 微 , 则 


fWm.B 


PED = (G0. LG. HOO), 
(2.1.15) 的 证 明 : 设 Ge + y) Cr) € Hx + Cll, BA 
ata + v) m ea) + Gv ello 
= EGO) + OCD CDs + oC Mol) + oC MD 
= ss) + UG) - Gov + oC oth). 
《2,1.16》 的 证 明 : 设 f 积 8 qu 
Ket v) Kx) + Go + slo 
的 形式 ,那么 
Kx + yale + y) COGO + LG SoCs) 


+766 


+ Key + «el. 
(2.1.17) 的 证 明 是 显然 的 ;和 有 限 维 的 情形 完全 相 岗 。 
yu = [T Uis HEHU, RE Banach 空间 X; 的 开 子 集 时 ,不 


NOEXEUBIC CK《U,Y) 的 偏 导 算 子 事实 上 ,如 果 x 一 Cx，……， 
mO€U, 其 中 EUi，f 对 区 的 (Fréchet) MET DAE) 
可 由 

Heis tat tte xi Age ts xw) rss tints t) 

= BA) + ofall) 

来 定义 。 其 中 SU)CLQG,Y), 当 这 个 形式 成 立时 ,规定 
Di GO = BUD. TRUR DIG) 存在 , 则 DA) E LOX,. Y). 
此 外 , 和 通常 的 微 积 分 教科 书 一 样 ,我 们 可 以 证 明 , 如 果 Dif Ce) € 
LQG, Y), W 
(2.1.18) MOT x Dif), 

Fréchet MS} HF AE SMD 中 值 定 理 的 结论 。 
(2.1.19) 定理 设 fe M([a, 61,X) 是 Fréchet Ht, 对 一 
切 reie, bl, IPO SUG), BA 
(2.1.20) HKE) — fe) || SEC) — gla), 

2.1.21) Kb) — Ho < sup IEI — al. 
证 明 : 显然 ;对 任 二 EX+, KERR Cots KD) ERG (2.1.11)， 
(510) — Kay) = | E tu» = Pets rc». 


如 果 把 x* REC BRU: 范 数 为 1 且 
G*, E) — KAD) = |KO) ~ Ko, 


我 们 就 可 求 得 
HC) — Kad Mr Cone) — aC. 
FAN E (2. 1:21) REST. 
21D $EREKF 


BFE ERE MTREZ NHK A TUBS BRET 
ome 


例 作 一 说 明 。 算 子 fk M(X,Y) 称 作 多 重 线性 算 子 ， 是 指 X= 
x 
JI X« 县 对 任 一 元 素 nm Gars m0 MEDER k=l, Dae 


VIS AGEREM, Ir nr m) En BREKT. 
显然 ,一 切 多 重 线 性 脆 射 都 是 Gateaux 可 微 的 事实 上 ， 我 
们 有 


(2.1.22) 设 X = ii X, AVY 是 Danach 空间 ,如 果 fe M(X,Y) 


iei 
是 多 重 线 福 算 子 , 则 如 下 事实 等 价 
(D EBA E XR; 
Gi) 了 在 * 一 0 点 连续 ; 
Gu) 地 有 界 , 存 在 绝对 常数 K 0, 使 
(2.23). [fi 和 op) SK lalla Neale, endle,, 
(iv) f Fréchet 可 微 。 
证 明 : 我 们 只 证 《1) => Gili) 和 《iii) 一 >(ir)， 因为 其 余 是 显然 的 。 
Gi) => Git}: 如 Ka) 在 * 一 0 点 连续 ,那么 有 某 个 球 a 一 (nile 
5), TERR E Wc. 因为 fee) 一 APO, 所 以 在 以 > = 0 为 心 的 狂 
个 球 上 + 有 界 , 故 了 是 有 界 算 于 ， 令 1 = url, RA LARRE PR. 
位 球 Z, LARA, W/W < oo。 不 失 一 般 性 ,我 们 可 假设 ril 一 sup Hellz, 对 


X 上 这 笠 选 取 的 范 数 ,我 们 来 证 明 (2.1.23)， 其 中 K= Win, 如 果 某 个 
nath 则 不 等 式 是 显然 的 ,故我 们 可 以 设 nie 0 = 0, 2, WN), 在 这 种 情 
形 , Q nm njia m 1.2, ND, SPC ss esos WI, PH 
(2.1.23) 成 立 * 其 中 女王 irm. 

(iit) => Qv): 简单 的 计算 指出 ,在 x 一 (ny oy ts ra) 点 的 Gateaux 
导 算 子 由 公式 
(1) dS m = ro Praet EN) 
给 出 ， 其 中 A = Cay Arseny hv), 显然 xs5) 对 天 线性 。 如 能 证 得 G0 
laf Alea 31 C (0^ = aay 5), B (2.1.23) 就 可 得 到 (ir)， 设 
lied MG = 12,7, N), HE C), BRM CO 推出 (a)， 再 规定 PO 一 
dKxs A), 经 过 简短 计算 ,由 (2,1.23) 求 出 

Ue + 4) — Ke) — PCN = oC. 

于 是 1 Fréchet WPL, 

说 明 : 把 XX X,x .… X Xx 一 了 HERS BRE 
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Ff 的 全 体 记 作 LO. Re XY), 如 取 范 数 IM = 
sup{ hA «oo, awl Mai! boli lawl), tH (2.1.23), LOG, 
Xs Xu Y) 是 Banach ZA, WF X= X eX 
X， 我 们 把 这 个 空间 记 作 La(X, Y). 

这 方面 一 个 有 用 的 结果 是 : 

(2.1.24) 引 理 Banach 空间 L(X,, Xa; Y) 和 L(X,, L(X,, Y)) 
RESE, 

证 明 : RATER TMA REDS 6. 和 6， 其 中 6,: LOG 
Xu Y) LORS LOG, YD), 为 定义 bis 对 Kris x) € LOG, Y), 把 
n BEBK, Key 2) RE LOG, T) TAREE, THs, 再 令 
E) = e. BAR. 当 把 它 看 作 LOL, X; YOLK; LOS, Y) WRR, 
5. RSA BR 1. 为 定义 Soo 设 ee LOU: LOS YD), 那么 
aCe m Mey) 是 is xs 的 双 线 性 映射 , 且 在 y 中 取 值 ， 令 E mf 
因为 6m 6D Be Xi; Kay Y))9 LOG Xa; 7 了) 就 得 到 所 要 证 的 结果 ， 

一 个 多 重 线 福 型 IOS, has ooo Au) € Lx(X,Y) 称 作对 称 
的 ， 如 果 在 交换 指 寺 (1, 2,…, N) 和 oU, 2,7. N) 时 其 但 
RE., E PERPER Us, ha srs Au) ELX, Y) RAE 
LX, Y) 中 一 个 对 称 多 重 线性 章 ; 
(2125) Sym, sh) =- DO fU Burnt). 


rom 


当 且 仅 当 了 对 称 时 ，Symf 一 上 此外， 对 任意 对 称 型 
IO, V) € La( X,Y), HARB) = fh, +) F E: 


(E A) TRS TAR SRA, TE, 我 们 可 以 根据 恒等式 


i-i 


H d ` 
(21.26) fh, is wd = e O (3) 
的 配 极 变换 求 出 Hh,.… ,hw)。 于 是 ,如 果 两 个 对 称 多 重 线 性 型 
fUr, hv) 和 elke ++, hn) 的 极 型 相等 ,那么 这 两 个 多 重 线 
性 型 必 相 等 : POs cr by) = BCs ts hw), 
21E 高 阶 和 导数 
设 fe M(U,Y) $È Fréchet HBF SH fe (UL(XG Y)) 


.79 e 


又 在 * 点 Fréchet SOR, HU f 在 * 两 次 Fréchet 可 微 ， 由 
(2.1.24), f'G) 的 导 算 子 GO € LOG LOX, Y)) = LAX, Y). 
而 县, 如 果 (0) 对 每 点 EU, fk Fréchet GK, (b) f(x): 
U—L(X,X; Y) BS, MZ fe CU, Y), imf Bye Fréchet 
可 微 ， 则 二 阶 导 算 子 "GO ae, FERE "GO OUR, NI 
FG) Gay A) 一 P'GO)US, M). RITRIDUBANE YN BP SL 
WRK NEB, 如 果 算 子 [07 0) dex Ti (Fréchet 意义 
下 ), 则 称 IGON KT M OO) 的 导 算 子 OOE LUC, 
L(X*^,, Y)) 一 LeCX。Y)， 并 可 看 作 一 个 N 阶 多 重 线 竹 算 子 。 
此 外 ， 如 果 (i) 对 每 点 se UCK, ELEM EEN KA 
RR GD 作为 x HRA FG) SU — LX, Y) 连续 ， 则 
1€ CMX, Y), XWR OO 存在 ， 则 必 唯 一 ， 我 们 还 要 证 明 
(Ce) ERN REE, 

显然 ,如 果 在 上 而 的 定义 中 换 成 Gateaux 可 微 性 ， 则 可 定义 
高 阶 Gateaux SBF PHa, 加， 实际 上 

HX, his As) m d(di(x, Ay), A) 


= D afla + tha Bron 
dt 

一 et ny nk) m 
85 cy 


用 同样 的 方 去 定 义 
Cr 
= daN f(r, hista hy-1), An] 


= Bae A nois hs Pass cid Men 
dtu 


< 
7 DyDw ie DE (s D uh) m 


因为 算 子 D, = 0/0, 和 D; 一 0/01, 可 交换 ， 所 以 如 采 a(x, 
fasts hn) 存在 则 必 对 称 . 
BUR (24.13) 的 如 下 推广 ， 可 以 找 出 这 些 高 vi 导 算 寺 . 忆 间 的 
+ 80+ 


关系 。 
{2.1.27) 定理 (i) 如 在 x HPR N, IN 次 可 微 , 并 用 Pe) 
( yw) TANGY Fréchet 导 算 子 ,那么 , f N 次 Gateaux 可 
TB 
PHs his Rag rr, hn) m PGOUS, hast ta Aw), 
Gi) 反之 ,如 在 x Oe, f 的 Gateaux 导 算 子 af, 
his hr) FREES "Us, hpw)EELwCX Y), 作为 * 的 
BBM, PHa, us ++, AS) WUBI LAX, Y) ER, BA. INK 
Fréchet 可 微 , 并 且 两 个 导 算 子 在 * 处 相等 . 
证 明 : G) 因为 f(x) 次 Fréchet Wh (ASN), 于 是 有 
PEREAT AC ,hE LOG Y), 使 
CK) We 十 BR) CBs os Ara) 
— PNG) as hast ts han) 
— A, BR — oC Maal) 
E Ung ots hi) 的 有 界 集 上 一 致 地 成 立 . BBE 
RL k=l, (2113), G) 成 立 . Eas kim C) 
仍 真 ,我 们 证 明 (i) 对 二 克也 成 立 。 事 实 上 , 我 们 证 明 dHe, 
fitta ha) = ACs oy 根据 归纳 假定 
POM ab ha) Cig ba) = df(t + has Big has ts baa) 
PHE V Bu) = dfUs hurt A), 
过 样 , 由 (*) 推 出 , 当 : 一 0 时 ， 
le atf + has Bas Punt bees) 
— dtf, hy haa) } 
— AU, Al = o1) 
FEIK Gateaux WKH dtf(a, his ++, A= MGR s, 
AQ. RRM = ERT CO, 归纳 论证 完毕 ， 从 而 f(x) AN 
BY Gateaux BBP, H PHa, his e+, hw) mm PO O oe 
fy) 
Gi) 我 们 仍 用 归纳 法 证 明 。 对 = 一 1， 由 (2.1.13)。(ii) 为 
真 ， 下 设 对 n— —1, (i) 仿真 ， 要 对 = k ERA GD FE 


(are oc 


我 们 指出 ,对 Alusta Aa) = diflas his teta h)a OR) 成 立 。 
根据 归纳 假设 

PG dig) agers be) 

POs, ha) 


- f -E Aae shay has tt p My bey 
o gs 


FTE (+) cR RT LCS 
I ets + shea his rn hades — FG Rs ns]. 


Bi rp e sl (2.1.19), 根据 定理 假设 ,最 后 一 个 式 子 

s CaF hes hart) — dI GS hast AUI 

= o( lz). 
这 就 完成 了 归纳 论证 ,对 六 一 大 证 明了 Gi). 
(2.1.28) 推论 在 定 埋 (2.1.27) 的 假设 FF， 对 《一 2, 3 
Fréchet 导 算 子 对 称 。 
(2.1.29) 推论 设 fe M(U,Y), Kh U J& X 的 开 子 集 ， 线 段 
Ix, x A]CU, BR 


(2.130) jz 十 人 一 Ke — 93 5 ao 人 | = oll), 


gaa Fl 
其 中 ale) — a(x, 5, 8) (A BW EK) LOG Y) 
G—1, c #4) 中 对 称 多 重 线 性 算 子 , 从 U 一 LCS Y), Fe 
连续 ,那么 JE CHU, Y) alas huoc 8) Fats be), 

TEV, 我们 证 明 , 如 《2.1.30) 成 立 , 则 
ax, 《十 人 有一 

事实 上 ,证 y* € Y* 任意 ,那么 el (y*, ath) E CO, 1), 
出 一 维 时 的 Taylor 定理 和 (2.1.30)， 


a dt 
KRONI DE Gs foem iO) 


+ offal"), 
PBIB Taylor 级 数 的 唯一 性 ,对 一 切 y € Y", 
afte ` 


G^ su) = (t. SG des). 
于 是 sG m HS Gd th) leas. 
dit 


这 样 ,对 92,3. ns mns hurt ha) 对 称 ， 因 而 ane, 
her Aa) = 'ÉGS Bur hy) H (2.1.27) 推出 
ay (x, uu ha) m PC) Aas Ru Ae) 
(12,7, 0). 

FE fe Cr(U, Y). 
(2.1.31) Taylor 定理 ( 弱 形 式 ) 

如 在 x 的 邻 域 口中 ，f N— 1 次 Fréchet 可 微 ， 扩 (x) 存在 、 
那么 
(2.1.32) le TA) —f) FG) 

- Leone] = ocam, 


证 明 (Cartan) ; 对 N 一 1， 这 个 结论 就 是 Fréchet 微分 的 
定义 ， 用 归纳 法 , RE kaa 一 1 时 定理 为 真 , BE k= ot 
它 仍 成 立 ， 考 察 函数 

ECA) = f(x + 4) — Ka) — FDA eee 


— Limes, 
a2! 


HA BRET SRT Sh (2.1.27) 的 (i) 计算 (4) 
g) (tà) ~ fe) — 
1 ent 

— Gen Ors 
HAR BE e GE 一 ol 92， 再 轩 中 值 定 理 (2.2.19)。 
ilea) 一 ECO = o( fall). IR g(0) — 0, 得 e= oC), 
归纳 论证 完毕 , (2.1.32) 得 证 . 
(2.1.33) Taylor 定理 iie C*"(U, Y), RR (x, 2+4] CU, 
那么 
(2.1.34) — f(x + A) f(x) 十 六 Ge) 


(8 


+ E FG ee i POD Railay h)a 
al 


其 中 nas e [Om 


D 
o 


证 明 : 4 yte Y". 对 CUU PEE gl = (y. fet h) 
用 实 值 水 数 时 的 Tayjor 定理 ,对 Os 


21.35) =e) + 33 jf PPP + Raul 


其 中 Ray n [OTM geaen, 


现在 BPC) — (y, KO 十 AY, d 
BO) — Cy*, fH), 
由 (2.1.35), 令 z 一 1 得 


ORKE HAD m (sf + D DR mau). 


per 


ER Got, Ren) = C TRT ors pa + avenae, 


于 是 由 Hahn-Banach M (1.3.8) 就 推出 本 定理 。 


22 具体 的 非 线性 算 子 


在 这 一 节 , 我 们 要 指出 一 些 今后 要 用 到 的 具体 的 非 线 性 算 子 ， 
还 要 讨论 如 何 用 Banach SHAR RATT. 

WOR RY 中 有 界 区 域 ,X,Y 记 定 义 在 8 上 的 泣 数 构成 的 
Banach 空间 ,我 们 从 考察 如 下 的 算 子 类 开始 . 


2.2A 4 6 X 4 


Gn) 是 定义 在 O KR ENO, Hho R 
中 有 界 区 域 。 对 儿 平 处 处 的 x， Gs 9) 对 连续 ; ot BD y. 
Has y) 对 zx 可 测 。 这 时 我 们 称 He, y) MU Carathéodory X 
ROG. SORES ORE 了 a(x))， 它 定义 为 


oie 


fist) = fe, wiley), 

其 中 u(x) 沟 Lebesgue 可 测 函数 ， GAR, fald) 是 Lebesgue 
可 测 的 、 事 实 上 ,不 难 证 明 , 在 测度 收敛 总 义 下 fx(a)) 连续 .此 
外 ，、 当 把 它 看 作 Banach 空间 C(O) ASME. MaCe)) 
连续 且 有 和 与”%， 今 后 我 们 经 常 要 用 到 了 一 个 更 深刻 的 结果 ， 它 与 
把 1 BIE L,(@) 9 LCD) WPM MTA, 特别 ， 我 们 
有 
(2.2.1) 在 增长 限制 条 件 
OK) Hs y)] Sat Bly 对 常数 a, FSO 的 限制 下 ， 
与 (ux)) 有 关 的 以 下 说 法 等 价 : 

O) Hale) BH La) A L,@), 1< ps p< oo; 

Gi) Fue) RR L,CO) 人 LaO) 的 连续 映射 ; 

Git) FUD) Bie La) A LaO) 的 有 界 映射 。 

这 些 结果 的 证 明 可 直接 从 有 关 的 测 庶 论 理论 推出 ， 在 本 章 来 
注 记 A 中 将 给 出 证 明 的 梗概 。 

再 简单 的 归纳 论证 可 以 证 明 ， 在 Carathéodory 连续 性 条 件 
下 ， 多 重复 合算 于 fs tas ey te) = Mes s) ory a Gn) 


看 作为 从 了 [ Lo(9) -> L0) ASLAN, EL CGU GE 
Mee 

k 
QA) Mey soit sod < lace Dedy} 


时 (其 中 ci 是 常数 ), f ESATA 

作为 (2.2.1) 的 一 个 简单 应 用 ,我 们 完成 《1.5.7) 的 证 明 、 在 已 经 证 明 
了 的 特殊 情况 里 ,假定 了 IG, mk re), Xr o «(NE 2m)/(N— 2m), 
WE hI A AI ee LK HU HIT RE EUR Lo RA s 
Wty 4) 的 to ASME. HE (2.261) FA Krat) Lipechttx 连续 时 , 增长 
限制 条 件 [Gn n] Aron Ln] t) ERRIRE L, BE. Mill. ae 
情形 ,重复 《1.5.7) 的 叙述 后 面 所 给 的 证 遇 就 行 了 . 


S AMERRE’ sxBR' bie —— RE, 
1) gx Lobe O WER ARATE IS A)— mie, 


P 


12B MS RF 


定义 在 OCR" 上 的 一般 的 mm 防 微 分 算 子 4 记 作 
《2.2.3) Au = f(z, 4, Da D"u), 
TE MN 一 1，4 称 作 常 微分 算 子 ,如 N > 1， 则 称 作 信和 微分 
HE. 如果 当 * 固 定时 . 
(2.2.4) Alu, v) = f(x, u, Du, ++, D™ un, D^v) 
Reo HARE ERT MURIEL HEIRE AS 
作 半 线性 的 ,如 果 Alu, v) 一 Alu, 0) + ACO, v), JE ACO, v) 
是 。 的 线性 函数 ,与 无关， 

如 果 (2.2.3) 可 以 写成 


dac $, DA, D'a)), 
lel, Bim 


那么 说 Ae 可 写成 散 度 形 式 ， 显 然 ， 这 样 的 算 子 是 拟 线性 的 ， 散 
度 型 算 于 的 出 现 是 很 自然 的 ， 因 为 这 种 类 型 的 算 于 一般 是 某 个 形 
和 车 I(x, u, Da, >t, D") WBRZ Euler-Lagrange 方程 
(GE LIC), 

BBE AD RET 8 42 n] REE Bl RAR ED 
Bt. 作法 是 : G) 如 [e C' Rl du f(x, iso, D'u), 把 


4 和 它 在 “的 第 一 变 分 冯 Awe m D hla wy, Dri) Deu 
其 中 i= SL) BREH 根据 线性 算 子 4) WIRES 
4 在 # 点 的 类型。 GO IRHERET 4 是 拟 线性 的 ,这 个 作法 指出 : 当 
AQ, o) 的 类 型 与 低 阶 项 的 扰动 无 关 时 ， 就 把 线性 算 子 AQ, v) 
的 类 型 规定 为 4 的 关 型 ， 

例如 , 非 线 性 椭 圆 型 微分 算 子 可 以 美 似 于 线性 概 回 型 微分 算 
子 来 定义 .在 第 一 章 中 ,一 个 m 阶 线性 微分 算 子 工 = D aD 

A 

称 作 祷 疝 型 的 ,如 果 它 的 特征 型 QU, 2)— D e (OF De 


€ o EXER) HT RIE SUL RUT F= Gs Du). 
Irim, 我 们 假设 了 是 自 变 量 的 可 微 函数 。 WA, FE 
mk C*(9) 的 一 阶 变 分 是 线性 微分 算 子 

Pande = BB Gs ms Dw Drv. 

E 

如 果 f(4) EMRAT Fono ER, WE Fu 
BEER, m= 2M, 
(225) Flu) = BD) C-1YD AG uy, Du), 


Im 
那么 这 个 定义 可 以 作 一 些 推广 : 如 果 Aw) 的 "最 高 阶 部 分 "满足 
EEREN En, 


(2.2.6) D (Aala, BS 6°) 
ileus 
— Aalt, n", n°) HE" — 0) > 0, 

就 说 7 是 椭圆 型 的 . 

对 定义 在 Sobolev 空间 上 的 微分 算 子 ， 结 果 (2.2.1) 和 它 的 
推广 有 如 下 有 趣 的 推论 。 
{22.7) 设 9 是 R 中 的 有 界 区 域 ， 它 的 边界 00 REND R 
Cts Vista y4) 满足 Carathéodory 条 件 和 增长 条 件 


Ie ss ss) eft E s]. 


其 中 “是 绝对 常数 ，ym EREZTE, H do.) 满足 不 等 式 组 


C) ach {kmail} 


Bt, fu) 一 f(x, n, Du, +++, Du) 定义 一 个 从 Wm.a(0) 到 
L(0) 的 有 界 连 续 映 射 ， 当 航 限 指数 有 限时 ， 对 于 “< 和”， 结 果 同 
样 成 立 ， 

证 明 :我们 指出 ,根据 Sobolev KER, 对 «€ W,,,(Q), 


当 UKa > + —(m— |aDIN Bt, Due La) FR, MUR 


67s 


ERI gas S plo). BY o, < plas B. [Dele LQ), TR 
26 (2.2.1) 和 (2.2.2) RES, AD DIAREE Duja, BEL 
这 些 式 子 就 推出 所 要 的 结果 。 


22C 积分 算 子 
今后 ,我 们 会 遇 到 如 下 形式 的 积分 算 子 
(228) Auta) = | KG, MU at. 


其 中 K(x, y) 是 定义 在 9 x @ 上 的 某 个 核 函 数 ， 这 料 的 积分 算 
子 注 和 半 线性 偏 微分 方程 的 边 值 问题 有 关 . 看 一 个 简单 的 例子 ;区 
域 OCR" 上 Dirichlet 问题 
Aum f(z, u), alan 一 0 

RENE uw 都 可 以 写成 

«(9 一 | Gla o», 
其 中 Giesy) 是 (A, 9) 对 应 于 零 Dirichlet 边 值 条 件 的 .Green 
函数 。 于 是 ,作为 < 的 函数 ,对 ze 89。G(x, y) 0, A 
c (7 lag [e — yl + P(x, 7) 对 N= 2, 

人 iw — Dow) |a — X7 + BG, y) 对 N>2 

对 于 固定 的 2, Bons 9) 是 y 的 调和 函数 。 当 看 作 L,(9) > LO) 
的 映射 时 ,由 (2.2.8) 所 定义 的 筑 子 An 党 可 分 解 成 Aa 一 LEGO 
的 形式 ， 其 中 P 是 从 5,(0) > L0) WE AVM OED r). 
LRAERART 

Lula) = | KC, yalyyay, 


"UR LAQ) > LIO) 的 映射 .显然 ,这 样 定义 的 上 是 有 界线 性 算 
子 的 一 个 充分 条 件 是 


f IKC oben < 0, 


BT 424083 AkRC-— ROT CMER UCR 上 
Neumann 问题 
Õu 
Aumo, | f 
HVAR, ROMER IA TY EAL R 
ub) |. NG DIG. «Day 


的 形式 ， 其 中 N(x, y) 是 A 的 Neumans 问题 的 Green 函数 ， 
类 似 于 上 面 对 Gir, y) 所 给 出 的 ，N(x, y) 也 有 类 似 的 表达 


x. 


22D MOET MARR 


在 用 Banach 空间 阅 的 抽象 非 线性 映射 表示 一 般 人 微分 算 于 时。 
有 一 些 不 同 的 方法 可 供 选择 。 今后 常用 的 方法 可 以 总 结 如 下 (更 
详尽 的 讨论 稍 后 再 给 出 ): 

G) 直接 复合 表示 法 

AUR Gu f(x, D'u), |P) <m 是 定义 在 某 个 区 域 OC 
R 上 的 m 阶 微分 算 子 ，f 一 fe, OH Cs E) REER Bo. 
说 C'^ 类 国 数 ,那么 我 们 可 以 考虑 复合 算 子 Gu) = f(x, D'u), 
18| «& m, "Ext Halder 函数 空间 C(A) 的 * 有 意义 。 

于 是 ,对 we c(a), Guje cel), 自然 要 求 > m, 
这 样 一 个 映射 显然 从 CoO) cma) 连续 、 有 界 。 事 实 上 ， 
不 难 算出 Glu) 在 «€ C'^(0) 的 Fréchet 导 算 子 4 (w)v 为 


(2.2.9) (jz 一 X, tilt, ms D'm)Dw, 


其 中 Ja = Gf/08.. (2.2.9) 的 右 端正 好 是 G(u) Æ 坟 的 第 一 变 
2. 月 同样 的 方法 ，G(x) STEUB E BW (0) Ws PG) 的 

射 ,只 要 加 上 条 件 ， 对 ue wu CO), 形式 的 导 算 于 DIa, 
Due bo), bas =, ger ROSTER ADT 
(2.2.7) 的 增长 限制 来 检验 最 后 这 个 要 求 。 


下 面 的 例子 对 研究 4 的 有 界 性 月: 


ote 


(2.2.10) i f(x, E) 是 定义 在 区 域 9XR 上 的 C IRR, EAE 
FRAR A IBAN TAS AIS RERI a € Tu CQ). 
IFC, #) ime < const {1 + [ulmet 

E ARER ES ONS. MEN, 33 we 

C8(C9)， 可 以 形式 地 算出 
ono) = Eero TT ans) cmd, 209, 
为 估计 Coles. JE Doone BLA WREE O) 有 界 。 
Motto eonst] TE oral t. 


由 ABs = m 时 的 Halder KER, 
WNC speonst FE Dalit, 
LP 


RARE (0.4.17), AA 
lD* ino, py, cons Dru dagi hulie, 


所 以 
Wo lloreseonst oral 2 { TT les 


用 同样 的 方法 可 以 证 明 , 当 所 充分 大 对 ， 
《2.2.11) [fly u, Da Dail n, S const (0 + flus. 
Gi) E Schauder 反 演 定义 的 算 子 
MJ. Schauder 的 基本 研究 工作 以 来 , 有 一 个 方法 发 挥 了 巨 
大 影响 。 这 个 方法 基 十 微分 说 子 ( 可 能 加 上 适当 的 边界 条 件 ) 的 反 
分 算 子 方程 dum g 的 边 值 问 题 ,要 定义 
Sib SI, JGR ARE TA PES tH 


Alu) = (usu). 

(1) 对 在 适当 选取 的 Banach 空间 (X, Y) PA xt 86 TK 
(0,8), RHR Aou) 一 g 在 X 中 有 时 仅 有 一 个 解 “一 
Tae); 

(2) 对 于 固定 的 w€ X, Av. w) 连续 依赖 于 v. BA, MT 
T, AEX, T,€E M(X, X), 而 且 T, 的 不 动 点 和 方程 Lu 一 8 
的 解 重合 。 


为 了 断定 T, GSR RITE, Bie Tec M(X, X) 
的 过 续 性 和 有 界 性 是 很 重要 的 。 一 般 通过 建立 方程 Ar, a) 一 多 
HIRE u 如 下 形式 的 先 i 估计 做 到 这 一 点 ， HE Rr AE, 
lex  R. Sedo 
(2.2.12) lax < c(R) lgly, 
hth AR) 是 一 个 有 限 的 正常 数 。 与 v.a XR, 但 可 能 与 R 有 
X. Wim Y MART Au) 是 专线 性 的 ,为 建立 估计 式 , 可 
CREA Au. u) 对 # 线 性 , Me Bo SAT. nio 
SAT. WA, MRE HOLT, Te 的 连续 狂 和 有 界 狂 可 以 从 下 
Tis: 
(2.2.13) 如 果 AGO BUREN v UB dd. (a) 中 的 第 
种 阶 导 算 子 来 定义 线 恬 算 子 Ar, u), XARA (2.2.12) 的 估计 
式 ,那么 ,作为 从 X 到 自身 的 映射 , AF T, (前 面 所 定义 的 ) 连 续 
BAR 

证 明 : 一 旦 (2.2.12) 成 立 ,那么 从 在 lele SRE IT Cod < 
% 可 直接 推出 T。 有 和 界 ， 下 面 证 明 T, 的 连续 性 . 设 Tw 一 « 
5 T=, 那么 


A(v,u) — g, Alo, B) = g. 
FH LEO A SEE — TRIE, RIA 
AG, u — u) = AQ, u) — ACD, ñ) 
= AG, u) — AQ, 9). 
根据 估计 式 (2.2.12) 和 前 面 的 式 子 ， 
To — Tol = lla — al] < (RAG, u) ~ 4,1. 
其 中 R= max (lel, Iz )， 因 为 对 于 固定 的 u, Ao, u) H eE 
续 , 于 是 随 着 5 一 "。， 有 Tsz 一 Tro。 此 邑 需 证 者 。 
对 于 2m 阶 椭 贺 型 边 值 问题 的 研究 来 说 ,在 Schauder 反 演 程序 中 最 常用 
到 的 空间 对 (X,Y) 是 Holder 空间 (C0), CO0) (0 cac 1) 和 Sebolev 
FE (Pans (0). L(0)X1 <z<m)。 对 于 这 样 的 空间 对 ,可 用 估计 式 
(1.4.25) 一 (1.4.28) 来 验证 (2.2.12)。 囊 实 上 , 舍 计 式 (1.4.25) 一 (1,4.28) 
还 证 明了 算 子 T, RO (看 《2.4.7))。 这 个 事实 在 以 后 很 重要 。 对 于 半 线 处 


sI. 


ARADA, HAM Green AMO T, CSM ARE. Prin, Be 
Lum >) o(x)D*u EELE OCRN 上 的 线性 微分 算 于 ，Dirichle! 边 界 条 


件 为 Drojae = 0, lato — 1, 如 果 GC, y) 是 它 的 Green RWA, 
上 上 面 所 提 到 的 非 线性 方程 组 
Le + Kx, u, Daj, Dea) =o, FEO th, [Bl <m 一 1 
Dewlag = 0, 对 lal m —1 
和 积分 算 子 
Tex) = sc yy. By DPu(y) My 
s. 
(8) 利用 对 偶 性 定义 的 算 子 
WARNER OCR 上 的 微分 算 子 , 它 的 散 度 形式 为 


Aum D; (PPD A (ns wy ++, Du) 


d. 
由 Sobolev ZSEE RAE HA TIARE 4 的 特别 有 用 的 积分 表 
wah, 对 4€C8(9) 和 HE CRO), 
令 

FG, p) = J) | Aas ayo DIDS, 


ra 
根据 1.4 PORER RATTLE ET RR g(r ), 使 
每 对 正 整数 m“ 和 1 <p<o, © 
(214) — [FG &)| < eC Yelle, los. 
35A. RE (2.2.14), FG, $) 定义 EmO) 上 一 个 由 的 有 界 
BUR (BH CO 在 W,,,(O) Ae), TEETE 
FER Alu) 6 外 -we(9) CHE BE TEL 
(2.2.15) Plt, 6) = (Us dus, 
从 而 Ma) € M Cu CQ), Wanye Q)) 可 以 看 作 是 具体 微分 算 
子 4 的 一 个 抽象 表达 式 。 

为 了 确定 使 (2.2.14) 成 立 并 保证 六 有 界 的 条件 ,定义 (2.2.15) 
特别 有 用 。 我 们 还 指出 ， 为 了 对 有 界 区 域 2 建立 (2.2.14)， 结 论 
OLDIK Ls dXLES Holder 不 等 式 ， 


+928 


[Flas p) & DÀ elas sts Da) D dhepa 


其 中 d/p(a) + 1/4(a) = 1. Lyw 选 得 尽 可 能 地 大 以 保证 下 面 
的 Sobolev 不 等 式 成 立 
Depo S ce 
特别 ,可 取 1/ela) = 1/ (ep — (m — Ga D/NDUATIET/2 og, 于 
XXI (2.2.14), RAERD RT Alr, tate, 0%) 是 从 
CES Lau) RB AB» RBIUEBRAT JE PT UE EX 
galr), 有 
(2.2.16) Aol, st. Dale S gal nl s 
对 一 切 lal € m. 

我 们 可 以 仿照 (2.2.7), 对 函数 Ao(x, Eis ss Em) 的 增长 加 以 限 
制 以 得 到 最 后 这 个 不 等 式 。 类 似 地 , 为 找 出 保证 % ARDRE, 
我 们 指出 ,对 »eW, uo), 

(elma = sup (BCs) $e Clg) 


= sup (Fla), 4) 
TE 


III { $i ds D"sh eno]. 


其 中 。 BETO WR qo) 则 选取 如 上 。 一 旦 有 了 不 等 式 
(2.2.2), BACHE AB BLA T o HEIL TRE SAU, A 
的 连续 性 就 是 (2.2.7) 的 直接 推论 ， 
23 RW 
POR AE ZS TEL Ze LAR At RU RIT P x — TS CCS UC 
地 推广 到 无 穷 礁 空间 。 我 们 在 这 里 对 Banach 空间 问 的 映射 给 出 
解析 性 的 一 个 适当 定义 ,并 且 研 究 与 解析 性 等 价 的 各 种 性 质 。 
23A 等 价 定 义 
(L3.03EXS— BX MY EEROR Banach 2:78], U de X ETE 
JR, IEMW, Y), 如 朵 对 每 个 x€U, he X, y* e Y*, f(x) 


+96 


是 单 信 映 射 ， 而且 对 充分 小 的 |e. Ct, Ket A) 是 复 变数 
的 解析 男 数 ,那么 称 f 是 复 解析 的 。 
这 个 定义 的 一 个 直接 推论 是 : 对 于 充分 小 的 LER eU, 
Cr Hs + 4h) = Daal es ne, 


n=0 


其 中 . 
(2.3.2) aa = © 6%, Hat th) os 
dt" 
-M| Onde EAD y, 
"m 


2mi pe 
经 典 的 Cauchy 估计 式 可 推出 
(aalas AD] < Coup |(y*, G2) nte", 
我 们 将 证 明 
CP sana, A)) = Cys CDA) nod, 2,5, 
其 中 je) 记 于 在 s Hu Dp Fréchet SERT. MARR mi 
Haha-Banach 定理 推出 ,对 于 充分 小 的 (AL. 
er 二 HOLA 
Er] 
事实 上 ,下 面 的 结论 成 立 。 
(2.3.3) 定理 设 U 是 X 的 开 子 集 , f 是 MU, Y) 中 的 局 部 有 界 
算 子 ,那么 下 面 的 姓 质 等 价 : 
(i) 了 在 U 中 复 解 析 ; 
(i) f ÆU Gateaux 可 微 ; 
Gii) f ÆU Fréchet TRH, FOA = dix, +); 
(iv) f 有 直到 无 穷 阶 的 Gateaux FHF O4". Ay ts 
Au), H 
Pas histir An) ~ Di Di (8 + AAA : 
O) f 有 直到 光 穷 阶 的 Fréchet PHF MG), HA N= 
12,5 
PG) Ur pn- ss 1) m Nf, iur, An) 


(vi) fua E 4) = D GU? PG, 


即 对 每 个 YOU, FEDER ry > 0, HEB te — oll <r, 
和 UA Sry, kM Rock. 

WEB. (i) <> Gi): M Gateaux 二 徽 立 即 推出 复 解析 。 现 
假定 复 解析 ,为 证 f Gateaux 可 微 ,只 需 证 明 当 rs c 独立 地 赵 
于 0 对 ， 

8G, 0 — È GG +h) — 1} 


t 
- Lgs e s) — rona 


( 亦 即 证 明 当 im cm Oas GUCE + ah) — HOD} 是 Y 中 Cauchy 
HERD, AUR Cauchy 积分 公式 ,对 ye YY, 
G*, Hes) = L G GT fece EDD a 
dni Jc 一 上 


其 中 C 是 CC 中 圆心 在 0, 半径 为 > BA Afi 
* ds 0) o Lb yt #8) oL 
Gr e, D= HP Ot e+ m») m4 
BUS On. f + EP) 连续 , Wok C LAR, TRE SUELE 
EEUU (1.325), CLA [f(x + ER) <4, BS WEIS 
BOROTA EB sy 
IO, gs 00 <4 Arle — sh lly 
因此 , 当 sro Bt, helse) > 0, 
G), Gi) > (ii); 因 为 Ke) Gateaux 可 微 , FR FH 
atx, A), d (2.1.13), 只 需 证 明 
(a) 对 同 定 的 x, dile, 4)€ L(X, Y); 
(b) PEX x 的 函数 ，df(x， A) MOB LOC Y) 连续 。 为 证 
明 这 两 点 ,我 们 用 Hartog SEXO, 首先 ， 显 然 af(x, k) 是 的 


D 这 个 定理 说 (参看 L Hormander, 1966. p.28), AIR OCC’ 上 的 复 
A MRS TET NRI ,那么 对 所 有 的 复 变 元 总 体 解析 一 一 原 洗 - 


5 


一 次 齐 次 式 * 于 是 只 需 证 明 afe, 二 后 )== dfx, bib dx, hy), 
HERTHA H, AA Og/0n, dgan E dE, (y*, Kx + th + 
tha) 一 (tus n) 对 两 个 复 变 元 (4s 5) 分 别 解析 .由 Hartog 定 
理 推出 

gy i) Cys 12)) + 5g, (0, 0) 


+ tgn,(0,0) t ole) 
于 是 
Go", dí(x, hi + 5) 


= (9% um Duc et + 4:1) — 1h) 


= tim fÈ lgt, 0720, 091} 


一 ga(9 0) + g,(0, 0) 
=O, df(z, A) + df(x, )). 
Cauchy 估计 式 推出 ,对 于 (AU m 8, Baie 


dia, Em sop | E Ot Ka +| SM, 


因为 di(z, A) 是 一 次 齐 次 式 , 对 任意 4 


All y h 
(23.4) Ms oto [ars BI yl < Bh, 
其 中 4 省 一 8。 这 就 证 明了 (2) 
为 证 (b) 我 们 首先 证 明 ,作为 z HORN, di, A) 复 解 析 。 对 
ytev*, 
Os dæ + th) 一 P Gs Cx + os 十 nh). 


HA f) Gateaux WR, gn, 6) = (y*. He 十 6h, + uh) 是 
BB n.n ROMA PR, 又 用 Hartog E3, 2,(0, 5) 对 
三 解析 ， 于 是 d(x, h) 对 # 解 析 ， 由 上 面 论证 也 得 到 of(x, A) 
对 x Gateaux mfi, FEX »te vt, 

(G^, af(x + 2,4) — f(x, 8) 


Te] . Vi gore e) 


^ 


-| 4 (ys, dila + se, h)ds) 
ods 


-( 2 [emm aas 


o ds l2zi 
= (4 | Qs f(a sz + th)z) deds, 
0 2æi Je P “ 


应 用 Cauchy 估计 和 (2.3.4), 我 们 就 求 得 
dfx + zs 8) 一 df(x, AY 
一 sup [(»*, df(x + 2.2) — dilz, 4))] 


DE 


一 o(1). 
( 当 [s — 0 时 , 它 对 [Al — 1 8) 
(i), Gi) > Gv); 用 归纳 法 证 . &-—1 80 Gi), 现 假设 结论 
对 不 一 “一 1 成 立 ， 要 证 定理 对 kn 为 真 。 根 据 Harteg 定 
理 ,对 任 y'e Y*, BR 


Etis es ta) m (rtt hat S) 


是 复 变 元 n.o. rn 的 解析 函数 。 于 是 

En) = DLAD, rs Dig tis cit te) em misit 
是 n BARRAR. SEU 

Ba) = Cs df (n nus a-is Baas tts A), 
于 是 dfa, byes A) 对 = 解析 ,从 而 Gateaux HGR, 

这 个 证 明 也 表明 

d'f(x, Ans ho aye A) 
= DDaa Dd (s + > shi) 

BRAK THARE BTR MOM, WEAK, 

(v) > (v): 为 证 明 这 个 事实 ， 我 们 用 定理 (2.1,27)、 于 是 
我 们 只 需 证 

(a) ats huir, AR)ELU', Y) 和 (b) 作为 > 的 
BR. (x. As cers Ay) 从 了 一 LEX， Y) ER 由 


。97 。 


ds has Bano ra ADSD Da Dd (at Dy thi) 
a 


可 知 Gs. |a. c6. A) 对 A, 线性 ， 对 AL 对 称 (i 一 1， 
2.0.) 于 是 i hasis A) 对 每 个 A 线 生 。 根据 
(2.4.22), d'(x,h) En 次 并 次 多 项 式 , 对 x Gateaux al, # 
实 上 ， 因 为 Cauchy 估计 指出 aie, A) 对 s BRAR, DIEA 
d'lz,h) M x 解析。 于 是 由 配 极 变换 ，def(z, iss ha) 解析 
HOT =。 因 而 对 * 连续 。 余 下 只 需 证 衣 对 园 定 的 z d"f(x, h)€ 
LX, Y), (EPRI (23:4) 中 一 样 。 这 可 从 a(x, A) EA ESSE 
次 性 推出 。 逆 命题 是 显然 的 、 

G) 9 (vi): 可 从 (2.3.2) 和 后 面 的 说 明 推出 ， 

(D > @: du IGE D e 3) LE Mee, 


wao NI 


mt tam 


ees 6) = ii foni 


那么 ， 和 一 维 时 一 样 ， 对 国定 的 ytev*, 4 pu o0 时 ， 
VO f(x + th) — Ka) — glr, 15))| = of), 


138 基本 性 质 


AUR Le OAH WIE, EI RRA, 
(235) 定理 iG) 是 MU, Y) HRA, 
3:4. 

O ( 极 大 值 原则 ) 除非 tO 在 避 上 是 常数 ,否则 它 不 可 
u PIS sup WAG) V. 

Gi) (Cauchy fi) dns sk (Wy = al < ra) HEU 内， 
lz — ol < v2, BAN—H A, 


(36) POH «at e) (ŻY ir, 
o 


其 中 M Gus ro) 一 sup GOL, LAR RE TERR IE | lle 一 zol =ro} 
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met, 

证 明 ; C) BOXER se, 使 COT < UKs) m M, 屠 
Ay MIENE Met 和 Y* € Y”, Qs Ps + b) 是 :的 解析 
EUR, XDSAUNB © 用 (2.3.2), 

MG « Qt (WC + ortae, 


从 而 当 || BAN, fs 十 a) 是 次 调和 的 ， 于 是 对 充分 小 
的 tl, n+ Ol m M. AMA ER aH EU, 内 要 
能 用 口中 的 ~ 条 折线 将 * 与 各 连结 起 来 ,就 有 OS M. A 
而 对 一 切 EU, IO = M. 

Gi); 根据 定理 (2.3.3) 的 结论 ;对 Il << rof2, fx) 如 是 
A Ro KER POCA Sal Mao, ro)， 其 中 M (405 rm) 一 
sup (fC) ||, LWAZ MR xx 一 xl = n) 取 的 。 于 是 ， 
和 (2.3.4) 一 样 ,对 一 切 4 我 们 得 到 (2.3.6)。 
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当 对 有 限 维 Banach 空间 B" 之 间 的 映射 得 到 某 些 结果 时 。 

很 自然 会 想 , 令 N 一 dimBY — co, 对 任意 维 数 的 Banach 空间 ， 
这 些 结论 是 否 仍 真 ? 对 如 下 一 类 映射 来 说 ， 这 些 结果 常常 是 不 难 
建立 的 ， 
(244) 定义 UX MY 是 Banach ZN, U 是 x 的 于 集 , fe 
M(U, Y). WR f 连续， 并 映 U 中 有 界 于 集成 Y 中 相对 紧 子 集 ， 
WAR f HEMT, ite Te K(U, Y) (这 青 我 们 用 了 和 1.3 节 
祖 同 的 记号 )。 
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有 一 个 有 趣 而 又 很 重要 的 事实 。 只 要 所 考察 的 Banach 空间 
选择 得 当 ， 在 数学 物理 和 微分 几何 中 出 现 的 很 多 非 线性 算 子 都 是 
上 页 意义 下 的 紧 算 了 。 

GR, MU, Y) 中 的 紧 算 二 企 加 法 种 减 苇 运算 下 封闭 ， 在 
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AFOBAS TAA THE SB. MAR Banach 空间 X 
的 子 集 U 到 有 限 维 Banach 空间 Y ESA RNB KR 
们 用 KU, Y) 记 这 一 类 映射 ”事实 上 。 紧 算 子 的 集合 正 是 由 那 
些 可 以 用 K 中 的 算 子 在 下 面 意 义 下 逼近 的 映射 组 成 
(24.2) 定理 设 U 是 X 中 有 界 子 集 ， fe MQU, Y), BAP 
事实 等 价 : 

O FB 

Gi) E% >> 0， 存 在 一 个 连续 、 有 界 映射 fe MU, Z) 
其 中 Z, 是 了 的 有 限 维 子 集 , 使 得 (fw) — GO <e, m B. f 的 
值 域 包含 在 KU) 的 凸 包 cof(U) h, 


GD f 可 以 表 成 一 致 收 伍 级 数 I) = D go(z) ,其 中 g。 有 


oat 


有 限 维 值 域 , 且 对 一 切 EU, les GO[ < 0/2", 

证 明 :(D > (i) ins RW KU) EYER, FERREA 
e>0, RARE SRM KU) ROS RRO yG 一 1， 
2. eee K), BEM 6, 用 Ye iY HE Ois err ye) 张 成 
的 有 限 维 子 空间 ， 我 们 构造 U 的 一 个 单位 分 解 如 下 : 对 每 个 
E12 令 mls) 一 max (0,8 — MfG) 一 yil) 和 


Li 
1 7 mla) [3 eO] BA n CO 是 定义 在 0 上 的 连续 实 值 本 


& 
Ji DOME 2 € U , BAIRD wx) > 0, 所 以 D aCe) 0, 
a 


每 个 GO) 也 是 定义 在 U 上 的 连续 实 值 函数 ，0 <a) <1. 对 
zeU, D uGO =i, 现在 对 x€U SEXO — AGRO GO 一 


. : 
Mus, BO f(0 一 D.C), 我 们 有 
MG) — £21 = | LOO — 9) 
= X uci — » «s, 
5 
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TG. BURMA. CE RAGE U, BRES TA 
Tc n 的 出 包 之 中 ,因而 在 Y, 之 中 。 

(i) > Gi); 对 e, 6/2", Hg GO. 存在 一 个 有 限 维 信 域 
PIRAS AL. (E Maa) 一 fC) 8/2", 归纳 定义 序列 Us| 如 
Fr gue) = AGO. eG m hu) 一 a), BA, EOS 
DO ele) A) FA hala) > 1), RUD) ele) > he), 还 


Er] res) 
有 
We, G0 = 4,0) — &, COM 
S Ha Go) 一 FE) + jikata) 一 fc» 
*6/2^*: + e[ 29"! «2^, 


BS, 由 如 dno] — Bolt 23 ue CO TEA 


Gil) > G): ARSA D gee) 一 致 收敛, 于 是 从 下 述 事实 
HESH CO. MARTH he MCU, Y) dU E — BL cdi 
HABAR, WR, AEDT BR, ULF ES, TU) 也 
紧 。 事 实 上 ， 任 给 。 > 0, RATA PA, 使 GO 
I « 8/2, Fifi (UO AO EEC FR 812 BUI KU) 的 有 限 
5 WT KU) Rind f. 
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为 了 说 明 怎 样 应 用 定理 (2.4.2) 把 对 有 限 维 映射 证 明了 的 定 
理 推广 到 盛 穷 维 的 情形 ， 我 们 证 明 Brouwer 个 动 点 定 地 (1.6.4) 
的 一 个 推广 , 它 属于 Schauder, 
(2.4.3) Schauder 不 动 点 定理 lh Banach SMX HAR AS 
RK AAA RES AI DU 

证 明 : HER (24.2), 我 们 用 连续 有 界 映 射 序列 ULT GR E 
h h HARER Y.a CK, BXE—2) x€ K, Ie) — fon 
Vn, 将 名 限制 在 Yos LAW PCA 各 BARA EK, 


stare: 


使 f(r.) — all 所 11n， 因 为 了 紧 ,所 以 {Hxo)} ART PA 
{fre}, HERA v 因为 M) rl <ln EA 
nx 00 时 ， zay, PRU FRO HET 1G) = y, BEY 
是 所 期 望 的 不 动 点 
定理 (2.4.2) 另 一 个 有 用 的 推论 是 
(244) RBM EM it 是 Banach 空间 X 的 开 子 集 。 
I€K(U, Y), 那么 MEH 9 > 0, f 可 以 延 拓 成 紧 算 子 Fe 
天 (X。Y)。 并 且 对 一 切 «€ X, 4G, cof(U)) <a, 
TEA, 由 定理 (2.4.2),1(x) 一 3114,00. KYB Tietze 延 拓 
EBLE ie) 可 以 保 范 延 拓 成 有 : X —> Y. Bim. BRR 


M. DAMA Ha) DJG). H EX, 


dcs o (03) < 


asl 


因为 对 *e cof(U), 
zm Y ohio), Suet, x;€ U, 


im m= 
BU. 
lx — Dake S Dallas) — toll S e, 
放 也 有 doU), cof(U)) « e, Et 28 一 5， 则 ?就 是 所 求 的 
延 拓 。 这 是 因为 
4G) , co (U)) < P(e) — fGOW + (G2, co f(U)) 
«x DEtem2<. 
= 
TEAN- SHE KONTRES CAN tea 
WAZ MWA, 
(2.4.5) [€ M(U, Y) SHE, jt U BAR Banach 空间 X 
的 子 集 , 那 么 了 上 坚 。 
谣 明 : Ub n) 是 U MAR, WA, RAXWARE, 
*102* 


{ea} SHURE xs). PASS RHEE (Mee) EY 
BO BIB IME CF UOI TDA fL 

(2.4.6) WU E X BVT FE, fe KCU. Y) (EU rh Fréchet WM, 3B 
么 ， 对 于 固定 的 x2€ U, Fréchet SRF (me LOX, Y) BE 
BERT. 

证 明 : 设 了 (xo) 不 紧 。 如 用 oc XRRR WA Cro) 
在 Y 中 没有 紧 闭 包 。 因而 存在 序列 Qu. 4 由 一 1。 以 及 实数 
a> 0, 使 得 Wada — hi m eG D. 另 一 方面 对 充分 
小 的 6 > 0, Hif fea Fréchet 可 微 推出 

Ifa + 88) — f(xo + 8821 
2 BI Cds, — FC eodh] 
— Wile. + Bhi) — Hro) — BF C rodha 
— (x + Bhi) — f(z0) — BF Cahill 
2 be — ofA). 
因为 8 与 8 无 关 , 从 县 后 的 不 等 式 推出 {fw 十 85] BART 
序列 ,这 就 导出 矛盾 。 


24C RADE F 


BARRE, HARA OL” ORT —RE RR 
子 .作为 一 个 很 简单 的 例子 ,我 们 考察 定义 在 C10, 1] 上 的 算 子 


Fite) = | fods, BAR, TEE CI) LUM, FAT RAP 


意义 下 的 光滑 性 :了 了 映 连 续 函 数 成 可 徽 函数 另 一 方面 。 根 据 
Arzela-Ascoli E (1.3.13), T'R. FARR 1.4 节 中 的 估计 式 、 
这 个 论证 可 以 推广 到 22D 中 所 定义 的 更 一 般 的 抽象 算 子 。 

CG) 作为 例子 ， 考 查 一 类 抽象 算 子 ， 它 是 必 2.2 节 Schauder 
反 演 方法 对 拟 线 性 椭圆 型 微分 算 子 定义 和 的。 在 这 方面 ,我们 证 明 
如 下 结果 : 
(247)3]kà RAT 4(z,x) RX X ZY, KAZE x i8 
FAs ZARRA. Alu, x) 对 * 线 性， 对 固定 的 we Z。 对 
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OB WA, UAE odes OR. REE 
仅 有 一 个 解 “一 Tsv， 且 满足 先 验 估计 
(2.4.8) Hellz < eC Rgl, 

其 中 c(R) 是 与 无 关 的 正常 数 ， 那 么 Ta:X 一 X REB. 

证 明 : 因为 ZCX, 由 (2.2.13) 就 准 出 T, 的 连续 竹 . 对 X 中 
HEERE o, 为 证 明 Tun) 紧 , 假定 10.) 是 o 的 任意 序列 ,如 
R u, Talva), 那么 估计 式 (2.4.8) 给 出 

Wr Ce S eCoMlelly. 
其 中 cla) 是 仅 与 9。 有关 的 常数 ， 因 为 Z 被 紧 嵌 人 全， 所 以 Z 中 
任何 有 界 集 在 X 中 紧 。 于 是 To) 在 X 中 有 收敛 子 序列 ， 从 而 
T, 是 紧 映 射 、 

对 于 定义 在 有 界 域 0 上 的 ， 具 有 法 向 章 次 边界 条 件 的 本 同型 微分 算 子 ， 
乌 佑 计 式 (1.4.26) 和 {1.4.28) 可 导出 {2.4.8) 以 及 紧 性 ， 这 对 于 把 引 理 
(2.4.7) 用 于 

(2, X) = (Cm0), c*(2)) 0«act 
R (2, X) - (V. (9). C0)) t«p«oo, 
时 是 必需 的 

Gi) 其 次 我们 考察 另 一 类 算 子 的 紧 性 , BRST RR 
法 隐 式 定义 的 ， 设 4 是 从 Wn (Q) >W aall) HERAT. 
定义 如 下 : 
‘(Aap)= MX [ ates u, Da, e, DPT) DP, 


agm- i 


ptt Alers u) =g EH 


(149) 定理 ERAR Ae, a, Du) YE (227) 
增长 条 件 (* BAAREN Wap 0) > W uH) 的 紧 算 子 . Y 
EAD uu CO) Bema ARI REA, 

证 明 : Ea E Wal) REBT “那么 


| Ang — du] om sop (Aa — Aupy. 


Ed 


(mm dem Fy | Gom = dins eom 


tm 
SLAM ALC ty, ee, E 一 LE COLIN DOU) ge 

其 中 9 AY He HRA Au. i, o, PINO COS Lah at < Nel 

(N — P), WRA Rn COD u, RIKAT s | CL 5635), EW cus pe 中 
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Hy BAT S. 男 一 方面 ,根据 增长 沪 制 茶 件 的 扫 设 和 引 理 (2.7.7),4.(z， 
u, cn, DP) 是 从 Wais oha KERER, Tarh uod, dee 
dujo, BL A ERRAT. 


25 梯度 映射 


作用 于 Banach 空间 的 各 类 线性 算 子 不 准 推广 到 更 一 般 的 ( 非 
线性) 情形 ,下面 考虑 作用 于 Hilbert 空间 的 自 共 部 算 子 的 推广 . 
(2.5.1) 定义 ik [€ C(U, X*), KU XE TR, X* EX 
PUSHES, RURTEZE— P 3XHÉIZM) F(x) ECU, R), rios 
一 切 x€U, BAY Fréchet 导 算 子 F(s) 一 f(x), 就 称 f 是 梯度 
算 子 , EF 称 作 f 的 原 函数 ,有 时 我 们 也 记 He) 一 grad FO), 


25A 等 价 定 义 


AWE FEB RAT RO ET RINER 
(25.2) 定理 UX Banach 空间 , 如是 X* 中 包 合 原 点 的 凸 集 ， 
f€ C(U,X*), 那么 下 面 的 命题 等 价 : 

G) 了 是 梯度 算 子 ; 


Gi) | i((0)4sG). 与 道路 C 无 关 。 只 要 C 是 口中 简单 可 求 
长 曲线 ; 
《ii (acne — acne = facon, :— 


ys, 其 中 x(s) = sx + (1 —s)y, 2, YEU; 

(iv) Baeu, 了 (x) EL(X,X*) BARRET, | 

证 明 (i)e GD. WR 1(*) 是 梯度 算 子 , 令 f(x) 一 Fe), 
并 设 C 取 参数 形式 C 一 tx(D10 ri 11, 那么 


(2.5.3) \, Kad) = |. F'(x(¢))de(*) 
=f £ PEO) = FAD) ~ Fisco», 
e dt d 


Gi) > Gü); LQ x, Y 和 原点 0 部 属于 Us bia Ay he 
ag 


在 U 中 有 两 条 道路 (1) Ci: 连接 原点 到 x， 原点 到 DER 
Bh (2) Ca, 连接 * 和 > 的 直线 段 ， 据 (2.5.3), 对 x6) 一 sx 和 
IO = ey, 


Q4 id 
f. Kear = |S Fur)a -f roy 
- fauna — [ aon. nde, 
A o 


用 局 样 的 方法 , 令 2G) = tz + (1 — 03, 
J (eect = n» LETEO 
Ça ， a at 


= | G6). — ae, 


BOHM, BG). | ions e | MeO), 这 就 下 


8/7 Gi), 

Gil) > Gv); 我 们 证 明 , JA GD 可 推出 f(x) BMF, 
BRO) = |j Ula), ads, 事实 上 ,从 人 iD HEM » AF ROBE SH 
F(x), 

F(x + eh) — Fi) = € 了 (x + seh), Adds, 


o9, 我们 求 出 F(x) 的 Gateaux BR FR a F(x, h) = 
GG A) A Fe) € CU, X*), FG) € CQU 8) h (2.1.28), 
BG) da) = PG) Cas &) P. Aus s 对 称 、 


GO) >): 定义 PG) = | (za 本 二 ， 我 们 证 明 , 可 从 
Civ) 推出 FG) SHE. FG) = 7G). 实际 上 
(CD O PCA A) = FC) = [Gs eH). wae 
{Us i) — Gx), ae, 
现在 


105 。 


下 Ga + th) — fG dt Bi 


- f (tz (Gs + sk), sash à 


o 


- f f CF lsx + sh)hy e)dsde 


mun fi Loy 
= f de (lous + sh)x, A}ds 


e f ds f (Gs t side, hat 
,4 |， 
[UG + sh) m Heath), Dds, 


BUD FG) 一 FG) 一 | C + 90, 4) de, TTS 
的 计算 可 得 
[F(z + 4) — F(x) — GG), 4)| = of aD, 
于 是 FG 一 Xe 
Wt: 
WREE f 连续 但 不 必 属于 C', 不 难 证 明 OG) 等 价 - 
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一 件 重 要 的 事情 是 : 确定 那些 算 子 ， 在 它们 的 作用 下 梯度 算 
子 仍 是 梯度 算 子 。 一 些 重要 的 情形 如 下 : 

《2.5.4) 设 品 是 Hilbert 空间 的 开 子 集 , f(x) 是 定义 在 马上 ,在 于 
中 取 值 的 梯度 算 子 ， 若 4 是 自 共 罗 线 性 算 子 ， 那 公 WA RHE 
Bt. EMRE F(A) Beh FO = fl), 

证 明 : 令 FG) = PCACx)) BATHE (dfx + YN cao. 

BERT feM(U.H) 在 投影 运算 下 仍 是 梯度 算 子 . 于 是 ， 
WR H= XOX: HWANG. rE HX. 的 射影 ,那么 
te) E OX, 到 自身 的 梯度 算 子 ,更 一 般 地 ， 

(2.5.5) NUR H= YOY, 是 Hilbert 空间 互 的 直 和 分 解 , 且 存 
AATRE gE C( Ya Yi)» Yi m gl Yaa H 9 Y, 记 投影 
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WE, RE U 一 =)X 十 y) 0, WAWE Me) BE 
子 , 则 OS) 一 eos + 200) 也 是 梯度 算 子 。 
证 明 : 令 PC) - COS 我们 证 明 OO) PO + Ely)) 是 OD 
ERAR. HSE 4ey， 应 用 所 述 很 设 得 
(Bb) e Gs + ey))s A+ e 08) 
= GG, + i)» A+ GDA 
但 是 因为 © € L(Y Y). Y 和 了 , BEAT DLL GO + 602)» 
eG.) 一 9。 于 是 
(rds A) = Cl + eO) E) = O02» 19» 
这 就 是 所 要 证 明 的 。 

ERERT 人 x) 和 它 的 原 函 数 Fa) 之 问 有 重要 的 联系 . 
例如 , 使 Kx) 一 0 的 点 称 作 FG) 的 临界 点 ， 可 以 通过 研究 实 
(BR F(x) 的 “图 象 "来 求 得 关于 f(x) 的 零点 的 信息 。 但 是 ， 
由 于 F(x) 可 以 定义 在 无 穷 维 Banach 空间 上 ， 关 于 临界 点 就 出 
现 某 些 困难 。 AED. SEDE X ERU CZA FG 不 一 定 能 达到 
极 小 ,甚至 当 F(x) APH --co<a,b<co, Fla, 5] 有 
界 时 亦 是 如 此 、 在 第 六 章 要 详尽 地 讨论 这 个 课题 现在， 对 梯度 
算 子 f€ M(X,X*) 指出 如 下 有 用 的 结集 ; 

(2.5.6) 设 F(x) 是 梯度 算 子 [€ M(X,X*) 的 原 函 数 ，F(0) 一 0， 
那么 

G) F) = KORNA 


(8) 如 fx) 全 连续 , BAR PREKARA Fe) 连续 。 
Gi) 设 1 是 多 重 线性 算 子 te Lal X,X*) 的 配 极 变 换 , 使 
Taig ttu) m GG o x) x 作为 Ly (C, RY) 中 
5056 RRA MERA. WA (xs x. n) BRERA E 
AAR F(x) = (1/00 + 1)) UG), x). 
(iv) FG) 是 山 映 射 的 必要 充分 条 件 是 单调 性 条 件 成 立 ， 对 
I r y€X, GG) —100,x —3) 2:0, 
证 明 : (D. 根据 (2.5.2080), din O(n) 一 f Hz) 24. WBA 
(dide) D(x + A)| ms = (Cn), 5)... 因为 这 等 式 对 一 切 ^ eX 成 立 * 故 ， 
qm - 


9) 一 KEREP) = 0 从 Gatens ZEE Fr) Oe), 

Gi). 3nd ARRA TEX HE BKAT e IBZ (25 2i), 
FG) 一 Ra) 一 人 (一 KOE ne o 6 ee Y 

Gre n LD) = Gu — 8 G2) — HED) + Can n G2) 
我 们 指出 , 因 eb 一 致 有 办 ,所 以 
im (PCs,) — FG) = Bm Gs st) = 0, 

WSL SEM, FLIED «10511 Lele)? 强 收 化 到 KC» 由 
SHAW AH UI LAE 0 CAD BUR BCE AR), 

Gi) & Ce) = QC 1) Us) BAM 

Crist foi) = enia tao tei) 

对 称 的 假设 ， 我 们 得 到 ， 对 任 AEX, (4/de) Cx + eh) us = (Ke), A), 
因而 9(z) 是 (Ce) HR. 

Cv) KERIEN —D e, 9 CX, UG) 一 G0 一 9) 之 0 CI 
RABAT) FESH Ax) HAR. BEE, RAE, RATS 
FCO) = 0、 于 是 由 上 出 的 〔i)。 对 任何 re L051], 

FU 19) = FO) + 1 È G = ya Ky + Ge = eH 

SEO) + eo» e — YM, 
最 后 一 个 不 等 式 可 从 1A. WR (2.5. 2 D), ERER 
端 可 以 写成 PCz) — 1G) 3 

For + (1 — ONER) + A = 082. 
RE a, UBM F(x) By BAR — Wx vex, UC) 一 Ky) 
E -yao 为 此 ;我 们 首先 证 明 从 AC) APETI h 
(*) Fa) + Us» = SFO) 对 一 到 x y EX, 
EAA FC) 的 四 竹本 推出 ;对 一 切 eayex 和 ce [0,1], 
BG) Ela t ly — 3)) — PG) FO), 

Fs FIERE 10. TECH), 其次， 我们 在 (*) 中 交换 rs v> RUE 
得 
Qe) FO) + (Gs 2 = SA), 
WOOROC SORUR dH UG) 一 10), * — 120, KURER. 


2.5C 特殊 的 梯度 映射 
RAK, WA PEDRF ARETE IAN Euler-Lagra- 


* 0$ « 


age 导 算 子 (在 LAC 一 节 的 意义 下 )， 那 么 可 以 把 4 SIR RO 
一 个 梯度 映射 办， 为 使 红 定 义 在 一 个 Sobolev 空间 内 ，4 的 项 应 
满足 一 定 的 增长 限制 条 件 。 作 为 ~- 个 有 趣 的 , 非 平凡 的 例子 ,我 们 
考虑 一 个 偏 微分 方程 ， 即 在 1.38 — Hi i AY von Kármán 方 
程 .众所周知 , 弹 幅 形 当 方程 是 作为 Euler-Lagrange 方程 导出 的 ， 
FUE ARNT HOE SRR TAK, SLE 
明 。 我 们 的 计算 指出 事实 上 的 确 如 此 ， 
(2.5.7) 方程 (1.1.12) 的 弱 解 和 Sobolev 空间 PaO) 中 的 算 子 
方程 4 十 Cu 一 ALu 的 解 一 一 对 应 ,其 中 工 是 映 户 ,,(20) 到 自身 
SAGER FT. Cu RB 17,00) HEARERS. Ih EEE 
一 个 映 这 (8) 到 自身 的 双 线性 映射 C(4v), 它 由 下 面 的 (2.5.9') 
定义 ， 使 对 某 个 国定 的 FoE 诊 ,a(0), 有 Lu=C(Fos 4) 和 C(w， 
C(u, w)) = Cu, 

证 明 : 首先 指出 ,不 失 一 般 性 ,可 以 在 方程 (1.1.12) 中 令 s — 1, 如 用 
PIBA AF = 0, DeFlie 一 jpo 的 解 :我 们 可 以 把 (1.1.127 的 解 (ws 7) 写 
E Hsi ABS) HERR (8.1) 满足 方程 组 


atm i [He], 


(2.5.8) 
atn = Af Fosu + [fon]. 


D'u = Df = 0, lal £1, 
其 中 |f,8] = (yis 一 jgy) + fuste ~ fw8x)y。 于 是 ,根据 1.5 节 中 给 出 
的 弱 解 的 定义 和 在 PCO) 中 选择 四 积 为 
Ceao Dna = f Catan as tm), 
SEDE Lisa) m Gute = Qn) 那么 方程 组 (2.5.8) ROBE Cus 1) 
就 可 以 写 威 点 对 (*, /)。 对 一 切 9 o ECP MET TR 方程 : 
C259) Ca mess] (Dats = fated + Cte — fm nd 


Cs Pa 2 f. tese. 一 Utley Po) a 


其 中 了 = Me + j。 SEM NIE BE 2208 Gii) ea T- 
Cos e) 如 下 : 
对 es ws DEH, (25,9) (Clary 2) =f, [On ES 


* li 


* ego. 一 BPs}. RALLY CT COSE PES 

G) (Clo, e)s p) 是 关于 gs os 9 XEIRSISIZ RB SHR IEE). 

(Gi) (CCo, 2), PSK |e Moll els.» 其 中 天 是 绝对 常数 ， 这 可 由 
Seboley ARER Holder 不 等 式 导出 。 于 是 方程 组 《2,5,9)》 可 以 写成 
dn TG WAR), 

(5,2) (CCH FY) Ga p) (CCH, 0, 9. 
BA 5. v 任意 ,我 们 又 有 
we CA A+ AC(H#, Py), f= C(u, u), 

令 Lu) = Olu, Cug 0)) 和 La = Clws P), BAIL TASH 
(2.5.10) (a) u + Cam ALu, (b) f= —C(u,u). 
这 里 您 解 为 :(2》 的 任何 解 “通过 (b) 叭 一 确定 

BX (Clo, à), 9) 关于 oso 和 MK ARAM, EMEA CQ) 
是 梯度 映射 ， 实 际 上 ,根据 (2.5.2) 式 (2.5,6), 经 过 简短 的 计算 可 知 ,如 果 
AQ) = E (0,9, 那么 对 一 车 Hye EA + er) elus 一 (Ce 
+)。 基 于 同样 的 理由 , 算 子 Lu Cu, P) ARI 

下 面 是 一 个 简单 但 很 有 意思 的 例子 ， 它 荡 及 到 定义 在 区 域 
OCR” 上 的 半 线 狂 算 子 Au 一 Au + f(x, 2), REM Hx, «) 
诺 足 光滑 性 的 要 求 和 一 定 的 增长 限制 条 件 ， 这 样 的 算 子 总 可 以 表 
R PO) 到 自身 的 一 个 梯度 映射 事实 上 ,用 2.2 节 中 的 对 
BAE Aa) 一 Gr) 定义 一 个 从 WO) 到 L, HERE 
T. 之 (N 十 2)/(N —2). 那么 由 公式 


(ls, e) = | {9u -Ve — Hasael, 对 ve can 


隐 合 地 定义 出 抽象 算 子 Mw。 不 难 验证 ，W 是 梯度 映射 , 它 的 原 
函数 是 


Hu) = L E Iva? — F(x, 2 dv, 


其 中 Fa(x.u) — f(nsu). 
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Wf dh Banach 空间 X, Y 之 间 的 光滑 映射 我 们 可 以 根据 
它 的 导 算 子 了 (x) 的 性 质 来 研究 46 2.3 节 对 复 解 析 有 映射 ,在 2.5 


E 


节 对 梯度 陵 对 就 采用 了 这 个 办 法， 在 这 方面 ,基于 1.3F 一 节 的 绩 
果 , 我 们 考虑 如 下 的 等 价 定义 ， 


L6A FH RL 


(2.61) 定义 ia X, Y 是 Banach ZNJ, U LX PEM TH, e 
St f€C'(U, Y) 称 为 非 线性 Fredholm BF, 如果 对 每 信 ze 
U, f 的 Fréchet 导 算 子 f(x) €L(X, Y) 是 线性 Fredholm We 
射 (参看 1.3F 节 )。 这 时 , f 的 指标 ind f 定义 为 . 

ind f(x) = ind f'(x) = dim Ker f(x) — dim coker f'(s), 

对 reU, 

(2.6.2) indf(x) 与 reU HR. 事实 上 ,因为 f(x) 对 * 连续 ， 
idf: U—Z 连续; RAUB BBR, 由 此 推出 当 x*eéU 时 
indfí(s) 是 常数 ,于 是 indie) 与 x€U XX. 
(2.6.3) RIBAH Fredholm 映射 的 例子 和 计算 它们 的 指标 . 

(a) PRAE Banach 空间 间 的 任意 光 渭 映射 都 是 Fredholm 
RH. 

(b) Banach 空间 间 的 任何 微分 同 胚 是 零 指标 的 Fredholm 
Beat. 、 

(c) 如 果 Ke) Fredholm WH, C(s) € C'(U , Y) 是 紧 
AFIWA f CE Fredholm ST, H. 

' ind (f+ C) = ind f, 

这 个 结果 可 从 (2.4.6) 导出 。 事 实 上 ;因为 C! 紧 和 ind(f ) -indf, 
所 以 


ind (f + C) = ind (f +’) = ind (f). 
(2.6.4) 定理 YE Fe C(U, Y), BA. Banach 空间 Y 的 任 一 
TUPHRU. 下 面 的 命题 等 价 : 
G) f & Fredholm Sif. 
Gi) 对 每 个 固定 的 2€ U. WER ye 了 Y， 下 面 的 不 等 式 成 
X: 
(2.6.5) Wl s Cf GO» + Ly los 


1l1i2* 


(2.6.6) iv << Caf" G9] + ly hs 

其 中 常数 CAC, y x3. yh 和 |y|: 是 Y 上 定义 的 紧 半 范 . 
证 明 : 根据 (1.3.37), 不 等 式 (2.6.5) 和 (2.6.6) 推出 ,对 每 个 

x€U, f(s) ma. E. dimkerf 和 dimKerf* UR, 反之 , 从 

(1.3.37) RE ME x € U, FETA Fredholm But fC) € 

LX, Y) 满足 不 等 式 (2.6.5) 和 (2.6.6)， 于 是 O) fü Gi) 等 价 。 


268 基本 性 质 


可 以 把 (1.6.1) 中 讲 的 Morse 定理 和 Sard 定理 推广 到 非 线 
性 Fredholm 映射 ,这 个 推广 将 在 第 三 章 作 出 。 作 为 这 个 方向 上 
的 第 一 步 , 我 们 定义 微分 算 子 的 正则 点 和 奇异 点 的 概念 。 
(0.67) 定义 E [€ C(U, Y), s €U, MR fl) E LOC Y) 
中 满 值 线 姓 映射 ,那么 * 称 作 f 的 正则 点 。 AUR reU 不 是 正则 
点 * 就 称 作 奇 异 点 ， 类 似 地 。 由 考察 集 O) 来 定义 f 的 正则 值 
和 奇异 值 y; ORO) BARAMA Y ERST, FAS 
异 值 的 其 它 值 称 作 正则 信 ， 

和 有 限 维 情形 一 样 ,我 们 证 明 
(2.6.8) 定 理 Fredholm $F / € C(X,Y) 的 奇异 点 的 集合 是 闭 集 。 

证 明 : 设 5 (sl GO ABE), ta € 5 E. n, x HRS 
DF f 的 指标 的 连续 性 ,对 充分 大 的 4，ind 了 (xs) = ind (2). 
又 由 第 一 章 定理 (1.3.38), 如果 IBI 充分 小 ,4 是 Fredholm gi 
,那么 
(2.6.9) dim coker( A + B) < dim coker A, 
Wf ADAM n. 
(2.6.10) dim coker f (x) = dim coker [f(z) 

+ G4) — f(a) Ze dim. coker /'(x,) 221, 

于 是 f(z) KEWHRERH FES, 


2.6C Fredholm 微分 算 子 
TERIS LALA HL Fredholm 算 子 类 是 很 自然 的 。 


Use 


TRA OH PCT CET RE 31 EIE 2E REAA 
子 只 有 有 限 维 解 子 空间 。 

Jio ti EE REI AUNCT- 
(2.6.11) N(u) = F(xs n, o, Du), 
定义 在 有 界 区 域 OCR 上 ,Dirichlet 边界 条 件 为 Dre|ss = 0, Ja| &m—1, 
那么 ， 我 们 可 以 把 W BE Cr00)5c(0) 的 映射 ， 只 要 函数 F = Fe, 
$n, 87) FE (E's ns SUA C RR. RAES, NC) TE “a 的 Fréchet 
导 算 子 是 
(2.6.12) Nw) e M Fs Hoy on, Dira Dw, 


Er 
根据 Schauder 估计 式 (1.4.27) 和 (1,4.28)。 在 在 可 能 与 mm 有 关 的 常数 
c, 使 

(2.6.13) jelema e IN Gori + olco}. 

FÈ, olee 是 定义 在 CCS) 上 的 紧 半 范 ， N) 在 Coe 中 有 闭 的 
A 域 且 有 有 限 维 的 核 。 为 证 六 是 非 线性 Fredholm HT, 还 应 验证 ， 除 
CH) 的 一 个 有 限 维 子 空间 外 ;方程 组 

(2.6.14) N’(uoe = {Dv} ag = 0,f ECO) 


可 解 。 为 此 ， 我 们 注意 到 算 于 Lr) D, Fes tay n, Dm )DY RA 


Cem(9) 到 c(9) 上 ,并 且 一 对 一 。 另 一 方面 ,看 作 从 crm (2) 到 coa) 
AS. L)m D zDD 紧 、 从 而 N Qe) me L, + 


tiem 
Lye LE LL) SIDAHMOS TH SRT HU USD 45 FE Ve 3 的 
RR. HRTF D DSL, RIAN, 只 要 1 和 CHa) 中 一 个 
有 限 维 于 空间 正 交 ， 那 么 方程 组 (2.6.14) 可 解 。 于 是 NN ASR 的 非 线 
Fredholm WF, 
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27A FH BR 
WE 16 C(X,Y) 称 作为 正常 算 子 ,如 果 Y 中 任 一 紧 集 C 的 
BRICO EXPRE GAP RES HORE PEE: 对 任何 固定 的 
PEY ATIR ERE RETER S, 一 {x1x*€X, f(x) — p) 
的 “大 小 "， 于 是 直接 得 出 车 LX, Y) 中 只 有 正常 线性 算 子 既 

一 对 一 又 有 闭 的 值 城 、 基 一 般 地 ,我 们 证 明 

aue 


《2.7.1) 定理 设 fe C(X,Y)， 那么 如 下 命题 等 价 : 

O 7 是 正常 算 子 

Gi) f 是 闭 映 射 ,而 且 对 任何 国定 的 pe Y, WAR 5, 一 {x|x€ 
X. Ke) 一 pd ERR. 

Gi) 如 果 x 和 v 有 限 维 ,那么 强制 ( 即 当 del 一 co 时 ， 
MD 一 oo). 

证 明 : (i) 之 (ii)， 内 为 任何 单 点 集 pe Y 是 紧 集 ， 所 以 由 
f 的 正常 性 推出 S, 是 紧 集 。 MESH EK EXE, 
IEK, yis)». 那么， 内 为 {fy。} 的 闭 包 UL) 是 紧 
集 ,由 的 正常 性 得 出 一 "(1 六 1) 是 紧 集 ， 干 是 (必要 寺 取 子 
FPP), E reo 可 得 x, KARRA FADO KR, MA 
ZEK, Mit HERE H) = y. 

Gi) > (G): 现 设 f EMEA, TELE peY, 5, $. 
那么 ,为 证 f 是 正常 算 子 ， 我 们 令 C 是 Y 中 紧 子 集 ， 记 CO 
D, 设 忆 由 闭 集 族 D, KER, DAARLE. 我 们 证 明 
N D.» bs HD BR, AEG (oss) m ERE Lo BS 


R 
任意 子 集 , 那 么 E= (| Da ERAR, AT IE) EHR 


fer 


C= 1B,)， 因 为 对 任何 有 限 子 集 v 62", 
N rai (d Bee 


ARK (E) 有 有 限 交 性 质 ， 于 是 从 C 的 紧 忻 排出 è= 
NHE) #6 SUES yea 和 D, =DNANO) AE Dy s o. HR 
HAH. OO) 紧 ,集合 Dy 一 U cinco» e. 于 
EVEN (DNO 有 有 限 交 性 质 , 内 为 这 样 一 来 就 有 

f) 5.5 NAD AMO) s e. 


最 后 ,对 {a} 的 任意 有 限 子 集 7 一 esp IR ve fico, 


Ir 


所 以 


n D, NEY) = E NTU) s 4, 

(Hi) <> Gi): 设 X, Y 有 限 维 ,那么 由 了 的 正常 性 排出 ,Y 中 
有 界 子 集 的 原 象 为 X 中 有 界 集 ， 这 正 是 f 强制 的 换 一 种 说 法 ， 反 
之 ;如果 f 强制 ,C 是 Y 的 任 一 紧 子 集 , 那么 六 (C) 有 界 且 在 X 中 
TRAE. 

对 于 作用 于 无 穷 维 Banach 空间 之 间 的 基 些 类 型 的 算 子 fe 
C(X, Y) 来 说 , 由 强制 性 可 以 推出 正常 性 .更 明确 些 ,我 们 证明 
正常 性 的 如 下 判别 读 : 

(2.7.2) i$ (EC(X, Y) 4 jel + oo IR, We] 90. OR 

G) 1 是 一 个 正常 映射 的 紧 护 动 ; 或 者 

Gi) XX 是 自 反 空间 ,从 ra EX PREKAT e R {C)B 
SRE *v 强 收敛 于 *。 那 么 了 是 正常 歇 射 . 

证 明 : G) 令 Kx) 一， ZEYH y, y, MRI) 一 
g(x) 十 CClx)， 其 中 & BEREH, CERET, hi ARANE 
tre} 有 界 ,从 而 (可 能 在 选 子 序列 后 C(x。)} 收敛 .于 是 , A 
为 序列 g(xs) = y. — Cx, We, TAR 8 又 是 正常 鼎 射 ， 所 以 
{ea} 有 收敛 子 序列 {x。}， 其 极限 记 为 x。 从 了 的 连续 性 推出 
Hz) 一 9; 于 是 了 正常 . 

Gi) 如 果 X AR, BEY f(x) — y, 那么 由 f 的 强制 性 
推出 {x。} 有 界 。 因 而 (可 能 再 次 取 子 序列 ) 可 以 假定 在 X 中 ta H8 
WAT x. 再 根据 假设 ,我 们 有 xs UT x. BIG) — Y. F 
是 了 是 正常 算 子 . 
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正常 映射 f¢C(X, Y) 的 一 个 简单 的 定 景 性 号 是 : 在 ?或 
+ 的 小 扰动 下 ， 解 集 SU) — ixix € X. 1G) — pi 有 如 下 的 稳 
定性 : 


* H6 » 


(2.7.3) BRB [€ C(X, Y) 县 正常 映射 ,那么 : 

G) WW pe Y 和 任意 8 > 0， 存 太一 个 8 > 0, 使 
(2.74) 由 有 Ge) — pl s » 可 推出 le — P7091 S es 

Gi) 设 g€C(X, Y), MBA. A9 — H x*EX 有 Ihe) 一 
POD <8, WI SG), S (e) Se, 

证 明 : 只 需 证 (G), 因为 Gi) 是 G) 的 直接 排 论 ， 

WG) 不 真 ， 那么 存在 8 > 0，PEY， 以 及 序列 (e.1ex, 
使 对 一 切 #, 有 
(2.7.5) MG) —pl 1/5 和 les — fp 2 eh, 
六 为 了 是 正常 算 子 和 e) > p， 如 果 必 需 , 我 们 通过 取 子 序列 ， 
总 之 可 以 假定 to 一 xz， 那么 ,因为 ECX, Y). 所 以 Ke)=p, 
TH rep), 但 这 与 (2.7.5) FE. 

在 这 方面 ,我 们 还 证 明 
(2.7.6) X, Y 是 Banach 空间 ，f E C(X, Y). vavo 
XY WA FH, f 映 避 到 VV 上 ,有 局 部 逆 , f 在 口上 是 正常 算 子 . 
如 用 c, id SU) = (x| e EU, Ke) =p} 中 点 的 个 数 , 那么 在 
iQ) 的 每 一 分 支 中 c。 是 有 限 常数 (图 21). 


O: 


图 2.1 一 个 正常 Fredholm weit f yj RAAR 
HERO SHARE EM 分 支 04， 对 #604 方程 
He) = p TELS 


P (APA dis Ces FEE A PO) RRR AR. IRS “SHA 
不 等 式 "一 ， 译 者 注 . 
=o 类似 地 ， 应 改 为 dis, 大 (pp))28- 一 REE. 


ea1I7。 


证 明 : 显然 , 从 + 局 部 有 逆 和 上 的 正常 性 可 推出 Mp) RS 
散 的 紧 集 ,于 是 c, 有 限 。 

月 同样 的 方法 ， 从 刚才 得 到 的 定理 (2.7.3) 推出 c, 是 局 部 常 
数 

更 一 般 些 , 我 们 考察 不 是 局 部 有 道 的 正常 歇 射 ， 和 (2.6.7) 一 
样 ,如 果 ECX, Y), S8 fs) 在 点 x 没有 局 部 逆 时 我 们 称 x 是 
BRA. f 的 奇异 点 的 集合 称 作 奇 异 集 5， 用 (2.6.7) 中 的 记号 
和 和 术语 ,我 们 证 明 
(2.7.7) 如 果 1€ CC(X,Y) 是 零 措 标的 正常 Fredhotm BT, M 
siu! Wd. BPA, E Y — 10S) 的 每 个 (连通 ) 分 支 上 o 
是 常数 (更 一 般 地 ,对 较 高 指标 的 正常 Fredholm 算 子 , 集 7700 
HE). 

证 明 : H (2.6.8), 显然 5 是 闭 集 ; 因为 了 正常 ,从 (2.7.1) f 
出 8) Bi. iln U — X — 120000) VY — KG) 分 别 是 
XRAY WA TS. 现在 可 以 把 (2.7.6) 用 于 ULV, FRO SIV 
BREERRH. UTEU 上 局 部 有 逆 。 于 是 由 的 分 支 弧 连 通 就 
得 到 所 要 求 的 结果 . 


2.7C 作为 正常 映射 的 徽 分 算 子 


最 后 ,我 们 讨论 一 些 准 六 ,它们 可 以 用 于 淹 断 某 些 和 微分 算 子 
有 关 的 抽象 映射 的 正常 性 。 
首先 考察 具体 的 算 子 
Au = Dy (一 De Do A un, Don), 


Sem 
BENE RA RRR OCR b, MUR THRE F A 
W, (0) > W (0) 通过 下 面 的 式 子 确定 (用 2.2D 一 节 的 对 
FEAD. 

(2.78) (44,9) — >> f Ars au Dw) Dp, 


idm 
我 们 证 明和 (2.7.2) 类 似 的 如 下 结论 : 
(2.7.9) 定理 ” 设 4 满 足 条 件 (2.2.7), 它 保证 4 是 从 W,,(2) 到 


Mts 


Wind OQ) WER EH | BERG) 当 lelo 时 
(Aas a)/|lel| — oo, GDU ETRE SUT DT, BO 
对 pe (t,x), 
22 Males Ys z) — AG Yaa He — r} Sells —2'l?, 
lala m 
其 中 。 BS ye TAREN, BM DE (2.2.7) d C ) 
AGREE, CO) SI W _,.( 0) 内 的 正 党 映射. 
证 明 : 首先 我 们 注意 到 , 由 C. 当 [eco 时 , [anm Can, M. 
Iei, 所 以 4 在 C2.7.1) 意 义 下 强制 。 其 次 ， 考 察 由 (2.7.8) 定义 的 
ATF 4, 验证 正常 性 的 充分 条 件 (2.7.2)。 为 此 dd 4 — A + A 其 中 
Cai 9) = D |, Adlets ta s Drying, 


4592 5 f A (cg ging Dr) Dog. 


Er 
从 假设 条 件 推出 ( 据 (2.4.9)) 4; 全 连续 , 41 满足 不 等 式 
(2.7.10) (Au — dwy u — mA] — edu, 


HHA>O5 uy BR. TGÉRGEWUPA.IERM. 因为 空间 Wala) B 
反 ,又 只 需 证 当 ws 弦 收 伊 于 和 OL ons) 强 收敛 时 能 推出 s 强 收效 于 x。 而 
这 是 不 等 式 (2.7.10) 的 直接 推论 . 
最 后 ,我 们 证 明 当 拒 (2.5.7) 中 定义 的 von. Karman 算 子 看 
ent ÉO) HESREM CERERA T 
(2.7.11) Æ (2.5.7) 中 定义 的 von. Karman 算 子 
. Wu) =u + Cu 一 4L# ”( 对 固定 的 
ER W,.(0) 到 自身 的 正常 映射 。 
证 明 暂时 先 假定 C 和 工 全 连续 .。 由 (2.7.2 (6))， 只 需 证 明 WC) 
的 强制 福 。 为 此 , 令 jleaii 一 ce， 击 么 对 固定 的 4、 
QUO, y) = lel? + (Cing m) — AC huny ede 
HR (2.5.7), 
Qu, Ha) = (CCBa sta ds ty) = (Citys to), Fo), 
RP (Cigs ta) 一 |CCms me 站， 于 是 对 任何 o> 0, 
QC), 2 hell? + EC HM? — OUR IP — elc, we) 
在 最 后 的 不 等 式 中 令 8 = 1， 求 出 
FC OE OO, 2. e Melo — Vall li 
于 是 ,作为 W142) SUEEHORCT AC) 强制 。 


lige 


最 后 ,为 确定 算 子 工 和 Cc 的 全 连续 性 ,我 们 出 (2.5,7) 的 证 明 中 引用 过 的 
不 等 式 Gi) (MU 2.5.9 ST). HR EARE 市 ,C9) ros RT a, h 
Sobolev 不 等 式 (1.4.18) 推出 ;在 (2) 中 m ERTE” AMS 2 一 
eo 时， 对 某 个 绝对 常数 Ki> 0, 

jn, — Lal] = mp (Eu, — Lup) = sup (CCF, Hy ~ #)3 9) 
SK hFa — 210. 

类 似 地 可 证 Cv, 0) SER. WER pE, 2.9.7), 81188] 

(cC) 一 CCH, P) = CEU, Hedy CO, 92) — CQ)» Cs )) 

= (Que Hy) — CCH, n), CCH, #)) 
t (CQ m)» Cn P) — C(u, 2), 
办 而 对 lehal, AMR M, E 
lea.) ~ coll 
SM {NCC na) — Cn] + les, 9) — Cw, PII}, 

从 而 COn) >C lu) € 全 连续 。 

THAME WO) ERR. 

EREKE, RNASACHEA SAR AR A 的 正常 性 
的 推论 ( 即 (2.7.6) 和 (2.7.7 ))。 以 估计 当 8 asit et Alu) = g 
的 解 的 个 数 。 

注 记 

A. L, 空间 和 的 算 子 了 ~ 不 x, n) 的 性 质 

Wak RN 中 有 界 区 域 , Keu) 定义 在 Ox R'! p, f 有 如 下 的 连续 
d 对 几乎 所 有 的 xf 对 “连续 :对 所 有 的 9,7 对 * RGE Lebesgue 测 
E). WAXEN (2.2.1) 可 顺序 证 明 如 下 结论 : 

G) f 保持 测度 收 合 、 这 不 难 证 明 ， 首 先 对 简单 区 数 迁 行 证 明 ， 然 后 作 
线性 组 合 取 极限 . 

Gi) FEB WR Ks*) 满足 如 下 增长 条 件 
(*) Gv) <a + Bem RERI a, B>0 
向 题 就 归结 为 证 明 可 在 积分 号 下 取 极限 : 

Bima | [Ces n — isis 


其 中 | = HL, 0. 而 根据 绝对 等 度 连 续 积分 的 Vieali 定理 己 及 所 给 的 
增长 条 件 , 在 积分 号 下 取 极 限 是 可 以 泉 
GU) [ERE 这 个 结果 从 + 在 原点 的 连续 性 以 及 Lebesgue 测度 的 连 
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eM. 

BREA HAMAR, HJERTUHRI HKR DF ESE 
oil FOR La CA) A Lala). AEM RATA Krasnoselski (1964). 
B. 实 解析 算 子 

RAT AMAT TET Hanes 关于 分 离 解析 性 的 定理 。 实 
Banach 空间 的 类 似 情形 并 没有 很 多 进 霸 ， 设 了 是 定义 在 实 Banach 空间 * 
AK D LAK Banach Si y PRA MRED eee 
一 点 了 都 有 任意 阶 的 Fréchet 导数 。 而 且 fx) 可 以 用 它 的 导数 展 成 收敛 的 
SRI 3.300)), WAR 在 了 中 解析 ， 实 解析 算 子 的 某 些 结果 可 虫 复 
解析 算 子 的 类 似 结果 导出 。 事实 上 ,对 每 个 实 Banach 空间 X， 都 可 通过 一 
AR EHO IE GF BMRA SI Banach 空间 X + 3X; X 到 了 的 有 
AB GEA AR TAE KX + iX 到 Y + iY 的 有 界 多 重 线性 
对 称 脆 射 ， 于 是 可 以 证 明 。 一 个 实 解析 了 贞 射 可 以 标准 地 延 拓 成 复 解析 了 映射. 
关于 这 些 结果 ,读者 可 以 参看 Alexicwicz 和 Orlicz (1954), 


C. fii Nevier-Stocks 算 子 


用 2.2 D 中 介绍 的 对 偶 方 法 ， 可 了 以 把 Navier-Stocks 方程 (1.1.18) 一 
(1.1.19) 改写 成 Hitber 空间 A 中 算 子 方程 条件 dim 一 6 允许 我 们 可 
CARB HEN HERAUS s DASH n ERRAR v 的 空间 选 作 Hilbert zs 
FLA, wE Sobolev 空间 Wy C2) 中 把 ue CTO) QURE RE SG BAL 
得 到 的 。 如 果 我 们 考 起 一 个 Navier-Stocks 方程 , 它 定义 在 RN 中 (N = 2,3) 
DERKI o 上 ,并 满足 齐 次 的 Dirichlet 型 边界 条件 那么 该 方程 可 以 写 
成 

(lw) = w +4Nw = P, 4 二 Reynolds Xi. 
注意 在 这 些 方程 由， 不 出 现 作为 实 度 的 压力 项 ,& RI RA, Nh 
公式 
CHE) (Qv, p)a = — L tw dujom Xi 上 Pu 
陷 含 地 定义 时 ,可 以 用 对 侦 方 法 检验 这 件 事 ， 不 难 正明 

{i) 这 样 定 义 的 算 子 六 是 从 互 到 自身 的 紧身 射 。 

Gi) 对 每 个 7”， 相 应 的 算 子 /7 是 正常 映射 (注意 ,在 这 里 ,对 每 个 we 诅 
A (Nw, 7) — 0, FEB (2.7.2) 得 出 正常 性 )- 

Gi) flw) Brecher of, 于 是 tlw) 是 零 指 标的 非 线性 Fredholm 算 
T. 
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(v) SERA n. On) = e 的 解 唯一 . 

在 第 五 章 中 将 看 到 ,对 于 很 大 一 类 韭 齐 次 边界 条 件 来 说 ，( 六 六 ET 
3k. 此 外 ,不 难 证 明 , 结 果 〔i) 一 (iv》 在 这 时 仍然 成 立 ， 可 看 Ladyzhenskaya 
(19695. 


D. 文献 介绍 


2.145: 无 穷 维 线性 空间 疗 映 射 的 微 积分 学 有 一 个 有 趣 鸭 历史 。 早 期 的 文献 
包括 Volterra (1930), Hadamard (1903) F Fréchet (1906)， 下 面 的 较 现 
REPARAR: Dieudonné(1960), Nevanlinna(1957), Hille 和 Phillips 
(1957), Michal (1958) 和 Cartan (1970, 1971), 在 Gateaux (1906) 和 
Fréchet (1925) 中 有 对 导 算 子 的 早期 讨论 。 由 Livsternik 和 Sobolev (1961) 
写 的 书包 含 了 更 现代 的 处 理 . 关于 这 个 课题 ， 当 招 算 于 看 作 微 分 形式 时 ， 
Goldring (1977) 已 经 把 Hodge 关于 非 线性 算 子 分 解 定理 前 面 几 个 步 又 SE 
EET. 

2.24%: Krasnoselski (1964) Jj] Vainberg (1964) 的 书包 含 了 2,2A 的 组 合 
算 子 的 详尽 讨论 .结果 (2,2.10) RË Litman (1967), Schauder 反 演 法 是 
Schiuder 的 文章 中 一 再 使 用 的 技巧 的 形式 化 这 些 文章 在 文献 中 已 提 到 .在 
许多 不 同 的 情形 ， 都 证 明了 定义 抽象 非 线 幅 算 子 的 对 侦 方法 是 十 分 有 效 的 ， 
这 在 Brezis (1973), Browder (1976) 以 及 ! ons (1969) HRANA È. 
2.3 节 : 我 们 对 解析 算 子 的 讨论 是 仿照 Hile (1948) py, Taylor (1937) 的 
文章 是 很 有 意思 的 ， 园 时 Douady 近来 的 工作 (1965 ) 则 具有 综合 的 价值 . 
2.4 节 :对 紧 算 于 的 系统 研究 区 及 它们 和 代数 拓扑 的 联系 属 本 Schauder 《 参 
看 文献 中 所 列举 的 他 的 文章 》。 

2.5 节 : 在 Rothe (1933》 和 Krasnoceleki (1964) 中 有 对 梯度 算 子 基本 结果 
的 很 有 用 的 综述 ， 这 个 工作 的 很 大 -部 分 是 把 变 分 学 的 内 容 推 广 到 更 形式 
的 情形 . 在 Berger (1967) 中 可 找到 (2.5.7)。 通 过 证 明 Frobenius 可 积 性 
LAAT MMB, Coldnng (1977) 推广 了 棱 度 映射 的 概念 
2.6 节 : 非 线性 Fredholm 算 子 是 Smale (1965) 引 进 的 . 在 Palais(1967) 的 书 
中 有 一 个 有 意思 的 工作 , 即 试图 把 Atiyah 和 Singer 的 指标 定理 推广 到 非 线 
性 的 情形 ， 姐 庸 置疑 ,在 这 门 学 科 的 进一步 发 展 中 ， 非 线 狂 Fredholm MF 
的 内 容 将 口 益 显示 出 其 重要 性 . 

2.7 节 : 在 Bourbaki (1949) 中 可 以 找到 对 正常 映 身 完整 的 讨论 ,在 Ambro- 
sects 和 Prodi 的 文章 (1972) 中 证 明了 《2.7.7) 并 加 以 应 用 ,在 Berger (1974) 
中 可 找到 结果 (2.7.11). 
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第 二 部 分 局 部 分 析 


第 二 部 份 的 县 的 ”在 这 一 部 分 我 们 讨 沦 非 线性 算 子 f 的 局 部 
性 质 , 即 把 tf 限制 在 它 定义 域内 一 个 点 的 小 邻 域内 来 考察 ， 然 后 ， 
再 说 明 这 些 性 质 与 在 理论 与 实践 上 都 很 重奖 的 更 具体 的 概念 的 关 
系 。 


准备 讨论 的 基本 问题 为 符号 统一 起 见 ， 用 r 表示 Banach 空间 X 中 
的 一 个 点 ，2Kxa) 记 和 的 邻 域 , 了 记 另 一 个 Banach 空间 用 表示 定义 在 
Uls) 上 测 在 Y 中 取 值 的 算 子 、 我 们 试图 通过 如 下 问题 尽 可 能 请 断 地 弄 清 


iG) 在 Kao) 附近 的 性 状 。 


Fad) KER IG) 在 Keo) 附近 的 性质 ? 

Gi) 局 部 可 解 性 问题 “如果 Ko) 一 oll 很" 小" 在 什么 情况 下 ,对 于 
aH e) = y AIR? 

GD BRACES MAr SANA, HEURA V) M 
M zcy， 在 某 种 意义 下 f -eB Bll: TERRY 1 和 只 相差 一 个 
局 部 坐标 变换 。 CUEN, PERBEN (RER) ArU) 


Wro) 和 Ay VV 使 得 / = Aztek, OIL MUR E 一 0 附近 
Kx) = Ly + OCs), 

SPL ARRAS, HA, CHT AY 

BRAN? 


EME REL RUE TE = = 0 f 


题 在 何 种 意义 下 , 了 在 Ure) FDRROTERUNSOINESU 
Oa) (3 BSA BO? 邵 果 " 任 疮 的 " 抗 动 会 破坏 所 给 定 的 
PBS Yr LoS LA RS A bi po? 
DARE BOR Cte) = yos ADAE GIA) = vos xe 
— aa RBI? 特别 , 解 孤 产 吗 ? 
OD a Mns GEA Pul Koo) 附近 的 局 兹 性 质 时 。 算 十 才 
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HOUSE DRR (n) 一 Cea) — 29) 一 fe) 的 哪些 特征 具有 重要 
总 X3 

FERAN A BIH, 5 的 局 部 性 质 怎样 变化 ?特别 , 挡 述 Kx, 2) = 0 RH 
ERARA 2 ~ (s Diete, AlO), Cr = 0) Militi, 


小 时 ,在 xn 附近 Kx)» 有 一 个 解 ， DICES estan zs 使 
le — sol ERY? 

Gx) BACHE MRAR me eles teas cota) 定 
义 ( 其 中 不是 某 个 有 限 整 数 , n 无关 ,4 是 定义 在 NKX Ke XX GER T) 
上 的 连续 映射 》 在 什么 条 件 下 ,这 个 厅 丙 (或 其 基 个 子 序 列 ) 收 敛 到 

z= glr, xy y E) 
HUE e? 进一步 ,在 上 面 问题 《viii) POA, IDR EAR RU ARIES. 
来 定义 一 个 近似 解 吗 ? 

在 仔细 研究 显 式 非 线性 方 姐 组 时 ， 自 然 会 出 现 刚才 提 到 的 问 
题 ， 对 给 定 的 局 部 问题 x, 获得 近似 解 的 方法 是 熟知 的 ,一 般 说 来 
也 是 不 难 构造 的 。 例 如 , 可 以 用 问题 x 米 "近似 ”问题 *, 而 -的 
全 部 解 都 是 已 知 的 ， 且 假定 (作为 首次 逼近 ) * 的 解 和 = 的 解 很 
“车 近 ”。 事 实 上 ,已 知 的 线性 化 方法 、 逐 次 追 近 法 ,平均 法 ,待定 系 
数 法 和 奇异 扰动 法 都 是 为 了 形式 地 构造 这 样 的 近似 解 。 但 是 ， 对 
于 这 些 形式 的 方案 来 说 ， 这 种 近似 解 的 合法 性 可 题 常常 没有 得 到 
和 解决， 实际 上 ,尽管 有 很 多 与 此 但 反 的 证 据 , 仍 是 想当然 的 这 样 做 

了 。 今 后 会 看 到 ， Jo o EMSA ABH. Ainz 
算 子 方程 LG) == 0 的 解 堂 常 可 以 构造 出 一 个 高 阶 近 似 Oe 
的 阶 数 Y)， 即 


x 
ayle) = x + >) se^, 
per} 


使 f(xw(s)) = O(t), FB e bnt 128 DRE AES 
级 数 Xa e^ 发 散 ,可 能 对 任何 = 到 0, 极限 lim sale) 根本 不 存在 ， 
于 是 就 需要 进一步 研究 用 sle) SEDET RE jz) m 0 RRR xCe) 
的 合法 性 。 


Mr 


第 三 章 单个 映射 的 局 部 分 析 


在 这 一 章 ， 我 们 集中 考察 国定 的 算 子 # 了 是 作用 于 两 个 
Banach 空间 之 间 , 或 (如 3.4 节 ) 作 用 于 两 个 Banach 空间 链 之 间 
的 算 子 ， 还 到 讨论 基本 的 逼近 以 及 登 代 格式 ， 这 些 格 式 与 肥 函 数 
定理 、 隐 函数 定 如 有 关 . 本 党 的 第 一 节 认 论 基于 初等 的 压缩 映射 
原理 得 出 的 结果 ,以 及 它们 对 Banach 空间 中 常 微分 方程 .映射 的 
奇异 性 .等 周 变 分 问题 极 值 曲 线 的 局 部 性 质 等 等 的 应 用 。 随后 的 
两 节 讲 古典 的 最 速 下 降 法 和 逐次 逼近 的 强 级 数 靶 ， 最 后 (3.4 节 )， 
我 们 介绍 与 反 函 数 定理 有 关 的 登 代 格式 的 最 新 进展 。 这 些 结果 雇 
于 Nash, Moser, Kolomogorov 和 Arnold, 

31 逐次 通 近 法 

为 回答 刚才 提出 的 局 部 分 析 的 那些 问题 ， 最 简单 的 系统 的 方 
法 是 解 算 子 方程 f(x) 一 0 BUXEUORGETE, EL, 本 节 的 所 有 结 
果 部 基于 这 个 主题 ， 给 定 fE C(H，Y)， 这 个 方法 的 基本 思想 是 
《 显 式 地 ) 定 义 一 个 Cauchy 序列 x, € U, E Ke) -> 0， 然 后 
HO (Banach 空间 X 的 一 个 天 子 集 的 艺 包 ) 的 完备 性 ，xo 收 敛 
到 某 个 元 素 £€U, Bf ERE, 1) 一 0。 这 种 方法 景 简 
单 的 情形 可 介绍 如 下 : 


31A Aiki EE ， 
RAR EMME SSIS SMEARS, 我 们 打算 用 定义 一 
个 序列 节 办 潜 找 出 4 的 不 动 点 ， 设 序列 取 作 ms. xs n.r, 
4 xz， 和 E5， 要 找 出 关于 8 和 4 的 条 件 以 保证 这 个 序列 收 
伍 ， 一 个 简单 的 回答 是 : : 
(3.11) 压缩 映射 原理 用 S(T, p) 记 Banach 空间 X 中 的 球 ， 
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其 球 心 在 E 半径 为 o. AAR SG. o) 到 自身 ， 对 任意 x, ve 
S(,e), A WERE 
G12) 14x — Ay < Kle — yi, 
其 中 大 是 小 于 1 的 正 数 。 那 么 ,4 在 SG. p) 中 有 且 仅 有 一 个 不 
动 点 xs TEL 是 序列 mm 一 Atle 一 0，1，2，…:) 的 极限 ， 
其 中 是 SCR, 0) 中 任意 一 点 。 

Wh 首先 证 明 , 对 任意 me SCF, p), ry 一 ds, 是 Cauchy 
序列 .事实 上 ,对 任意 下 整数， 和 p。 和 几何 级 数 Kn K'e 
相 比 较 ,可 得 


ar, — tall = M attt, — ssl 


ETE 


< 2j 4s — Aa 


jen 
stent 


< 31 Kijan — al 
» 

1—K 

因而 ,对 任意 p, 当 ”一 co 时 deu, — m] 0. ae {x,} 的 确 是 

S(X, o) 中 Cauchy 序列 。 因 为 S, p) 完备 , di s, 收敛 到 某 

Xa E 8(xX，p)， 由 4 的 连续 性 、 


(3.1.3) Ax, dm Ax, = lim tpj = x. 


< 


4x — xl. 


即 x, 是 不 动 点 。 它 还 是 唯一 的 。 否 则 ,如 设 ) 是 另 一 个 不 动 点 ， 
那么 从 (3.1.2) 推出 
lta — Yall = x — Ayal KI x — vel, 

这 只 有 当 xu 一 y, 时 才 可 能 . 

{3.1.1) 有 很 多 有 意义 的 推广 , 当 映 射 4 与 参数 有 关 时 ， 下 面 
DE RAA. 
(3.1.4) 推论 设 4(x,8) 是 从 SCR, p) X BSR, o) 的 连续 
映射 ，8 是 距离 空间 ， 对 每 个 8EB, AWE (3.1.2)。 那么 映射 
EIR (x An, B) 的 唯一 不 动 点 ) 是 从 8 到 Xx 的 连续 映射 。 

ETE 


MEEA: EEE BT! Bp Bus BBA EBn) = ty, = Alas Pada 
wees, VUE ACE. DU 
lC — BCG) = Cu, On) 一 Eg snl 
SACs, Sa) — Ares BI 
+ lAl, Ba) — Alass Bea) 
SK iz, ~ toll + | dre, Ba) 
— Aus Badlls 


IC) — COM S <A WAC tens Ba) — a Ges Balle 


因为 4 对 8 连续 ,上 式 右 端 趋 于 0, 结论 得 证 。 
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现在 证 明 Banach 空间 中 著名 的 到 函数 定理 和 隐 函 数 定理 . 
这 两 个 结果 都 是 田 构造 亚 代 格式 得 划 的。 对 第 二 部 分 一 开始 时 所 
提出 的 线性 化 问题 , 反 图 数 定理 首次 给 出 了 回答 。 同 时 , 隐 范 数 定 
理 回 答 了 和 人 参数 相依 性 有 关 的 类 似 问题 . 
(3.1.5) ROM Bex, HE Banach BH xX BÉJ— ^A. 1B 
EXE x 的 邻 域 上 在 男 一 个 Banach 空 司 Y 中 到 值 的 C? 映射 ， 
WA MR Flr) 是 一 个 从 X 到 Y 的 线性 同 构 , 则 是 从 = AAS 
IR UC) 到 fCn) RS BARS TREES. dH. im ly — fC) 
ir BAP 
i 3.1.6) teri = tat A (170 y — K21 
CBA) f(x) — y 在 U(x) 中 的 唯一 入。 

证 明 : 4 f(x) 一 加， 假如 ily 一 ol 充分 小 :我们 首先 确定 
2 使 得 九 十 p) 一 y。 或 者 等 价 地 ， 


{3.1.7) Ka + p) — fU) m y — yo 

ROG fF AE xs Rd CRATE f(xo) r8 (3:17) 
推出 f(x)e + Rm, p) = ¥ — Yos 

EU emia) — n) — Rls, p)], 


Me 


ETE 
Rms p) = fU + p) — x) — f'Cude = oCllell). 
我 们 指出 , 当 lol 充分 小 时 ，(3.17) A BOUE FRE. MU AE 
证 明 ,对 某 个 充分 小 的 s, 算 了 
Apc [f(x)] (y — yo — ROS p)} 
是 从 SO, e) SÜELERRSIERRER BJ, Kop s(0, e) eX AUER. 
事实 上 。 对 2 和 pE SO, £), 
Fride — Apt = Rt, p) — Rito e) 
= f(n + o) ~ flr + e) — l'G)Co, — 9) 
— fA Gs + to + — 09) — Ce) Me, — 0) dee 
fü 
(3.1.8) 4e — Aol < REP CO TMI Ce + te 
+ =e) —fGyllle ~ ella. 
因为 了 是 CB, TIS 上 pk,liedl 取得 充分 小 以 使 最 后 一 个 积 
分 的 中 间 项 任意 小 。 因 而 对 某 个 常数 和 < 1 058 y — » 5X) 和 
充分 小 的 > 0, 4p — Aol < Kile — oh 对 5(0, 6) 中 的 一 
Hose, MEAR S0, e) 到 自身 ， 事 实 上 ， 
lapl < le — AW] + ACONM S Ki ell + ACI, 
并 县 ,只 要 |y — wll O — KOSHPGOT RA 
LAC) = IEF COT (n — 901 < (1 — K)s, 
Wine FERE IRA AE T. 4Æh S(O, e) 到 自身 的 压缩 映射 . 
根据 压缩 映射 原理 《3.1.1), 4 在 (0,0) d Ex Mh 
B «e 选 得 那样 小 ,使 得 
SQ, ICSC, (1 — Ke C21 717). 
把 这 个 证 明 步 又 倒 过 用 就 可 得 知 , 当 ly — » 和 lol 充分 小 时 。 
fx 十 p) 一 ;有 县 仅 有 一 个 解 ， 从 推论 (3.1.4) 和 
Ap = [f(x)l Ny — ys — ROG, p)} 
GAARA Y 这 个 事实 直接 推出 " 连续 依赖 于 y, 因而 
z= t+ p 
连续 依赖 十 PEPO 一 x 有 定义 并 是 从 Y 中 一 个 球 
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Son 到 和 的 连续 映射 ， 最 后 ,对 充分 小 的 EOS) — yl foo 
y 有 了 唯一 解 x 一 r t op 其 中 是 序列 po 一 03 ps = Apa HOME 
R. 那么 
X. — Xo Pw 
=H + do 
= ret LF Ce) ITTY — f) Rin, Paai)? 
Sex tL CI Ly + Fadesa om fO H ped] 
Sanai bP CT by — aul. 
因而 
x= limz,, 
其 中 s ARTUR 7 
Ea E xa FU Ce) ly — fO] 
EX, 
(3.1.9) 推论 在 定理 (3.1.5) HREF, 17! 在 为 点 可 微 且 
GQG7G' = FC) 
TR: AUR fe) = y 和 f(x) on. BA 
Tv 8) — En) — FG) 
= f(y M) — A} 
mo lO) fs + x) — Hae) — fGs)x] 
= of Ile) = o( AID. 
FEE yo ATIRO Cm) m OG). 
下 面 ,我 们 寻找 使 方程 f(r, y) 一 0 局 部 叭 一 可 解 ,并 且 
y= g(x) 
f ASMA, 
(3.1.10) RAEE 2 X. Y 和 Z 是 Banach 空间 ,U 是 XXxY 
中 点 Gu yo) KIBR, es y) 是 从 局 到 ZZ 的 连续 映射 
Hos yo) = 9, 
f nn) 存在 且 对 x 连续 ,是 Y 和 Z 之 闻 的 线性 同 构 。 那么 m 
在 定义 在 n, HG ADR U, ERSTE VEA RE Uc Y, 使 
S) = Yoo 
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CRM ret, xe) = 0, 
TR: 对 在 e REN x. KS 
f(x, y) fins wily — Yo) + Rees y) 
对 Cros yo) uir Ces ACE, yds 
R(x, y) ~ Riz, y) 一 ofly — y'i. 
PE (s yo) 附近 解 f(x. 3) — 0, ABHOR AT 
Ay = y — [hylan v1 f. v) 
= y, — ftos x)RGs y). 
对 ay MERER ©, 定理 《3.1.5) 的 证 明 保证 了 4: 是 一 个 从 中 心 
在 六 的 小 球 到 自身 的 压缩 映射 。 由 (3.1.1)，4:《y) 有 唯一 不 动 
点 yE), B (GIA), »00 ERREF. 而且 v) m vm 
fe, y@)) 一 0。 进一步 ，y(s) BRAKE TRUE T XE RR 
数 , 因为 任何 这 样 的 函数 必然 是 4:y 的 不 动 点 。 于 是 我 们 只 需 
令 ee) yG) 就 得 到 要 证 的 结果 . 
{3.1.11) 推论 ”如果 在 隐 函 数 定理 (3.1.10) 的 条 件 中 青 加 上 上 
fs y) FEE, BE Cn. yo) 附近 的 (x，y) ER, 那么 函数 
8(x) 对 x€ U, 连续 可 微 ,而 且 
(3.1.12) gy = — Urs Rs))1 f(x g(). 

证 明 : 我 们 首先 证 明 a(x) 具 Lipschiez 连续 性 .在 扑 论 的 假设 条 件 下 。 
"xy v) 在 (ms wm) 附近 是 局 映射 ,对 充分 小 的 | 名 和 (x。， yo) 附近 的 
Gy) fs, gC#)) = Hr + Ay ee y) m os RTT Kx + Ay aCe + kY) 
在 (x，a(x)) 展开 就 得 到 

Wales SR + fxs A IC + 4) — As) 
= oÇ [lai] + leCr + 4) — aCe dD. 
因为 fs 62) ABE e 处 连续 ,所 以 
{3.1.13) [sles ee) ey 8G + Fate + 9) — II 
= of jèl] + feCr + E) — CPP 
于 是 有 一 个 与 无 关 的 常数 MM, 使 
fete + A) — g(x 
从 而 可 由 【〔3.1.13) 推出 a(x) SIRERLCS 1.12) 成 立 。 
BE: 
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如 在 (x. yo) 附近 Ka. )€ C", PARK 1) 也 属于 
C*, 5 一 2 时 可 直接 从 (3.1.12) 推出 ,对 一 般 的 #, 用 归纳 法 基于 
同样 的 公式 得 出 ， 


31C Newton 法 


现在 我 们 来 看 登 代 格式 (3.1.5) 的 一 个 改进 , 即 Newton ix, 
这 个 方法 使 (3.1.5) 的 收敛 速率 有 了 实质 性 的 提高 。 Newton 法 
可 以 叙述 如 下 : 对 te) = 0 的 解 给 出 了 一 个 初始 近似 s, 设法 
找 出 更 好 的 近似 s= r 十 po KP pi 选择 得 使 当 略 去 高 阶 项 不 
计时 有 $6) 一 0， 没 [P021 存在 ,由 

Hx) = Hro + o) = Hx) + fro)p + Casi)» 
可 得 pi 一 一 UG) Y (xo)， 继 续 这 个 过 程 ,在 第 4 步 ,由 令 
Pari = — Lf (rad Hra) 

求 出 一 个 近似 解 ta 一 xn 十 pme 于 是 ,只 要 (Ca) 总 存 
在 ,我 们 就 可 求 出 f(x) 一 0 的 一 个 形式 解 


Xa to H D) Pm 


Newton 法 的 价值 在 于 x。 以 相当 高 的 速率 收敛 到 xu. 这 就 是 说 、 
原来 由 估计 式 bres. 一 nali Kira 一 tall 产生 伊 束 
Za — xl = O(K"), 
现在 得 到 一 个 宕 次 收敛 的 速 率 : esa 一 toll S Klee me^ 
从 而 de. 一 awl] = OL(sK)**]， 其 中 as 玫 是 确定 的 常数 
Eo = (A kC 

FALEFA (x) 包含 了 X 的 菜 个 球 5 内 , RF C 类 ,是 对 
TR x, y€8, IEO —f'GO] < Mli 一 vil, 那么 由 Taylor 
公式 给 出 
(114) — |f) — Kra) — Gs Gr. ta) 

< Mle 一 seil. 
由 定义 ,对 任意 FG) 一 一 Pag) trn — tr), 于是 从 (3.1.14) 
推出 


"Wie 


L they, — all Ui Cres — t < Mite — red. 


WE Cee) 
从 而 有 
(3445) esr — za MW ICs — tall’, 
我 们 可 以 取 K= MsuplLfCz)17]. 

(3.146) 定理 设 S(#, 8) 是 Banach 空间 X 中 的 球 ,了 是 定义 
在 S(3,8) 上 ,在 男 一 Banach 空间 Y 中 取 值 的 C SES, x E 
S(x, 0) 中 任 一 点 ， 再 设 对 任 *，?》e SCZ, 0), F 满足 

G) UG) — fODl < Mille — yi 

Gi) f(x) Ex ^Y odds, 
那么 ,只 要 MORD 充分 小 ,序列 xui ta m IPOs) EC) 就 
AEX, BUH f(x) 一 0 的 唯一 解 ze。 并且。 对 某 个 正 数 
s<il, YN—oott xy — ral] 一 Oe”), eH FRAY (118^) 
确定 。 

EBA; 仿照 反 函 数 定理 证 明 中 的 做 法 , 令 fC) = Yon 寻找 元 
KOR Kx + o) fn) — v. HE (mt ee SCE. 5, 将 
Hox) 在 x +o 展开 ,得 

Ha) = Ha + p) — l'Gs + ee + RGs + ps 0), 
我 们 得 出 ”的 如 下 方程 
(3.1.17) —n= f(t ele + RO + 0,0), 
其 中 [RC + ps oli — oCllelD. RA F RREAN, 故 对 
充分 小 的 lols fir + e) BERR. 因此 ， 对 充分 小 的 
lel, AF 

Bow — [f(a + p)] "E + Rm + pp)} 

AEL FUER: (i) 对 完 分 小 的 9 > 0, BIE M— MR SCm， 
引 ) 到 自身 的 压缩 颈 射 ,从 而 方程 (3.1.17) 有 唯一 解 。 (ii) 所 得 
到 的 收 化 一代 格式 和 (3.1.16) 中 所 定义 的 一 致 ， 

iE BRI, 我 们 先 对 [f(a 十 e) 对 ?的 相依 性 
PERS., RAS g(p) = [f(xo t+ 617, BRE Gi) 
和 恒等式 L7 — byt = L —L)L 


"jie 


letp) — eCej < Mille — o'ilg(odiilleo dU. 
令 lg(0 川 = C, 我 们 有 
(Coll < Hele) — eco + € 
< CME + €; 


所 以 lgCo)l < CCl — EM Mol. 
因而 对 于 lel <8 < minf(Q2MIC) S2), &(o) 存在 且 
lelo) S 2C. 


而 且 , 对 ps PESU 9), 
IBe — Bel < EIRC + o, 0) —Rlm + e's pOl 
+ leto) — gels + RE + eel. 
Bue, 
R(x, + psp) — R(x% + po) 
= fn + p) — Harb 6) + P'Os + op — Fa + pe 
= f U'Gs + e+ slo — o)) — f'Gs + pNP — p)as 


+ Gy + 0) — fs ele. 
综合 上 而 的 结果 ,再 用 定理 的 假设 ,我 们 求 出 
[Be — Bel < 2CM {lo — oll? + Nelle — ell} 


< 4C ( iyol + i Alei ) ve’ — ol 


< Kle — el. 
其 中 Ker 是 与 ?和 P 无 关 的 正常 数 ， 上 式 当 8 和 Pool 充分 小 
时 成 立 ， 再 加 上 
Boll < 18e — BC + BCOR < Klal + Cllyoll 
就 推出 , 当 Clbpol < (1 K 时 , [Boll gz。 所 以 ,只 要 选取 
ull 0 8 384p. B BG SC, 87) 到 自身 的 压缩 映射 
于 是 也 有 唯一 不 动 点 BE SC, 0), 它 是 下 面 序列 的 极限 
(3.1.18) a= 0, 
Pri = Be, = Es + o2] y. + ROS + ons nd} 
= cdd Gs n) FG H pa) — f'Os + end ont 


dae 


= pr — [f(x ot on) TICs + po), 
4 os, mo t pas (31.18) 就 成 为 定理 中 提 到 的 经 典 的 Newton 
BRER tan 一 24 一 [了 (xn)] 有 xo) 令 zo 一 limzns jz 一 
xw] 的 估计 式 可 以 得 包办 为 周 不 等 式 〈3.1.15)， 有 
Hane. — anil = OR”), 


事实 上 ， 
Weer — tn) < Klay — mex 
< Ret, al 
= O(K™ ix, — x P"), 
于 是 ,如 令 


(3118) e= Kix, — xl = KIC) NAC oll 
就 由 《3.1.15) 得 到 
ls — zl & 23 beers — zal 


lze — twi OCT — xl) = OC), 


34D 局 部 满 射 性 的 判别 法 


B fi) BORDER xp PG) e Os) 附近 的 性 状 可 以 说 些 什 

么 呢 ” 在 下 一 章 我 们 将 讨论 这 个 重要 的 问题 。 但 是 ， 刚 才 发 展 的 
方法 已 使 我 们 能 够 研究 那 种 情形 , 即 了 (x。》 是 满 射 ， 但 不 必 是 单 
射 ( 在 无 穷 维 Banach 空间 中 常常 出 现 这 种 情形 )。 
(3.1.19) 定理 iE x TY Banach 空间 ，f 是 定义 在 了 中 点 to 
的 某 邻 域内 , E Y HBA CRR, (n) Bex Ek Y. 那么 ,对 
x SEN x. f 是 一 个 开 了 映射 ， 

MES]: 只 需 证 明 , 对 vo = Ae) FIDES v» 当 lol 充分 小 时 ， 方 程 

Hae + o) — Ke) —¥ — vo 
有 有 解 ， 内 为 了 在 r BAEC SU PARA E 
V(x) + Rros 9) = Y — yos 
其 中 iR e, o)l = ok lpji》。 为 证 最 所 这 个 方程 有 
kin FOR EET RR 


te 


fh, 对 给 定 的 o€X, 26 


(#08 = (y — 4) — RCA). 
因为 f(x.) BWM, (1.3.24) 保证 这 个 方程 有 解 就 p), 使 得 
(3.1.20) Co s MIC — ye) 一 RGs Pils 
其 中 是 与 * 无 关 的 常数 ， 我 们 可 以 定义 一 个 序列 (on). BHR: 
Ci) f'G)eu = Y — ya — ROropn)s 
QD Jon || Mily — ya — RGres Pnie 
显然 ,由 Cox} 在 ro PORE ERA HS EEG TEE REOR yo 附近 的 任何 >) 就 可 证 
明定 理 。 我 们 由 验证 压缩 映射 原 仍 的 不 等 式 
Wenge ~ enll&&lon — Pnt 
来 证 明 这 个 极限 存在 - 
事实 上 ,对 pn ESCO, 01) 和 ”esS(yascpt)， 根 据 (3.1.20) X5 «1» 
当 * > 0 充分 小 时 
lons < Me, + (82) <8, 
FENN, {on} €5(0, 6). BAB Pras On EO, 9), 
Hons — PN) = RÜ Pn) — RCo On-1) 
= Kro + Om) 一 其 ra + Our) — POON — Oma) 


= Ps + onma in m om) m Fs) Kon — 0n dr, 
白 中 值 定理 ,对 某 个 n € L0, 1], 
lenis — Or SME + Ones + (On 一 on 一 Ceollen — enl. 
AX FEC HRA a, 充分 小 时 ， 
lonn — onl <4 lon — oval 
TRES (3.1.1) 的 证 明 , 序 列 {pw} eis osos ESCO, 2), 
H Kau + Ba) —», 
ATLAS xe HIERN «RS, F EFRR 
SIE 对 常 微 分 方程 的 应 用 
上 面 结果 的 一 个 重要 应 用 是 讨论 初 值 问 是 
61.21) EE jle), x0) =n 


RARE. Fol RIER A EA x, KR ACs e) 对 +E[0,a] 
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连续 、 对 固定 的 4 了 对 x 局 部 Lipschitz 连续 ， 也 就 是 说 ， 对 
Banach 空间 X 中 的 开 集 U, x, 2 EU, le — ml] RG 1, 2), 
在 在 一 个 仅 与 尺 有 关 的 正常 数 KCR), 使 
(3122) Hsr) — fü all & KCl; — xil. 
我 们 证 明 
(3.123) 定理 如 K(R)e «1, 上面 关于 Hts x) 的 条 特 均 满 
足 , 那 么 

G) 初 值 问题 (3.1.21) ER [0,2] 上 有 且 只 有 一 个 解 
(tym), 

Gi) 在 eG, x) 有 定义 的 任何 有 界 闭 区 间 上 ， tle, t) jè 
s 的 一 致 连续 少数 .更 确 著 些 ,如 果 

(Gs #) —f M s Kile — vll; 


那么 
【3.1.24) el x) 一 zt y) s la — xe. 
证 明 : (i) BA, (3.1.21) 等 价 于 积分 方程 

(3.1.25) x) =a + f Kes (5) ds, 
WA, (3.1.21) 在 [0 a] "ME 人》 当 且 仅 当 C) 满足 (3.1.25) 
* 

POLET f Kss a, 
我 们 征明 , MERA a>0, AER Cilo, als X) 中 基 球 到 自身 的 庄 
BRERAS. 于 是 , 据 庄 缩 岗 射 原理 ,C3.1.25), 从 而 (3.1.21) 有 且 仅 有 一 个 能 
x, xe). ANCES 

We = suplizC Ol 

是 定义 在 C([0. als X) 上 的 完备 范 数 ,用 3(x*e，R)》 jd cftos a], X) 中 
球 心 在 ,半径 为 的 球 , 则 


A f Ws elJ) NES (KR + IS 2H Jas 
同时 ,对 x. y € ZR), tae — Ayi Kay —» lh. T HS Ke «1. 
KaR + MACs vn) De & R 4 就 是 喘 Xo, R) 到 自身 的 压缩 映射 显然 ， 
当 0 «a < 1/K 和 = 选 得 足够 小 时 上 二 不 等 式 岂 时 成 立 。 
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Gi) BR G) 中 所 定义 的 映射 4 关于 x 连续。 于 是 由 《3.1.4), 在 
C([0, e], X) HATA MP, AAR A Us mm) 连续 依赖 于 x。 为 证 更 
精确 的 结果 ,我 们 推出 WRA «(rs m) 和 Os yo) 2308 3.1.21) XP 
始 条 件 r 和 mm 的 解 ,那么 

lC, ze) = Cs vol} 


& le = voll + [Mes sse 一 Me xs Dt 


< lee = voll + K Èf Mees n = ss vaddi, 
月 Xk!) 记 上 不 等 式 的 左 端 ,我 们 有 oC) > 0 且 满足 不 等 式 
(3.1.26) PORPEME KJ wyar, 
下 面 证 明 , 对 使 (O 存在 的 任意 区 间 [0，T]。 都 有 
sls 一 vole. 
事实 上 ,在 (3.1,26) 中 移 项 ,再 用 4 SR TREE 


Ee Foe] = oe o = x |i oe) es = nem. 


从 0 到 了 积分 上 不 等 式 ,得 到 


ek? 


-KT T = 
em fw yas — nl 


rd 
K K 
由 此 就 不 难 从 〈3.1.26) iH (3.1.24). 

我 们 再 证 明 一 些 和 (3.121) 的 解 x(:，w%) 的 连续 性 有 关 的 
结果 。 
(3.1.27) 定理 设 fU, s) 是 定义 在 R'X X 上 的 连续 函数 ,对 
固定 的 ”对 * 局 部 Lipschitz 连续 .那么 (3.1.21) 的 解 (1, 2o) 
可 以 唯一 延 拓 到 极 大 区 间 (0, 4), 在 [0，4) 上 仍 是 (3.1,21) 
的 解 ， 如 果 s(t) x) 在 区 间 [0，。8) EFE, lime(s, m) 存在 
HAR MAYA A> f. 

证 明 : 首先 证 明 (3.1.20) EMA (0.7) ERR x(5 r) 唯一 。 
Wry na) 和 Xe xo) Æ (3.1.21) 在 [0s 7) 上 的 两 个 解 ; 记 

Joder T) Bi x, m) = Y xD). 

A 3.1.23) 必然 不 空 ， 下 面 证 明了 是 MO 中 既 开 又 闭 集 ， 从 而 
由 io, v) 连通 可 得 1 — 上 0; Y), 因为 s x) FH 0) 二 者 连续 ;所 
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VU day AEJ EAR, i re Joué, HOMME IA (3.1.23), 
存在 8520, X |] <2, 


fete, 2, CORE CNS 


有 了 唯一 解 Cis x《Yos 20) = x + Fosta), FARK (To — 82% 8)C Js 
IARR. 

现在 证 明 前 面 提 到 的 极 大 区 间 的 存在 性 ,在 这 种 区 闻 上 有 满足 (3.1.217 
BOE xz ro) FE. he 是 (0, 52, +, 00) 的 集合 ， 其 中 Cs ro) 
在 [0, 5) 上 满足 《3,1.23)， 显 然 , 由 上 节 的 唯一 性 结果 。 对 于 任何 两 个 
这 样 的 对 {10 6.0, nO, 02) 和 {lOs 05), nO. 80) 对 于 1€ 
Cosmina X RU. (9) m nsn). a = uas WA 10,2) 上 
正好 有 一 个 函数 Ci, ne) 满足 初 值 问题 《3.1.21)， 耐 区间 fo, a) ER 
所 求 的 极 大 区 间 . 

最 后 ,如 果 在 [0, 8) 上 x(t, n) 存在 ， doa, s) 一 ”也 存在 且 有 
有 有 限 范 数 ,我 们 可 以 把 局 都 存在 定理 〈3,1,23》 用 到 信 革 问题 

Sako, 0)=%, 
并 断定 在 : 一 0 的 某 个 开 区 间 ( 一 952) LEN CO, 8) 存在 且 唯 一， 又 
h (3-1-23) LAR (8, 5) = 3, 对 人 €( 一 8,5)， 
Fy E) = aCi, APB, #0)) = xG + By ae), 

TE os, ee) 可 唯一 延 拓 到 区 间 [0, 6 + 5)， 并 且 仍 是 C3.1.21) 的 解 ， 

在 有 限 维 Banach 空间 的 情形 ,定理 (3.1.23) 可 以 被 改进 ,把 
f(t, x) Lipschitz 人 连续 的 假定 减弱 为 仅 要 求 其 连续 , 应 用 Schaude. 
不 动 点 定理 (2.4.3) 可 证 明 这 个 结果 .考虑 初 值 问题 (3.1.21), 设 
z(G) 是 一 个 N 维 向 量 、f(1，x) Bt ie 的 连续 六 维 向 量 函数 .我 
们 证 明 
(3.1.28) Peano 定理 在 刚才 陈述 的 条 件 下 , 当 | 了 | 充分 小 时 ， 
初 值 问题 (3.1.21) 在 区 间 E— T, T] EP MAS AC, x). 

WR: 不 失 一 般 性 ?可 设 一 0， 那么 (3.1.21) 的 解 可 由 解 积 分 方程 
(3.1.29) x)= EEDA (JERN 
查 出 ， 记 方程 (3,1,29) 右 端的 积分 为 4z(2)。， 令 

DOE 


sup fis, S| Ku, 


(Oar xa MD 
对 定义 在 [9， T ] ERCEEIICALN Hr «CO, ARTE 0, 7] E [CO] M. 
就 得 到 


(3.1.30) PEGI « fi lar < Kut < KaT. 


如 用 Cx[0，71 记 定 义 在 (0，7] ERERN AARAA Hrach 空间 、 
其 范 数 定义 为 上 确 界 ,部 么 ABM Cw[9,7] SIS SOAR. 和 前 面 一 
Fi 3.208860: AE Cn[0， T] 中 的 不 动 点 ， 由 讲求 17| 充分 小 和 应 
用 schauder 不 动 点 定理 (2.4.3) 可 得 4 有 不 动 点 ， 为 此 由 (3.1.30)， 只 
E [T|SM/K us ARR Zu = {| eM, x ECn[9,7]) BS. TEA 
引用 schauder 定理 ,只 区 证 明 4 是 3wC Cn10，M/Kw] EEREN. 
从 Kes C 的 连续 性 直接 推出 4 的 运 续 任 。 为 主 4 RARE G 1.30) R 
《1.3.13), 又 只 需 证 明 ,对 x(7)e Zw， 向量 ACY EON, HRA 


Jae) = nt = | Her stood etd s 
SRE TR RMSE. TERRORIA ETE MER, 


3.IR 对 等 周 问题 的 应 用 


很 多 与 梯度 映射 G'(x) € M(H, H) (H J&—* Hilbert. 空 
闻 ) 有 关 的 问题 可 以 表述 如 下 ， 在 限制 集 C 上 求 C) 的 原 函数 
GO) DREA x. 我们 把 这 种 问题 称 作 抽 象 的 等 周 问题 ， 现 应 
用 术 间 已 每 到 的 结果 来 研究 这 种 极 信 点 应 满足 的 算 子 方程 ， 

作为 Peano 定理 (3.1.28) 的 一 个 应 用 ,对 抽象 等 周 变 分 问题 
汀 建立 如 下 结果 ， 
(34.31) AS Hilbert 空间 ,om 是 CR GUGO BOR TERES , 
VRE C= Gi) m uim du 2, e NEG eR, 

TÉ Z EZECR A20 OR) t, 使 
(3.132) D UGH) = 0, 
其 中 Gilu) dd G;GO Hom AR Fréchet SET. 

证 明 ; 用 反 证 法， 设 向 量 Cie C = 0, 1, s, N) REZA AS 
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出 矛盾 ， 记 (9) 在 C 上 的 极 值 为 o， 下 面 证 明 , 如 《3.1.32) RAR 
么 当 | | 充分 小 时 ,可 以 找到 一 条 央 线 CEC, (0) 一 mm， 使 

Gr) = oe Ht, 
因为 :可 正 可 负 ,这 就 与 ce 是 Go 在 C LAME. HES 


COLE EIDION 


Hecho) 和 向 量 v 应 满足 

(3.1633) Af 0) = 0. Gault) m c 6 GG) = e m Me NY, 
Re 已 给 定 , 只 要 我 们 能 解 如 下 补 值 问题 

13.1.34) Leu + D aiw) rn 


ræ, le ee, Ni (0) D, 
其 中 7。 = 1， 对 i0, rm 0, RATER UR Ge 1330 AER (4), 
化 简 (3.1.34), RATTLER PANERA REL 


(3.4.35) (2) S o v. (0) = 0, 


其 中 a(0) m Cae ONAE O rm OO, 0. 0), Sa m (3,1 E 
(ND) & CN D BEBE TER ym (Gon CO nn ns 
Ww me (Bigg Wy, one OW), 
根据 Peano 定理 (3.1.28), 内 要 对 充分 小 的 17| ABBR 从/ sf1)) 有 道生 连续 
RMF OPE ACHETER (3.1.33) RAM, TEAR. TAOD 
WE. PRAIA RABI Cm) C= 0，…，N) 线性 无 
关 的 假定 ,选取 m 使 这 个 行列 式 不 等 于 0. 
事实 上 ,对 e, = Gn) 就 有 
det |ACOY)| — det[ CC)». GC 7 天 0 
没 车 不 然 ,那么 线性 方程 组 


BK) Hm) = 0, c0 tns N 
就 有 非 平凡 解 ( 璧 如 说 8)， 用 B, RL BRERA. At A= Å, 就 得 到 
N H 
> BGK) | =o 


= 


由 此 锥 出 


„Ite 


N 
DOE 


BAHS C(u) RETAMA = 0 (m 0，，…，N)。 这 个 矛盾 就 证 
明了 der Q(oCo> HO, FMA D], AMR MES 使 
ZCO ey + ty 

XOEJEBUBVOHRURAOS BIO. 

附注 : 

“4X HE Banach 空间 时 ,因为 {wi} 可 使 det]Q(e(0))| + 0, 
所 以 结果 (3.1.31) 仍 成 立 ， 

一 个 有 关 的 但 更 一 般 的 结果 可 以 叙 这 如 下 (对 可 能 有 无 穷 多 
个 限制 方程 的 情形 ): 
(3.4.36) BB WER Hilbert ZMH E] Hilbert 空间 H, 的 
CRH, SBE x0, G(x) RHR H. WE a e C GEB FQ) 
限制 在 集 M 一 {x|G(x) = 0] 上 的 极 值 点 ， 那 么 必 存 在 元 素 
heH, BE xS 是 无 约束 泛 画 FQ) — (GG), h) .的 临界 点 。 

证 明 : 令 了 = lea = 0}， 我 们 首先 证 朋 ,对 任意 *eT， 可 以 把 
TRY EMER om ect = e 的 形式 ,其 中 ee [T], S lelo Ht, 

le] = oC isi. 
为 此 ,对 筑 子 方程 
Mx, g)mG(x 十 xz 二 人 一 0 
FBR EM RANT EM &d0，9) 一 6 和 (zo) 一 对 一 地 映 T 
BR H,. HAR Baoach 定理 (1.3.20, GG) CMIRMIE T^ EN DADOS, F 
SMA DORGAN HA lel 方程 Ne) = ope ch e 
g= g(r7)ET:, 
PEL filo tS e oC Nall), RIESA, 对 充分 小 的 : 和 国定 的 
“eT, 
Oleg ix EC) = 0 

其 中 G0) € T^ 是 :的 5: Dk, Ae BUN TRIES = 0. 就 得 到 
(3.1.32) ^0 Glee) + G(x (0) = 0. 
FAM x€T, Gor = 0, A. (3.1.37) 推出 Z'O) 0 (AX GC fU 
MET LHRH). FE le — lle = CDD. 

FURR 61^, KA) m (Ge), 4) 是 定义 在 D 上 的 有 界线 


as14le 


HZA. Co) 是 f+ 到 H. REE. dE f 也 是 如 上 的 有 界线 性 
证 函 ， 从 而 存在 一 个 确定 的 元 案 A EH, BHM yew, 

Gs)» A= Os). 
于 是 ,对 每 个 4eT+ y= Gah, 有 


(3.1.38) (FG). A) = (GG, A). 
RB ERA EHA A= + m, 其 中 weT+, meT. BR 
G'(ay)m = 0, 


B-A RGR — BAR. AG) = x, + tm + i0), 其 中 
Uei = eC. 
于 是 对 任意 的 "eT, 


SPUD) eo = Fada m) = 0. 
BMA eT, MAMTA AEH, (3.1.38) 都 成 立 。 Fs BE 
PURER FG) = (CG), ^) TER ERRERA, 
作为 最 后 一 个 例子 ,考察 CEE F(x) 的 痢 界 点 ， 其 中 下 限 
HE Hilbert SH Hw M= {z|G(x) = HBL. WR 
EME CG) se 0， 那 么 F 的 临界 点 m 满足 方程 


(31.39) * F(x) — 1G'(xp) = 0, 
NECHUCOPRA COD) 
其 中 ? [eT M 


BIE Flr, 9) 是 一 个 二 次 型 , SEM 的 切 
向 量 场 上 ,由 公式 


PEG. 0) = £ PO) im 


确定 ,这 里 eG) EM EN e UR C 曲线 , 且 
i xD 一 wm 其 中 (v, G()) = 0, 


现在 来 计算 下 在 z 点 关于 M NELES. Gurt RR 
DES 、 

(3.1.40) 下 限于 Hilbert 空间 豆 的 超 映 面 驶 上 的 第 二 变 分 可 以 
写成 ` 
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GAAD BP (xo, v) = (PG) — AG"Gu)]v, €), 
其 中 (v. GG) = 0, 2 di G.1.39) 给 出 ， 
证 明 : RESASUUT (3.1.31) 中 的 证 明 , 如 果 7 GUT 3L E WIE 

x(t) = x oie + a(0)6 (x) 

也 位 于 SU E. Hp a0) EEA 

(33.42) «(0 = = (G0), EUY) GG, (0) = 0 

BOM. Hob. ESR 3.5.41) H RIE 20) MT. RE 

(dare (QI) = FOG))s r0», 
以 及 


(3.1.43) -Ë 


ar 


选取 (rs G()) = 0, 4(0) 一 0， 从 而 C0) m s. 于 是 


BED) = (GP (3G) DN + FOE)" 0). 


E PCR) ame = CF” (Jos v) + CPG), "(006 8)). 
TERREA tes PCa) — A6), 由 此 推出 
(3.1.44) FG, 0) m CP Cray v) + AsO NG Gs dH 
另 一 方面 ,为 计算 dOh REEE 
(GA — 6x), v) m Or), v) + o0). 
BA 
#0) = imr), 

于 是 从 《3,1,42) 可 得 

ACO) = ~ Qs ee IE Cro dN, 
最 后 ,从 (3.1.44) 得 到 

FÇ aog v) m (FG) — AG Cea) Jes 9)» 
其 中 (0, 6(8)) = 0, 4 由 (3.1.39) 给 出 。 


31G 对 映射 奇异 性 的 应 用 


设 f 是 Banach 空间 间 的 C' Beat. 在 2.6 节 引进 了 了 的 奇异 
点 和 奇异 值 的 构 念 。 这 个 概念 是 1.6 节 中 所 描述 的 有 穷 维 时 想 靶 
的 直接 推广 ， 于 是 ,自然 想 把 (1.6.1) 中 总 结 的 主要 结果 推广 到 无 
穷 维 的 情形 ， 下 面 我 们 从 证 朋 Smaie 定理 (1965) 开始 ， 这 个 定 
SEE Sard 定理 的 推广 。 


Mie 


(3.1.45) 设 和 和 Y 是 可 分 Banach 空间 , f Réf X Bly fj C? Ere- 
dhoim Bid, 如果 q > max (index/, 0), WA FARREA Y 
PRERE, 

TER: BAX ATRE DLRA TE HT SORUNGE CT RH 所 以 只 
需 局 部 地 证 明 本 定理 . Hit PTS FWY Fredholm REGAL. 换言之 
对 任意 6X, fede EBR NC, Heil A. RE NAK Ce) 
是 线性 Fredholm RA Boi Lj x 写成 直接 和 X = ker); 从 而 
X BUE TO x = (a, v), 其 中 c6 kenn), e€X,.— 3} zo 附近 的 一 训 
x= (x, 0). WERT LG. v) RM 到 了 的 一 个 闭 子 窗 间 上 REEK 
数 定理 可 以 找到 mw 在 KerF’( xe DX, 中 的 一 个 开 邻 域 DDD .使 5, K 
并 且 当 限制 1 到 OY, LI, £451 «0, SEA ER AOR. Wk 
Ka) = nov. 其 中 ae (se BP, Hi} GB, 我 们 先 证 n 
AWE, 因为 OR, ie su; XE KR, oy, EZTA 


umi EA, Sp 了 局 限于 2x D. 上 时 是 同 是 映射 ,于 是 eem. M 
而 fru} 有 有 政 列 、 
根据 (2.6.8), + 的 临界 点 党 是 闭 集 ,又 因为 了 AMM. TRA RIE, 


对 任何 = €X, DAR. fC.) dE v RETR OL 01s dk oL G2] PR 
育 了 的 正则 祯 、 事 实 上 ,这 时 7 enl HE YE. Orb. BA 
限 维 的 结果 (1.6.1.(i))、 因 为 dim coker f(x,)« oo, $ 
Y = cokerf (c, )BY,, 
县 存在 一 个 标准 投影 Pi Yoket f(x), WE 
PCs om PKs, va); kerf (xe B{Yo} coker (xe) 

EA Ct BRAT HDL Sard ER (1.6 1.0)) 推出 , 在 POUC 中 必 有 有 
PREME. BR ye P0 MOL Gol ABA y R RAEN. 

te 201k Ma AUC RATER PER. ERA, 
由 负 指 标 Fredholm 算 子 定义 的 任何 问题 都 是 不 返 定 的 ， 
(3.1.46) 1 f; X— Y 是 任 一 负 指 标的 Fredholm 映射 ， 那么 
AX) RERA MEHR Ke) = y 在 关中 有 解 , 那么 必 有 
与 为 任意 接近 的 y, 使 Kx) — y TEX TUERI, 

证 明 : 如 果 (X) 含有 内 点 ,根据 (3.1.45)， 在 f 的 值 域 中 必 存 在 使 
RARD 26/700, LG) Rib 1x》 的 指标 = dim ser rom 0, 
这 与 FO) AAT IB, 
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对 非 线性 Fredholm 算 子 的 补充 说 明 : 这 个 结果 表明 , 负 指 
标的 非 线性 Fredholm 算 子 方程 都 是 不 适 定 的 。 更 明确 些 , 对 数 
学 物理 中 出 现 的 算 子 方程 来 说 , 形 着 f(x) = g 的 方程 的 可 解 性 应 
与 8 的 精确 性 无 关 ， 事实 上 ,由 于 实验 误 莽 和 某 些 类 似 的 原因 ,不 
可 能 得 到 的 完全 精确 的 信息 ， 

(3145) 另 一 个 有 用 的 推论 是 关于 具 正 指标 7 的 C"Fredholm 
映射 的 ， 它 说 ,如 果 4 > +， 那 么 对 几乎 所 有 的 ge Y, RA 

S= (lf) = g} 
或 是 x 的 + 维 子 流 形 ,或 是 空 集 ， 

设 F(x) 是 定义 在 自 反 Banach ZEX LAG. RN 
把 Morse 定理 《1.6.1(i))》 推广 到 刁 的 临界 值 的 情形 . (3.1.45) 
不 包括 这 种 情形 ， 这 是 因为 ， 当 把 了 看 作 从 X — R RAT, 
FF 可 能 不 是 Fredholm 映射 事实 上 ,如 PG) 一 0， 集 

S= BIEG), 4) = 0} 
有 时 是 无 穷 维 的 ， 下 面 证 明 
(3.1.47) 设 X 是 实 可 分 自 反 Banach 空间 ，F(x) 是 定义 在 XxX 上 
的 Cr REZA, PO) REX A X* ( 的 共 孝 空间 ) 的 非 线性 
Fredholm 算 子 ， 那 么 , 当 m> max(dimkerP"(x), 2) Ef, F(x) 
的 临界 值 集 ( 在 Ri 上 ) 的 Lebesgue 测度 为 零 . 
证 明 : 设 是 F(x) 的 临界 点。 加 我 们 能 证 明 CRs SR 


SAFER, deep m > max(kerF" MA 3. 那么 引用 有 限 维 时 的 结 
(1-6-1) 就 可 证 明 ，FCz》 在 xo 附近 的 临界 点 相应 的 临界 值 为 Lebe- 
sgue WHIM. Yn FCs) 在 X 中 临界 点 的 集 台 为 Cc, 则 可 用 形 若 0., NC AaB 
LHC, 在 每 个 On NC 上 FCO n C) WES. 因为 x 可 分 ,要 六 

U {ow Nc} 

E 
有 可 数 子 覆盖 .由 可 数 个 零 测 集 之 并 仍 为 鹤 测 集 ， 民 C) WARAH. 
于 是 剩 下 来 的 就 是 证 明 ( 六 )。 因 为 FCx) 是 Fredholm EF SAGE 


分 解 X = kerk (ao XDX,. BEBE © X IUUE AE et ns 其 中 
s G kerk” (ao)s me。 用 辐 祥 的 方法 ;我 们 可 以 分 解 
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X* = cokerF"( x, )@DX?, 
以 及 
F(x, x) m (P,F, PF) = (n ns On 2). 
其 中 心 和 记 记 相应 于 这 个 分 解 的 偏 导 算 子 ，P 和 P. 分 别 记 两 个 标准 投影: 
MeokerF (x) 和 X*OXP, FAME Lo PFC) 局 限 到 X, 上 时 , 它 一 
对 一 且 映 上 ,由 (1.3-20) LAW. RARE, E xz, 附近 定义 C AE 
MG. Cs €) BT: 
Cty #3) m (2, EUG n). 
因为 pE, 8) 一 FAB, )) 在 Aea) 附近 的 临界 点 是 
P(E, £) = FROG, $,))'1—9 
的 解 ,所 以 ?在 AG). 附近 的 临界 点 和 了 在 附近 的 临界 点 一 一 对 应 。 
根据 诡 函 数 定理 不 难 验 证 à ARTI. 

下 面 证 明 eC, 和》 的 临界 点 全 部 属于 子 空间 eem on), Mim x》 
的 临界 点 和 92, 0) 的 痢 界 点 一 一 对 应 。 事 实 上 , WR Cr. 0) 是 % 的 临 
FUR, A 2) = (Es 82» BA fs x) = frs 一 0， 根据 上 面 给 
WAY AER, €, 0, 

最 后 证 明 , 如 果 F(x) 属于 Cm 类 ,那么 以 zy 0) 也 属于 C7 类 。 这 可 
MGT SHE: 如 果 F(x) jo tub (me 2), BAAR CT. R 
KE, e'G, 0) = CC, 0)) + AOE, 0), 根据 定义 、 

IAHE, 0)) = 0, 
所 以 e'(2, 0) = (67, 0) 属于 C77 类 。 直 此 推出 v, 0) 是 
C* 类。 从 而 ( * EH os, 0) RARER. ERER. 


3.2. 梯度 映射 的 最 速 下 降 法 


XH Hilbert 空间 互 到 自身 的 梯度 映射 Kx) 一 gradF(x) 来 
说 ,可 采用 别 的 技巧 对 刚才 讨论 的 这 次 遍 近 法 进行 补充 。 例 如 ,对 
TREE f(z) 一 0 的 某 些 破 代 格 式 ， 它们 毋 需 计算 在 任意 点 的 
P, 也许, 其 中 最 好 的 格式 是 属于 Cauchy 的 最 速 下 降 法 。 
这 个 方法 在 于 解 初 值 问题 
(3.2.1) em — HG). (0) 二 xo， 其 中 f= gradF, 


不 难 衫 出 的 一 点 是 , 当 + ?0 时 ,《 沿 着 (3.2.1) 的 解 x00) FGG) 


16> 


减少 ， 只 要 对 所 有 的 +。(3.21) 的 解 部 存在 ,我 们 试图 证 明 


limx(e) = ¥ 


FHA EE f(x) = 0 的 解 。 这 个 方法 的 收敛 性 需要 研究 ,我 
们 现在 就 来 讨论 它 . 


3.2A 对 局 部 极 小 的 连续 下 降 法 


如 FG) 在 某 点 ze 有 严格 相对 极 小 , 那么 下 面 的 定理 保证 了 
EXE FERRE GRE. 
(3.22) 定理 S(u, r) 是 Hilbert APH HAY, FG) 是 
定义 在 Slo. r) 上 的 CSIR. KAFERE I 常数 
AT, EENH +e SC. r) 和 ye H, BA 
(3.2.3) (GP ()y, y) z AW. 
BAM 4F'(xo)l/4 和 ”时 , 初 值 问题 〈3.2.1) 有 唯一 解 ， 这 个 
解 对 所 有 的 : 都 有 定义 ， 并 且 极限 ime) 一 x。 存 在。 ze 是 
F(x) 在 SG, r) 的 唯一 极 小 点 ， 也 是 fx) 一 0 在 Slo r) 
中 的 唯一 解 。 而 且 , 对 xz(pD x. 的 收 伍 速 率 有 如 下 估计 
(3.2.4) ls) 一 *e| = 0274. 

WEB. 首先 注意 到 ,根据 (3.1.23)。 对 于 充分 小 的 +。 初 伟 站 
题 (3.2.1) 有 且 仪 有 一 个 解 ， 为 证 G) 属于 Sor), HAH 
+ 一品 时 有 Mix/ddb 一 0， 从 而 ix 让 一 0， 我 们 论证 如 下 : 
WE (3.2.1) 的 解 0), 有 


(3.2.5) È REO) = GD, r = — fe Ol, 


因而 , 当 增加 时 FG) RD. X 
Z FW) — 2670), iG) 


-2QU(GGY)sGO,. c0) 
> Alr — 24 £ GU. 


ote 


因而 FQ) = ¢ 满足 微分 不 等 式 gr + 24g 20, 于 是 
(a/de) F(A) 2 — MeNe, 

Be (3.2.5), 

(3.2.6) Tz COR < Gre. 

积分 可 得 O 一 al MGI, FERRE Ñ Oe 

S(xosr)。 从 而 对 所 有 的 o (3.2.1) 的 解 存在 , 对 0 <<a, 用 

同样 的 方法 得 出 

Ux) 一 xD MG Ant C7 — 7. 

所 以 ,对 任何 序列 和 -> 00, eC) 是 Cauchy 序列 ,从 而 
Zo dmz(n) 

存在 且 属于 SS D. BA 

e x6) — x MC ae, 

放 ta 与 序列 a BRIER, M (3-26) 还 推出 

=D] = COT > 0, 
因而 fx.) = 0。 解 x 是 唯一 解 ， 实 则 如 果 了 在 ry E SCxos r) 
都 为 0, 而 xG) 是 连接 * 和 ? 的 直线 ,那么 由 (3.2.3)， 


0 Gt) — 1G), 2) m GGG — 0. 9) 
> Alle — y. 


类 似 地 可 导出 
P(x.) = DinF Ge) 


的 唯一 性 。 这 是 因为 对 se Sus r), Me.) 一 0。 有 
FG) — Pte) = [s s mns rne 
一 f Waea Hl 一 sa)) — Hx), * — xo)ds 


los , 
= E] Als — nu. 


328 等 周 变 分 问题 的 最 十 下 降 法 
把 (3.2,2) 推广 到 抽 粤 等 局 问 题 ( 见 丽 一 节 ) 是 有 用 的 ， 为 此 芳 志 限制 


stye 


TEMG BT C tA C BER P(x), C 由 GG) = 常数 定义 ， 假 定 CO) 充分 
EME FR ASR c 弧 连 通 ,我 们 证 明 
(3.2.7) 定理 VE FG) RI OC) E C EMER ERAT C m {21 OC) 
常数 } 上 Cle) #0, H G. 140) 定义 的 ,下 在 点 = 关于 5 的 "形式 的 ”第 
二 变 分 满足 如 下 不 等 式 : 对 某 个 绝对 常 区 4 > 4 和 所 有 

zeCasCnfzlliz — zoll SCA} 


(3.2.8) S(x,y v) m Allele, E Co, GTx)) m 0. 
RA NAA > 0, 初 值 问题 
(3.2.9) A = F(x) + X08), 
A) = (FC), Ce) MIC IMs 
20) = zo 
ARH 
lime(?) = ra 


存在 , 它 是 Kx) 在 C4 中 的 唯一 极 小 点 . 

证 明 : 用 (+) 记 (3.2.9) 的 解 .由 (3.1.27)， 对 足够 小 的 了 它 必 然 
存在 。 我 们 将 证 明 ， 当 CCx( 中 ) 为 常数 时 FCC) WA C) Nub. B 
ACE Cas JGEA-BESCHDHEUR , 对 所 有 的 o 200) FEE (3.2.9) 的 解 、 
事实 上 ,如 果 (0) 只 对 某 个 极 大 时 间 区 间 [0，8)》 存在 ,那么 由 上 面 所 讲 的 
以 及 (3.1.27) 就 可 推出 6 一 中。 此 外 有 下 面 的 式 子 成 立 : 

(FOOT = ACEC) — 0), 00) = ~ WO, 
ON = (7G), x00) + C'G, 2002, 
Fea) = 0 《根据 你 x) 的 定义 ) 
从 而 PC) 沿 C) 减少 ?而且 
UGG)" = 8, 20) ~ GG) £00) 


PES OO) + EGC). 


Be [RUV = 2088. x G3). FRM (3.2.8) FE e) ww FGO) RE 
足 微分 不 等 式 0°) + 24g 0。 和 (3.2.3) 一 样 ， 
li) = dl < M GoOl/4, 
所 以 t) €€4. 
重复 (3.2.3) 中 的 证 明 ,我 们 得 到 ta = limx(1) 存在 5 


aloe 


F(x.) — Mx. (x) 05 
于 是 te 就 是 Pn) 限于 Ca 上 时 的 极 小 点 ， 为 证 *- Boa, RA 
UD I 
FC xo) D FOR) + ql — oll) 
dux s > 0 时 aye. 设 (0， n) 是 连接 te A. BOTE CÓ 曲线 ,还 
BE (toe) 是 初 值 问题 (3,2.9) RATE CO E) NEAR. SIR CS 2.82 
4 ra m (fònt, n), 我 们 有 
(4a les IP = 220 na) 

= LCF x) CC Meas xu) 

< — 24 lirat. 
于 是 ehen Rec UR. A 


bess 1) — es oO < files oen 


«c^ Pasto, es. 
Auf 


= Time(s, 1) = lime(#, 0), 
用 Taylor EM (2.1.33), 可 求 出 对 某 0 < 7 < (ORE T FERA)» 
(3.2.10) Ka) EGG) + (ACY + Lele”. 


ABER. FQ) FC), ROADT = ~ MeO, ERG > 24 CONI s 
FRM (3.2.10) 可 得 FC Y) Mae) + C40 + OCP, Ki aA 
Ks * 是 唯一 极 小 点 . 

320 一 般 临界 点 的 站 果 


WERTE F(x) MARA, 但 不 是 相对 极 小 点 ， 那么 无 论 
fe 一 到 > 0 多 和 小 ,一 般 讲 最 速 下 降 法 可 不 收敛 到 38， 作为 例 
TAREE R 上 的 函数 


FG. Dae y tS 
相应 初 值 问题 为 


.150» 


(x(0), 7(0)) = (x0, 9). 
它 的 解 0) BERKE Fy) 的 三 个 临界 点 ; (0,0),(0, + 1) 
中 的 一 个 。 点 (0, 0) 是 FG, y) 的 鞍点 。 AER, IE 
Gn, ») 离 (9，0) 多 人 么 近 , 只 要 wH, 

(xCO, Y(0) = Qe", 90905 0) 
dU SCRI TBA (0, 土 1) 中 的 某 一 个 。 于 是 出 现 这 样 一 
个 问题 ， 是 否 象 刚才 给 出 的 例子 邦 样 ,最 带 下 降 法 导向 F(x) 的 
基 个 临界 点 (不 必 在 初 值 za 的 附近 ) 吗 ? 

首先 征明 下 面 的 简单 结果 
(3.2.11) X38 Gk F(x) 是 定义 在 Hilbert 空间 互 上 的 C' 实 值 
PRR, F(s) Lipschitz 连续 , F 有 如 下 性 质 : 

G) FG) 在 日 上 有 下 界 ; 

Gi) 对 R 中 任何 有 界 集 B, FO) 有 界 ; 

Gii) 如 果 在 互 中 xs BMF x, (grad F(x,)} AF v. 
则 v = grad F(x), 
那么 , 初 信 问题 (3.21) 对 一 切 : AR, BRR harm dE 
在 且 是 F(x) 的 临界 点 . 

证 明 : 和 定理 〈3-2,3) 的 证 明 一 样 。K*) 局 部 Lipschitz 连续 。 于 是 
对 小 的 1:，(3.2.1) 的 解 C) 存在， 并 且 FOO) 沿 0) RR. 设 对 
E [0s te) 1C) 存在 ， 但 对 :一 全 < oo。 1) 不 存在 。 那么 对 0 < ts 


DE 


(3.2.12) lias) 一 Jl = I: pn 


a d. 


< emacs) Iie 

< (farce ]^ 6. n. 
另 一 方面 ,因为 对 16 [0540s FO) AFA 
(3.2613) FAD) — 160) = Yr 


= = eene. 


Bte 


$A (3.2.12) 和 《〈3.2.13)， 我 们 得 到 ,如 果 s W GO 是 xX 中 的 
Cauchy 序列 ， 所 以 im 人 PERT. Eley 点 用 局 部 存在 定理 
(3.1.23), C) 可 以 连续 延 拓 到 />A 并 满足 (3,2,1)。 这 同 如 的 极 大 性 
EFAN e o. 

其 次 证 明 O) ATEAK) FÉ) AEE EROR P) 
有 下 界 , 从 (3.2.13) 推出 


f [lgradF(4(s))[|*@s < oo. 


于 是 当 + 一 co 时 lim|gredF(Cs(1))| 一 0。 另 一 方面 由 《ii)， 因 为 
LODEH E), FOCO) 
所 以 集合 HCY 有 界 。 因 而 LO ERRATEA G0). 当 00 
时 , 记 其 强 极 限 为 ?， 疝 时 sradF(x(4)) WAF 0, 48H (ili), 
pradF(F) 一 0, 

就 是 所 求 的 临界 点 ， 

如 果 假 定 P(x) 的 所 有 临界 点 都 是 跌 立 的 , 那么 可 以 得 到 比 
(3.211) 更 强 的 有 用 的 结果 。 
(3.214) 设 FO) 是 定义 在 Hilbert 空间 只 上 的 C 3c fü Z7 8, 
F'(a) Lipschitz 连续 ，F Cx) EH LATS, 并 满足 如 下 条 件 : 

G) FO) 的 所 有 临界 点 都 是 孤立 的 ; 

Gi) 对 任何 序列 {xo} 忆 日 ， 如果 |F(x)1 有 和 异 , F(xn) 一 0， 
那么 {xe} 必 有 收敛 子 序列 ， 
那么 对 所 有 的 i, 微分 方程 《3.2.1) 有 解 0), lim x(2) FE 
是 F(x) 的 临界 点 . 

ESA: RA (3.2.10) 的 论证 ,应 用 上 而 更 强 的 条 件 〈ii)。 我 们 可 以 假 
定 对 某 个 于 序列 “rm*co，x4) BIT sas afe ARE 

lima) = = 

BE. 

REAR, 必 存 在 两 个 以 *- KORE BO AO. HCO, 和 
5, 一 0, 不 含有 F(x) 的 临界 点 , 涪 时 ,对 一 个 无 穷 多 个 不 交 区 间 沟 成 的 序 
Pleas v). HERRN > 4， 使 得 当 Ee Las Te] 时 EO, — 0:， HH 

Wt) — Cad = Ee 
Al 


WBA GO, DER A, MER 60, - 0, WA facade) o d. 
否则 将 有 临界 点 £60, 一 0, 于 是 当 :一 oo 时， 


atx(O) = F (a09) — V, aradra( eds 


DEDE 


« &G)) - 224 T mitto 


i 


于 是 ,根据 前 面 的 事实 


lix) PCD — D dise) = «Gol 


a 
XF((0)- 2, Hd - ~ wy 
Ez 


这 与 Re) FAFE. 


3.2D ”一般 光 汪 映射 的 最 种 下 隆 法 


我 们 用 一 个 简短 的 讨论 来 结束 这 一 节 ， 即 最 速 下 降 法 对 一 般 映 射 的 应 
TH. 在 Cauchy 早期 的 研究 中 ， 他 指出 刚才 讨论 的 方法 可 以 用 来 研究 光滑 
映射 的 可 解 性 。 为 简单 起 见 , 在 无 穷 维 时 假定 fE C GERPE) Fredholm 算 
于 ,有 非 负 指标 * < as AE Hibe 空 闻 HH 到 自身 。 我 们 证 明 (3.2.15) 对 
任 pe 昌 , 方程 x) = p RAZR (=) = Kx) — ol 的 临界 点 相同 。 

证 明 : 简单 的 计算 指出 ，FCx》 的 临界 点 和 算 子 方程 
(3.2.16) [GI GG) — P} = 0 
的 解 相同 、 其 中 【A(x)]* 记 f(x) RIT. 根据 Sard 定理 在 无 穷 维 
时 的 推广 (3.1.45), 了 的 奇异 值 CS) 构成 一 个 无 处 称 密 集 ， 于 是 对 任 
PENS), 

diim K^rf*(x) = dim cokerf'(x) = 0, 

对 于 这 样 的 一 般 的 Ps MUR x E (3.2.16) 的 解 ,那么 E= b. 这 就 证 明 
了 所 要 的 结果 。 

TE 0K5S)， 在 3.24 一 C AAG ETE FG) = CD DER 
点 ,就 可 应 用 上 面 的 结果 研究 Kx) = 0 Ruf. 
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3.3 ”解析 算 子 和 强 级 数 法 


对 复 解析 映 象 ,还 有 一 些 方法 常常 是 有 效 的 ,用 它们 可 对 第 二 
部 分 开始 处 所 提出 的 问题 作 更 完整 的 讨论 , 
3.3A 一 些 启 发 
为 说 明 这 点 ,我 们 从 考虑 形式 的 传 定 系数 法 开始 , 它 的 合法 性 
H “Cauchy 强 级 数 "得 到 保证 ， 这 个 方法 是 研究 非 线 狂 问题 主要 
的 经 典 方法 ,迄今 在 非 线性 分 析 中 仍然 占有 重要 的 吧 位 。 例 如 , 假 
设 要 解 (解析 ) 算 子 方程 Ke, 4) 一 0， 它 定义 在 Banach. 空间 X 
上 ,对 小 参数 AEN, 并 已 知 Ke, 0) 一 0 有 一 个 解 wn。 FIR 
定 系数 法 ,我 们 假定 它 有 形 若 


zA) = mot $n, EX 
EE 


的 解 ， 设 这 样 的 解 存在 且 有 正 的 收敛 半径 。 PO), 2) 展 成 


GOLD = F hlas e 11", 


解 隐 函 数组 falt o te) 一 0 (2 一 1 2 …)， 设 法 证 明 ,在 
一 个 以 n 为 心 的 小 球 中 这 个 方程 组 有 且 仅 有 一 个 解 A. os 
eont). WAHRE 300 的 一 个 强 级 数 a), TELE 


2Q) + IL 


E 
确实 有 正 的 收敛 半径 ， 更 清楚 些 ， 
(3.3.1) 定义 ”如果 

(a) 一 Sie, 


其 中 x? EERE, el <7, BAR x*(4) 强 于 A), ide 
z(A)« x*(À), 
显然 ,如 果 °C) FUP RLM HE 


1548 


lim suplje" < o, 


那么 ,根据 2.3 节 的 结果 ，x(4) 由 有 正 的 收敛 半径 。 


t 


3 3B NRA 


作为 强 级 数 法 简单 的 但 是 典型 的 结果 ,我 们 证 明 
(3.3.2) PRE 设 XX Y 是 复 Banach Z Hj, 算 子 
F(z, y) BE C, yo) 的 某 邻 域 到 复 Banach 空间 Z 解 析 ， 还 设 
Flay, y) =0 IRET Fyle 1) SARE BA Flr, y)=0 
E (x. X 附近 有 且 仅 有 一 个 解 yf), Em FERES 1G) 是 
x 的 解析 函 煞 ,并 且 相 永 客 级 数 的 收 笋 半径 可 由 下 面 的 (3.3.8) 估 
计 。 

证 明 : 不 失 一 般 性 ,可 设 Go 为) = (0. 0), HFG WE 
(0, 0) 展开 ,得 


(3.3.3) F(a, y) = Fd,0)r+ Fa(d,0)y+ »3 F,(0,0) 


ES 
X G^ 9). 
H Cauchy 公式 ,其 中 
N 1 yt) =} Flix, ny) 
Fuld, O's WE | | Bn, 


Elmer, ile, 


现在 要 找 一 个 收敛 级 数 
(3.3.4) y= = as( x7), 


MAD lel 它 满足 方程 Fle, y) 一 0。 显然 ,因为 
Fy(0, 0) 一 一 工 

fab,» 应 该 满足 

(3.55) y= LF (0, 0)x 十 53 LF (0, 0)(s*, y) 


= HG, y). 
RIS RT HE MUR x. y 满足 (3.3.3) 这 些 系 效 至 少 形式 上 


olde 


被 唯一 确定 。 事 实 上 ,形式 地 将 (3.3.4) 代 人 G35), 就 可 看 到 算 
F o, 应 该 满足 方程 组 
(3.3.00 agit? = fau. core dae x), 090,1,2, -tt 
Rih fon 是 z 的 a 十 上 重 线性 算 子 ,与 we。 ai HS) a, 有 关 ,还 
E FG a1) 有 关 ， 于 是 ,对 m 0,1, ts te 
可 以 表 作 * 的 = 十 1 重 线性 算 子 和 Fi(i + j= n +1) 的 线性 组 
合 , 其 系数 为 正 。 因 而 ,如 记 one 一 Donley Fy), BARE 
函数 有 定义 , 且 与 Fly) 的 具体 形式 天 关 ， 为 证 级 数 (3.3.5) 
有 有 正 的 收敛 半径 ,我 们 注意 到 ,根据 Cauchy (iit (23.5), MR 
$ = AG, Hl, Dr ds i 


(3.37) jFaG yl < ME lelh 


pe 


其 中 M = supllf(x» y). 现在 考虑 这 里 证 明 中 的 适当 的 强 级 数 。 


根据 〈3.3.7)，(3.3.5) 右 端 在 S, 上 最 直接 的 强 函 数 elll» 
Ii) Æ 


wats C L) etot — Mas] 


iti 


a M H M 
«ucc ort 


下 面 是 强 级 数 法 关键 的 一 步 ， 即 如 果 

Ol, 7) > AG, Y) = Syl, Y), 
HEDE F ollel, 3) 有 政 敏 的 解析 解 了 二 lalele 354 
DE y HG, y) 形式 的 解 


y= $9 a) 


( 它 以 为 强 级 数 ) 对 jz Ri. 其 中 R< R, RR ym 
化 半径 。 事 实 上 ,如 果 y Xen, 
allel, F) = Zoll, 
WA ia S QuuCxl. oj), WEARER. AD H; S a, PB 
RUE 


数 On 有 性 质 aa = Deus, Ha). EUR ileal = Qanlla s ay) 
因而 y <7, FRAME 

~ 1 y 
aam s-iga 1 
(其 中 e= [LIM RRRA, Face ee ER 
出 ,如 果 把 这 个 方程 看 作 了 的 二 次 方程， 那么 ， 当 el 一 0 时 为 0 
DETRE 


ME LA^ tle 
, weal Q :) (! en | 

其 中 æ= rfr 20, c= ALOM, SA [xl] < oF AT 

4z 解析 。 

这 个 计算 可 这 样 进行 ， 当 看 作 一。 的 二 次 方程 时 ,(3.3.8) 

可 以 写成 


n eri x Ez 
athe LET EB) =. 

对 国定 的 x 和 +， 这 个 方程 最 小 的 根 《 即 当 x 一 0 时 为 0 的 那个 
很 ) 可 由 在 通 党 的 二 次 方程 求 根 公 式 中 选择 适当 的 负 因子 得 出 。 

关于 解析 隐 函 数 定理 的 附注 : 

注意 到 在 《3.1.10) 中 给 出 的 隐 画 数 定理 的 证 明基 于 和 压缩 
映射 原理 有 关 的 愉 代 施 式 ,就 可 得 出 (3.3.2) 中 第 一 部 分 的 结论 ,于 
是 , 解 y =y) 是 解析 函数 列 的 一 致 极限 ,从 而 解析 ， 不 过 一 般 
说 来 ;在 强 级 数 法 中 收敛 半径 的 估计 更 精确 些 ， 


3.3C 复 解 析 Fredholm 算 子 的 局 部 性 质 


作为 (3.3.2) 的 简单 应 用 , 沽 察 方程 EG) 一 ?在 ww 附近 的 解 
的 局 部 结构 , 其 中 zo 是 已 给 的 解 ，f 是 作用 于 复 Banach 空间 之 
间 的 复 解 析 Fredholm BAH, 
(3.3.9) 定理 ”如 X 和 Y 是 复 Banach Bj, EX, f 是 从 aa 的 
基 邻 感到 中 的 复 解 析 Fredholm Beat, mH y — 1) 的 已 知 
H BAE nME y 一 f(x) 的 解 玖 成 一 个 有 限 维 解 机 得 的 一 


"457， 


MTR, IURE o KEMA WAFER YW RN OE 
BR 


sg(2) 一 m = E 


Per 
满足 y — fs), 

证 明 : 不 失 一 般 性 ,可 设 so 0 和 lio ED. MAHA vm Ke) 可 以 
写成 
(3.3.10) v= r(0) + Ra), Et [RO = oC. 
ROGO ARRIT, i$ 《一 Ker( /(0))QX,, Y 一 Rangcf(0)QBY,, 对 

séS0,.6) ~ {sllall < ô}, 
Qsan to TL A MRT BH ee 
(3.3.11) ve f(0)s, + Re + 2). 
#2 (1.3.38). TERRAE AD 4.2 YX, XE r6 Raage 1(0), 它 一 对 一 > 
ERA x,。 使 得 
Afo) mt P, 
RR PEF Keros 上 的 投影 。 用 4。 PER CH 3 115, 45 
day moz, + ARS, + m), 
那么 根据 解析 聘 函 数 定理 (3.3.2), 1 一 Aa), HIP AC) = LAE 
复 解 析 映 射 ， 现 在 Kr 46) m Ya, do Æ Pange (0) 上 一 对 一 ,又 因 din 
Ke 4,) < 0、 因而 存在 一 个 从 Y 到 ,的 有 界 投 影 ?,。 于 是 (3.3.10) 等 
价 于 方程 
0 一 py 一 的 0)A0s)+ RC + 002))]. 

Jb Yom KefOn ARARE HEL HESR, 等 价 于 一 个 有 限 个 复 
变 元 的 ,有限 个 复 解析 函数 的 方程 组 ， 于 是 ,根据 (1.6.2) 在 解析 情形 的 定 
理 就 得 到 所 要 的 结果 


34 广义 反 函 数 定理 
344 — 5 à X 
EXE RIOR BME (3.1.5) 推广 到 线性 算 子 f(x) 没 
CS FRA. BE RE IP mw 附近 的 xz, f OR SER 
HO, ee f 是 C 映射 ， 定 义 在 Banach 空间 X 中 的 球 
+1580 


S(,r) CREA Banach 空间 Y。 设 已 给 出 fe) = 0 解 的 一 个 近 
似 za 我 们 试图 构造 一 个 "更 好 ”的 近似 1zw}.。 令 zw = ay 十 pn 
其 中 pn 是 方程 zw + en) = 0 的 近似 解 ( 关 于 a RE), 定理 
(3.1.16) 中 介绍 的 Newton 法 指出 ; 当 pw = 一 [f(xw)] Gan E, 
TE 和 附近 的 光滑 性 和 有 逆 性 保证 这 个 方法 收敛 〈 依 二 次 速率 收 
BO, 如果 对 x 附近 的 =, f(x) 没有 (有 界 ) 逆 ,对 每 个 线性 化 方 避 
仍 有 可 能 求 一 个 近似 解 prs 使 swe = tw + px Weak BI) 
f(x) 一 0 

鸭 解 《事实 上 ， 如 果 可 以 精确 地 测量 出 每 个 线性 光 方 程 的 近似 外 
ph EXER o 的 程度 , 那么 Newton 鸽 代 法 的 快速 收 伍 可 以 用 
TARES e 的 误差 )， 在 微分 方程 的 理论 中 ， 经 常 出 现 那 种 铺 
形 , 即 线性 算 子 〈f Qo) 不 能 保证 函数 在 它 的 定义 域 中 的 光滑 
Blin, WR 了 (x》 是 有 界线 性 映射 、 映 ?次 可 微 函数 空间 X^ 到 
Pp 一 从 次 可 微 函数 空间 X^7" (BO f (3029 mBO 25 RREERECI G0" 
是 从 X? 到 xt RT, 然而 常常 却 是 CED 
Xe XU (降低 了 8 次 可 微 性 )， 从 而 在 有 限 步 后 ， 序 列 
(UG) Yo Bf, TEX RETE. 有 时 有 可 能 用 一 个 近似 的 线 
OUR AXES. Tey(f ar 一 Lnxw RRE 0) EE 
实际 上 Ly AX? BX 有 界 ， 这 就 有 可 能 得 出 线性 化 方程 的 近 
JUR. 

为 度量 每 个 on 近似 的 程度 ,我 们 把 Banach Bix KA B— 
个 单 参 数 Banach 空间 连续 链 。 当 oc 时 XCX, a> 
a, X, 到 Xe 的 嵌 人 是 连续 的 ,并 便 Me) 一 logi jj。 是 “的 凸 函 
数 (o0) AmS Sr 和 vex, 

lel, < tern elle, 
如 果 GG) Y> X, BHR, HEX. HUE X. 时 〈 对 某 个 
920) CHAR, AMR X, 一 了 ， 通 近 序列 可 在 X, 中 
发 散 , 但 在 X 中 收敛 (n < +)。 更 清楚 些 ， 加 果 对 每 个 8 > 0, 
有 x.€ X, 使 Uf (wa, — git < elele 同时 对 Mille 所 Ros 
lxall < Efe. 
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其 中 。 和 Ky 是 绝对 常数 ,我 们 就 称 G0x — g 在 X, 中 4% 阶 近似 
可 解 。 现 在 用 这 个 概念 ,由 A Bt DURT AIREA EAR. 
fxpe = Ble = pa) 


证 明 一 个 结果 ， 
3.4B J. Moser 的 一 个 结果 


(3.4.1) 定理 没 1 是 从 球 Slos FICK, 到 Banach 空间 Y 的 
侣 映射 ,满足 ; 
G) 对 we SQ, 7). f(u) 在 X, 中 4 阶 近似 可 解 ; 
Gi) 对 «€ Slan, 7), MODI & elelo He Ha, 0 
关 ; 
Gii) 对 u, vE S(xy, F), BARRER 8E10,1) MM 0 
使 
WOGe, o) = MGR — He) — Fe] 
<M loli Milo ffs 
Gv) 对 fla, SK, (wll « MK, 
那么 ,只 要 了 和 HC E HO), EEAS 2 EDU 
ann = Xy b py 
E X, 中 收 化 到 x, 其 中 r OO E 19r. TEWE 
f: Xe >Y 


连续 ,那么 E) 一 0. 
证 明 : 不 失 一 般 性 ,可 假定 《it) 中 常数 一 1。 我 们 的 论证 
基于 证 明 三 个 归纳 假设 : 
UN) Mell < X^, 
QN) jen — xwall < 2K, 


GN) ey — eal < i K^, 
其 中 ,pp 和 s 是 待定 正 数 , 如 果 对 所 有 的 NN 这 些 不 等 式 成 立 , 那 


AE r mr (ul Gh a). dant 是 Xr 中 的 Cauchy FF E 
实 上 ,因为 
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Heller < lett elt, 


根据 QN) 和 GN), 


lav — sulle RI dis; — sjale 


M+ 


、 
< D ds salon luca; alle” 


IE 


Y 
LR P Keeman, 


cen 


亦 即 


; ra 
PES 
mm 


时 , 随 着 N. M 一 co， 这 个 级 数 超 于 09, 于是, 如果 — lim zw 和 


了 是 X,— Y 的 连续 映射 ,那么 (2) 一 0， 所 以 , 剩 下 的 只 是 验 
证 (IN)，(2N) 和 (ND), 对 N=0, (ON) 是 假设 条 件 ， 尖 


x. 没 定义 , 故 QN), GN) 没 意 义 。 假定 对 N 一 0， 


ON)—GN) 成 立 。 我 们 依次 证 明 Q2 + 1)). Ble 十 1)) 和 


GG + 1)) WF: 
QG 十 1)) 的 证 明 ， 首先 指出 


[xcd < Noll, + S ler — zil 


i=0 
«KAY lan ETE 
A 


«KU (当天 充分 大 时 )。 
由 近似 解 线 性 化 方程 了 (xs)ps + 10 一 0， 以 决定 
Zapi — Po 


令 mm 一 和 (其 中 待定 ), 可 得 如 下 的 佰 计 : 


e, my 
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(a) HW Cede, + Kao) MR, 
(b) jest, < Ks, 
litt (19), 
MfG) e kn 
和 lern — tol = fles Wf (xs) eal” 
SMG + ifGe + lend) 
KU + MeeR”, 


现 选 取 e > 0 使 

(4.2) Melk? < K", 

那么 eres 一 xl m 2KCUU, 
(GG + 1)) 的 证 明 : $B ER (b), AB 

(34.3) K'e < i kn. 

就 有 


laan — xl = dod Kn et, 


(C + 1)) 的 证 明 : 又 由 上 面 的 (a) 和 (b), 
WC taal] SIS) + fGsdes HO Cea ee Il 
«MG + feli + lots ec)l 
S MK"e + M loli eel? 
*MK'"e + MI2K P pH K” V, 
现在 这 样 选择 s Me, 使 上 式 右 端 不 超过 KA", ”如 果 下 面 的 
(34.5) 成 立 , 则 (3.4.2) 自动 满足 ,所 以 只 短 选 取 s 和 ”使 得 


(344) Kf gts i ket, 
(3.4.5) MK"e < i Kent, 
(34.6) M QK^ "y (g^ Kn)! «c liem 


RR QD (fiM ARE Xs € SCxros 72» DU FR Godd AE 
È. 
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因为 从 〈3.4.4) tH ELK FESPA e ton Kn BL 所 以 如 果 
GAT) stlar) 和 dete) <2Q—-8), 

BBA (34.5) fü (3.4.6) 成 立 *， 这 就 完成 了 《1(# 十 1)) 的 证 
明 , 从 而 定理 〈3.4.1》 得 证 。 


3.4C LRT 


为 用 定理 (3.4.1)， 我 们 现在 专 察 这 样 一 各 方法, 它 可 以 用 来 
CEE f(w)p + f(#) 一 0 的 线性 算 子 方程 的 近似 可 解 性 . 
光滑 算 子 BETS > 0 fla, 8 二 0 已 构造 出 单 参数 线 性 
STR Ty: XQ Xs。+s， 它 们 有 如 下 性 质 : 
(a) 对 vE Xas [Tullus << Celle. IEH C AAR RS 
(b) 对 »€X,, HU — Fedele < CE" lelh 
KRAT fs) SAME LGO. LOO 有 性 质 ， WR we X, 
f'G)v == 4， 那么 必 存 在 绝对 党 数 Cos 使 LLw)4 =v, UR 
(©) CylEGOR S fall S Col|L Geller» KU om 
示 由 算 子 Lu) 引起 的 “光滑 度 的 降低 
(d) LF) € Xo Bo> Gis EODD +8, < Ca 
于 是 ,如 果 了 f(x): X.Y BARAT, Gol C» RMR 
ps = — TLU u) 作为 方程 fw)p + 108) 一 0 的 近似 解 (把 
CRETE 工 (w)Ka) 的 光滑 化 )。 为 确定 这 样 选取 时 线性 方程 
的 近似 可 解 性 ,我 们 注意 到 ,对 we Xas 8 = Bo — Gis 
Mf Ges + Kx) II 
= |f G4 — Te) — HEGOfG) + Hol 
= POU — TOLGOfGOU 
s fea — Te) LCG) fare, 
ONCE HEO) leen sn 
S CCEC, lallan 
另 一 方面 。 
六 原文 此 处 还 有 一 个 〈3.4.87》 Ao AMAR Aan ARARA ME 
cR. 
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lleslls = VT eL GOfRGOl < CELL GNU) ane 
和 CE* Culf Go). 
TE AUT EAH lpslo~1/s， 令 
ET LIM 三 是 ge -- fle. 
我 们 得 出 ,具有 性 质 (a) 一 (d) HERR T RET 
fl pt fla) =0 
的 近似 可 解 性 ,其 阶 数 为 (Po — a, 
典型 的 光滑 算 子 是 
A. d ARED = 一 (ti ta) 的 截 尾 Founer 级 数 。 设 v(x) 是 
定义 在 D = x] [xj] S 2x, G0, ey dux m Gne s x] 
上 局 期 为 2* 的 C' 类 函数 ,由 规定 范 数 
He 
构成 空间 Č, & X, 一 人。 每 个 ve Č 可 展 成 Fourier 级 数 
p= Seth, k= Cko cs Rade 
Mi«e 
X SORBSCET: 
Tw = > gae. 
IEN 
对 NW >> 0， 有 下 面 的 不 等 式 成 立 : 
G) [Tuell < entolhar 
Gi) IO — Tudeer << eN olar 


它 的 Fourier E $E) EENE R LO CT BOR, HE JE) <1 
外 为 0。 对 EE I 它 等 于 1， 那 么 卷 积 算 于 


Ty = E” È DEC — ))nGD4y 


满足 上 面 的 不 等 式 (a) 和 O), Hh X, = C0), ORR H 
ARFER, SEE pQUDOSEDIBEORNUESORNC REA. MA (a) 成 
立 ， 如 果 对 + 一 0 验证 了 (b). TEA, BATERE 
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成 立 。 这 时 ,因为 
sto [aufa fas 


mf ow fue ale fes 
把 w(x) 一 w(x 一 2/8) RIR Taylor PR MA 
[eco 一 «(s 一 z) 一 $5 aleet | < = Chalet, 


aer 


34D BRAM EU M ELS ACER 


在 3.44 一 C 的 几 节 中 ,我 们 讨论 了 在 已 给 首次 近似 e MIER 

方程 Hx) 一 0 的 Newton ARES 
Xap = te — LF Cee) ee) 
WH, XEXX T RT MRE EARNERS 
Hare x, — [P Cm) Tr.) 
给 出 一 个 类 似 的 推广 ， 这 个 县 代 格 式 的 优点 在 于 只 需 计 算 O) 
在 xm 点 的 逆 ， 在 研究 第 二 都 分 开始 处 提 到 的 那些 映射 的 共 轿 问 
题 时 需要 这 种 推广 ， 例如, 了 和 +f + eC RH, ATR 
SCmsr)CR 
BES, Sros r) 是 Banach BERIA n 为 心 ，* 为 半径 的 球 .。 
此 外 还 设 , 根 比 于 了 在 So r) 上 的 值 而 言 ，|z| 足够 小 ， 我 们 
要 间 : ”是 否 存在 一 个 Ke r) 上 的 非 奇 异 "坐标 变换 ” u (也 就 
是 说 ，“ 是 从 SO. n) 到 自身 的 微分 骨 胚 )， 使 得 对 充分 小 的 
r0, 
(34.9) iH e alum f 
在 有 限 维 Banach 空间 中 ， 从 现代 微 积 分 学 的 秩 定理 推出 。 如 果 
fG) 和 Ps) 十 4x) 在 一 个 充分 小 的 球 SCs r) 中 有 相同 
的 秩 , 那 么 了 和 1 十 “是 上 面 意义 下 的 共 气 .不幸 的 是 ，Baaach 
空间 中 相应 的 定理 更 为 困难 ,可 以 参看 本 章 林 的 附注 E， 在 一 定 
依 形 下 ,可 用 下 面 的 恤 代 格式 给 出 同 奈 的 一 个 形式 的 构造 把 
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s 写成 但 等 算 子 的 扰动 =] +y, 定义 


(3.4.10) m= l, uyy = unol E E yj 
其 中 yun 由 解 (在 某 种 "近似 "的 意义 下 ) 
《3.4.11) ughel) + toons = f 
确定 。 


更 清楚 些 , 对 同 耳 we C(S(m，r)，S(xsr)) 定义 一 个 算 子 
F(fou) atte, ERR AOE BR: 
(3.4.12) F(J, uov) = FCFC e). v), 
FH (3.4.11) ag Eg AR T 
FO + a, no + Yu) = Fs | + Yn) 
其 中 fy FU a, wy), $ FC, u) 是 变 元 的 C 函数 ,注意 
E FO, D=; WPA 1) 一 1, 将 FO, al 关于 (1,1) 展 
开 , 由 (2.1.31) 得 到 
Fus LE yu = t+ Cs — D) PCs Dyas 
+ oC — fl E lwl). 


M 

(3.4.13) FAG, Dy + (7 D = 9 

的 解 是 (3.4.11) 的 解 的 “合理 的 "近似 Yue NUR FLOS D 有 
38,354, ys 唯一 确定 , (3.4.9) 的 形式 解 * 可 以 写成 


(3.4.14) sm limimomomo. > “ouy 
一 lim (7 + OCT + yo 9 (I + yu). 


这 个 形式 构造 的 解 是 否 收 敛 呢 ? 下 面 简单 讨论 一 下 这 个 问题 。 
在 常 微分 方程 的 变换 理论 中 ,有 个 问题 和 (3.4.9) 所 提 的 问题 
类 似 。 在 * 0 附近 考察 如 下 的 个 方程 的 营 答 分 方程 组 


(34.15) 25 = f(z) + ale), 
di 
BOR SE 一 fs) de + 一 0 附近 的 解 已 知 ,其 中 aO 是 


1G 的 小 防 动 (对 充分 小 的 1z1)， 那么 ,很 自然 去 找 x* 一 0 附近 的 
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SIG UR RIE ABBE M) a 一 Uy), CR AR ,但 
把 扰动 方程 组 (3.4.15) 变换 成 已 知 的 dy/di 一 1G). 这 时 ， 例 
如 ， 可 从 已 知 方程 组 在 y 一 0 路 近 的 周期 解 求 出 扰动 方程 组 在 
z 一 0 附近 的 周期 解 。 事 实 上 ,在 x 坐标 下 ，x 一 0 附近 的 闭 曲 线 
对 应 着 了 坐标 下 y= 0 附近 的 闭 曲线 ， 如 果 f(x) 是 RY R" 的 
i kij, al) 一 ol1x|), 上 面 讨论 的 问题 就 和 第 二 部 分 并 始 处 
类 到 的 线 狂 化 让 是 完全 相同 ， 在 这 种 情形 ， 对 UiSQm. n) SIBI 
SHEDS FU, U) =U U, RIY 
PO, DeD = FCPUs Vi)s Vi), 

使 得 对 解 (3.9) KE AAAI (3415) 提 
出 的 问题 。 事 实 上 ,如 果 我 们 能 求 得 一 个 局 满 足 
(3.4.16) UG +a) =} BE FOH aU) = f, 
(3.4.15) 就 可 以 化 成 dy/d! 二 f(y)，。 现 在 再 考察 登 代 格式 (3.4.11)。 
为 此 ,把 (3.4.9) 改写 为 ( 令 v y) 
{3.4.17) G(y, a) & (U y) — Gor a) + y) — 0. 
R (3.4.17) 的 解 y， 根 据 隐 函数 定理 〈3.1.40) 的 一 个 推广 ,可 
以 期 望 ,只 要 (GC, a) 362). B. G7'(0, 0) 存在 ， 解 ?就 存 
在 ， 事 实 上 ,甚至 于 当 (6,00, 01 稍微 有 些 奇 异性 时 ,通过 本 
质 上 是 对 琶 代 格式 〈3.4.11) 收敛 性 的 研究 ,也 可 以 证 明 这 样 一 个 
类 似 结果 是 对 的 。 

我 们 从 用 Coy, a) 一 0 在 y 一 0 附近 的 解 改写 登 代 格式 
(3.4.11) FFG. (3.4.10), tiwy 一 awed] 十 yattj， 如 又 记 


x 
typ + xu", 


那么 
HH = T H ayp = at 十 一 (十 xw)o(] + Yu). 
Dati 
(3.418) tra = (E + ew) + yna) — 4 
=U HyU + yd t Yun) = is 


* 此 名 为 谋 才 所 加 ,另外 : 原 BiB mado 化 番 详 时 已 机 适当 更 动 一 VERE. 
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其 中 yma 是 3413) OM, TEBO RRR, 34.13) TR 
写成 
(3.4.19) G,(0, Over + an. 77 Os 
其 中 
ayn iim FU Ha l 十 zw) 一 上 
(因为 fy 二 FO + 4, tty)) 

= I + aw Uf + a rn) i 

mL tay H n0 VO aC + tw JC + 9) t 

= (+ yw) Da + ys) ~ fa 
这 就 是 
(419) any = (U HID + ontl + y Sh 
ERER (34.19)—(3.4.19) HEAR CAR 0. TU dej 
学 的 应 用 是 Sternberg (1969), Moser (1973b) 的 书 的 课题 . 如 
想 作 进 一 步 的 了 解 : 有 兴趣 的 读者 可 以 参考 它们 。 

注 记 

A 非 线性 椭 加 型 方程 组 局 部 解 的 存在 性 

设 0 是 R* 的 某 个 区 域 ,讨论 9 上 个 末 知 量 、#* 个 方程 的 椭 加 型 方 程 
组 
(Kk) Fr, a, .., Di) 0, 
其 中 F Me RARAAM, F RIC AER. 此 外 还 假定 mo) 
是 ( 水) 的 已 知 光滑 解 。 那么 SRE AURAL BORE TMA aR: 对 任意 


切 la je, 有 won| Dre — Dea) econ, x ceto, 1) MER 
络 对 第 数 ， 证 明 的 想法 是 把 所 要 求 的 ( OCR TE AE: REA, 
PRBLBHf Holder 空间 C*(0,,) BEI. RARE PURE to = 0> 
ss(2)==0， 并 在 问题 中 引进 一 个 小 参数 。> 0 如 下 : 令 “= or 和 

u(ex) = oly), 


于 是 可 把 (*) 改 号 成 

(**) Lo =a Lp — E" F(Ev, Py my PDT), 

Kh LR BRAEMAR TRARY SR, LERNO) E em o 
Sx )e70 REECE. TX LT DE E C) 可 以 写成 “一 和 一 aC) 
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WHR, BOR, RARI OP(O.) ERLE 0(8)。 可 看 Nirenberg 
(1973), 


B Riemann kJ DAN FR A [BN 


设 (m, 2) 是 已 给 的 Riemann 流 形 ,其 度量 张 最 8 一 (81;)。 我 们 试 
PSHE m 作为 子 流 形 等 距 泣 入 到 某 个 Euclid 空间 RN 中 去 ,也 就 是 说 ,由 这 
ARAE m^ 上 导出 的 谋 量 是 *， 设 s ts co, zw 是 R* 中 的 Cartes 4 
Pn. m 光滑 等 虐 嵌 人 到 只” 中。 那么， 借助 于 m* 中 的 局 部 坐标 卡 Co 
ma vty tes 我们 要 求 孙 数 2 Ca, oy eu) 满足 非 线性 微分 方程 组 

al) = £ Den Oum 


Ci 8n Dr, 


Nash (1956) 证 明了 ,只 要 NN《R* 的 继 数 ) 充 分 天 ,这 个 方程 组 可 解 。 证 明 
中 关键 的 一 步 是 《3.4.1》 中 的 鸣 而 数 定理 的 纵 形 。 已 有 几 本 专车 讨论 这 个 
题 肯 , 我 们 在 这 里 就 不 重复 它 了 ,建议 读者 去 夏 Sternberg (1969) 和 Schwartz 
(1969) 的 专著 。 


€ 中心 问题 


作为 3.4D 的 直接 应 用 ,下 面 演 卉 这 样 一 个 问题 。 HER =) 的 解析 

变换 证 明 在 = o 附近 ,解析 函数 
KA) = det Bone fs) + AG) 
JUR TEMERE CO = 如 FARRAR EE + 0 MOERS 
wat 
(a) 一 È DN 
E 
TD Wha) = Ka )), 
如 果 和 不 是 1 的 根 ,可 以 求 出 一 个 形式 解 : 4m REECE 
的 同 次 守 的 系数 ,依次 决定 各。 吕 然 ,对 > 1， 
O Aba = gab s hee 

mH [2] 41, 用 3.3 RAE, TOE AMR. 但 是 对 
(Al = Ly 应 被 排除 的 1 UHRA. S EES AN RE 
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集 的 每 点 处 这 个 级 数 发 散 。 于 是 对 |4| = 1, 形式 级 数 的 收敛 性 是 个 问题 > 
要 求 比 强 级 数 法 更 精细 的 方法 。 C. L- Siegel (1942) 成 功 地 研究 了 这 个 形 
式 级 数 的 收 化 性 、 他 对 加 上 一 组 (无 穷 多 个 ) 条 件 , 其 形式 为 
(ee) lat — 117 «er HE gamely 2n. 
这 些 条 件 保证 了 不 用 ! BSR 2. 我们 将 用 3-4 的 方法 证 明 Siegel 的 
结果 . 

定理 [Ap 一 1， 满足 不 等 式 Co), 那么 由 变量 的 一 个 解析 变换 ， 
Ha) 一 和 + fS) RAF AC) m Ie, 

虽然 可 以 用 不 同 的 方法 证 明 这 个 结论 这 里 只 福 约 地 谈 谈 怎 样 基于 
3.4D 的 讨论 证 明 它 。 对 细节 有 兴趣 的 读者 可 以 看 Moer (1966) 的 文章 或 
Sternberg (1969) (QE. ZARS 

G(s, a) = (I + 3D) — (AI + aX + 2), 
其 中 a) mod) 定义 在 一 个 Bamch 空间 链 (4,) 上 ,在 另 一 个 链 (5) 
上 取 熏 、4， 和 ,都 是 解析 函数 的 空间 ，、 这 些 解 析 函 数 定义 在 C! 的 原点 的 
KARRE. Æ (0, 0》 点 形式 地 计算 C(x, 0) 对 = 的 Frécher FR, 得 
到 GLO, Oje m ea) 一 A(s), 作为 空间 {4,} 和 {Ba} MARY, 
如 果 这 些 空间 选取 得 当 线 性 算 于 cx(0，0) AH, 但 是 在 下 面 的 意义 下 、 
CLl, 0》 的“ 范 数 * 有 三 阶 的 奇 性 ; HE rC) — dole) = as) 的 形式 解 
是 
os) = 2 O^ — dees", 
= 

其 中 g(*) = Seat. WR eG) HES, CEE |=] < 0) 二 解析 :那么 由 Cauchy 
估计 推出 ,如 果 令 lela, = wple, RA 


lal« rhop| eC] = talla,. 
于 是 在 Dan b. 


ola (DHE [es 
a PT 


六 个 结果 表明 , 邵 果 用 (3.4.19) 一 (3.4.19 ) 中 定义 的 格式 ,并 把 Banach 空间 
ARA: RMA A RAE NEB MT, MMAR AY ERR 
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X lejot — OF < 


缩小 一 个 数量 AC. OUR), AEE TAR AA DEDE 
限 域 中 可 以 得 出 收敛 性 。 事实 上 这 就 是 上 面 所 引 和 参考 文献 中 所 证 阴 的 东 
a. 

D 可 积 的 几乎 复 结构 


假定 给 出 几 个 一 阶 微 分 算 子 


P= D Dis 
in 
PAVE RHE RN TOUS ASR 0 h, % BAS ABR. MR Ps 
Pay ns Pa ABUEIIISSESE Pis Pay Py 线性 无 关 , 就 把 组 Cas ets Pa) 


称 作 如 上 的 一 个 几乎 复 结 构 * 我 们 要 戎 一 个 完 要 条 件 。 该 条 件 保证 存在 一 个 
新 的 局 部 坐标 Has Has rns Bags 使 方程 pw = 06 = 1, 2, n, a) 等 价 于 
Cauchy-Riemann 方程 ðw/ð 9 (jm 1, 2, s ”), 其 中 
M By + Bee 

STRATA LE o 确定 成 是 解析 的 * 使 得 在 2 工 的 解析 的 数 可 以 被 明确 
定义 的 意义 下 ,几乎 复 结构 实际 上 是 一 个 “ 复 结构 ”. 木 准 找到 一 个 必要 条 件 ， 
只 需 注 意 到 ,如 果 算 子 Pj 是 0/00, 的 线性 组 合 C, 7-1, 2, nn). BA 
因为 On! = (8/875 ^, 8/874)" = 0, 
CO BRISA 5 & BUT DP» Pal 是 Pes core PL 的 线性 组 合 

条 件 《*) 称 作 可 积 性 条 件 、 因为 ESÉREDX, 于 是 和 在 4 的 情形 
一 样 ,用 流 形 上 几乎 复 结构 的 术语 时 也 有 疙 义 。 条件 (*) 对 方程 组 Pjw = 0 
和 Canchy-Ricmana 方程 组 的 共 轿 性 也 是 充分 的 ,但 是 要 证 明 这 个 事实 却 不 
BS. 

MRRBERERER {*} 一 {tj， 这 个 充分 性 问题 是 局 部 非 线性 的 
为 证 此 ,让 我 们 选取 一 个 新 坐标 (7) 88 P m oe l,e), TARE 
P 能 写成 SH = Au), Hip 4 — (0) 是 一 个 矩阵 、 其 表 值 在 原点 是 二 
BERNE. 9 = (002, , 0102,). WARE) TUR 
(0 Pg = Pug. 
BA P; 和 Ps 和 4 的 表 值 有 关 * 放 (全 是 4 的 表 值 的 非 线性 方程 。Newlander 
和 Nirenberg (1957》 第 一 个 用 这 种 方法 征明 了 《*) 的 充分 性 ， 一 个 解 OO 
的 现代 的 精巧 方法 是 由 Malgrange (1969) 给 出 的 . 


E 非 线性 Fredholm 算 于 的 铁定 理 
对 于 Banach SHC 映射 来 说 。 还 不 知道 高 等 分 析 中 经 典 的 秩 定 


ete 


理 是 否 成 立 ， 但 是 对 非 线 性 Fredholm 映射 有 如 下 结果 。 

定理 : 设 + 是 定义 在 Benach 突 间 XX 中 茶点 x. ARRU E, E Banach 
空间 Y 中 取 值 ,是 指标 为 # 的 CO Hredholm HF, MRE reU, dim 
ken (3) 是 常数 ,那么 , EU 的 充分 小 的 分 域 内 , f MERE P JCS, 
JE PBR Rangef(xo) 狼 Kerf(xo) 到 Range (ro) E. 

关于 这 个 结 时 的 证 明 ， 污 者 可 看 lerger 和 Plsstock (1977) 的 文 
LA 


F Sexe 


3.) fi: TERS, FERMI Banach (1920), ETAR R 
Picard 逐次 逼近 法 的 自然 推广 在 Dicudonné (1960) 的 文章 中 。 有 关于 无 
穷 维 逆 和 和 隐 函 数 定理 的 很 好 的 讨论 ， 得 是 秩 定 理 仅 是 对 有 穷 维 的 情形 建立 
QU. 在 Krosnoselski 等 人 的 专著 《1972) 中 讨论 了 Newton 法 及 其 各 种 经 
REEK. WR (3.1.19) 属于 Graves (1950), hT Peano 定理 (3.1.28》 
EE HE RAIL 可 看 Dieudonné (1960) 的 一 个 简单 的 反例 ), 解 Banach 
空间 中 常 微分 方程 初 值 问题 就 更 加 困难。 dE Liasternik 和 Sobolev 的 节 
(1961) 中 可 汶 找到 结论 (3.1.36). Sard 定理 在 无 穷 维 时 的 推广 属于 Smale 
(19655, 而 Mone 定理 (3.1.47) 的 相应 推广 则 属于 Pohozev (1968). 
3.2 $: 最 速 下 降 法 可 以 追 谢 到 Cauchy (1847) 的 文章 。 这 里 讨论 的 结果 
基于 Rosenbloom 的 文章 《1956)。(3,2.14》 属于 Browder (1965), 对 第 
六 章 全 局 性 的 结果 来 说 最速 下 降 法 技巧 是 个 关键 。 

3.3 D: 解 高 部 解析 算 于 方程 的 强 级 数 法 也 属于 Cauchy, HAER, kE 
PERE. 水 过 对 其 些 问题 来 说 ， 这 个 方法 是 太一 般 了 。 在 对 有 
RATED BHM. 在 Rosenbloom (1961), Treves (1970), 
Nirenberg (1972) 等 文章 中 。 可 以 找到 运用 这 个 方法 的 极 好 的 工作 ， TEMG 
里 把 Cauchy-Kowalewski 定理 推广 到 了 光 穷 维 ， 还 有 一 些 其 它 有 关 的 结 
果 . 
3-4 节 : 我 们 关于 (3.4.1) 的 讨论 基于 Moser (1966) 的 文章 。 应 用 Newton 
法 以 增加 收敛 速度 的 原则 可 在 Caran (1940) 的 文章 中 找到 (其 中 解决 了 解 
PERERA TH AL), th BIB Kolemogorov (1954) 的 评论 文章 。 在 
Nash (1956) 的 文章 中 可 以 找到 把 算 子 光 福 化 的 技巧 。 在 Moser (19730) 
和 stermbere《1969》 的 专著 中 洋 细 地 讨论 了 局 部 共 思 问题 . 关于 这 个 课题 
Zehnder 有 一 篇 有 意思 的 文章 《1975)。 


(M25 


G Meee ae 


把 Helmholtz, Hodge 以 及 Frobenius (MRM Ee, PA 
RIES Hee POS ER, EE 
一 个 非 钱 柱 算 于 被 看 作 一 个 微分 一 次 形式 ,而 禄 度 映 射 的 梳 念 是 用 外 微分 来 
起 述 的 。 在 1977 年 的 一 篇 论文 中 ，1- Golding BALIN OER 
的 的 念 推广 到 无 穷 维 ,得 到 了 这 个 方向 上 基 些 最 新 欧 焉 要 结果 ， 在 物理 学 和 
HE RE 
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PUR ”参数 相依 扰动 现象 


在 这 一 章 , 我 们 用 前 面 的 局 部 分 析 讨 论 某 些 临 界 现象 ,类 在 f 
PARR (n. 1) 附近 研究 映射 f(x。%4) 时 《f 光滑 地 依赖 于 参 
数 1) 会 遇 到 这 些 现象 。 BRAUER: 首先 是 分 歧 现 象 ， 
这 时 假定 f(x, 1) CR Fredholm 算 子 ， 我 们 在 给 定 零点 
(n, à) 的 附近 研究 f(x. 2) 一 0 FAR (x, 1) 的 结构 ,法 中 
为 固定 , % 是 f(x, n) 的 奇 点 ;其 次 是 基 些 奇异 抗 动 现象 ， 这 时 
去 找 某 种 定义 ,使 得 在 该 意义 下 ,对 充分 小 的 。 > 0， 所 给 形式 上 
的 近似 解 x(e) WERE C Fredholm HTH f(x, e) 一 0， 
JXPARMERRAR 了 (x(0)，0) 甚至 可 以 不 是 Fredholm MF. 这 
两 种 情形 在 具体 问题 中 都 经 常 出 现在 分 歧 的 情形 ， 解 的 非 唯一 
性 是 首先 考虑 的 问题 ,常常 发 现 ,这 种 考虑 喜 接 导致 解 方程 的 相当 
精细 的 拓扑 技巧 ， 另 一 方面 ， 为 了 肖 决 我 们 诸 研 究 的 奇异 扰动 问 
题 , 一 般 要 求 对 线 儿 映射 了 (x(e)，s) 的 范 数 作出 十 分 精细 的 解 
析 估 计 。 在 研究 形 如 4x 一 AB x 的 非 线性 特征 值 问题 时 ,这 两 种 
情形 都 出 现 了 ， 粕 赂 地 说 , 令 -> co 和 置 1 一 1/s, 在 奇异 扰动 
理论 中 ,自然 想 证 明 在 Bx 0 的 每 一 个 解 x(0) 附近 , 都 有 解 族 
z(s) 存在 。 AWM, BERET A(0) 和 B0) 二 者 都 
非 零 , 当 [Ix] 充分 小 时 ,分 歧 理 论 试图 扫 4x 一 18x 的 解 (x, 4) 
和 线性 特征 值 问题 4(0)x = 48"(0)x 的 解 加 以 比较 。 


4.1 ”分歧 理论 一 一 个 构造 性 方法 
SSBB TITHE e, 2) 一 0 在 解 Gs 1) 附近 解 的 结构 . 
把 这 些 解 看 作 参数 1 的 函数 ,其 中 o EEH IG 19) 的 奇 点 (从 而 
felts do) BEARD HE (Cx, 2) 基 C 类 算 于 , 肌 Banach 空间 
XX ZO Qn, J) 的 一 个 邻 域 到 Banach 空间 Y (通常 选取 实 
Mes 


数 和 复数 作为 参数 空间 2 一 {14})， 于 是 线性 算 子 大 (ms 1) 没 
有 逆 , 不 能 直接 用 第 三 章 中 的 隐 函 数 定理 ， 事 实 上 ， 万 x。z2 一 0 
E (n. 1) 附近 的 解 的 性 状 是 不 确定 的 ， 在 1.6 节 中 提 到 过 , 如 
RXmYRCY, Z= R, MMM A SIUE, BUR. 
fx, 1) 在 为 附近 不 一 对 一 , 因而 fle, 2) KERMA dE 
这 一 节 里 ,我 们 将 从 结构 的 观点 讨论 这 种 “ 非 唯一 性 "现象 ,在 4.2 
节 再 回 到 上 面 提 到 的 更 有 力 的 定性 的 方法 。 


包含 点 《mm，jo)、 分 读 理论 的 一 个 课题 就 是 断定 f, 2) 一 0 在 
Gas 4) 附近 有 另外 的 与 Cols), ACs) 不 同 的 解 族 (aE), 
(2) 存在 当 Ly 时 (Cale), (0) -> Gs 1) (看 图 4.1). 
在 这 种 意义 下 分 歧 理 论 关 似 于 线 竹 算 子 的 谱 理论 ， 那里 


[ET 


Cale), fed 
^ —Ü 
(Zole) Aole) 


a 


E 
图 4.1 Fs, A) 9 BRE RI ER RUD. Clo 20. 图 称 作 分 岐 图 . 


BAU (rale), 1(5)) 是 零 解 (0，1)， 而 第 二 个 解 族 是 特 
征 元 的 线性 子 空间 。 
4.14 定义 和 基本 问题 


为 了 更 好 地 理解 分 艾 理 论 , 让 我 们 来 若 察 这 门 学 科 的 起 浙 . 在 
一 篇 1885 年 发 表 的 论文 中 ，H. Poincaré 试图 解答 如 下 的 问题 , 
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(2) 设 有 均匀 的 流体 物质 (在 重力 约束 下 ) 绊 固定 办 以 等 角 动 
量 w 旋 转 , 试 找 出 它 可 能 的 平衡 状态 ， 

(b) 确定 每 种 状态 的 稳定 性 或 不 稳定 此. 

已 经 知道 ，(i) 如 果 w 一 0。 唯一 可 能 的 状态 是 球 ; GO 如 
Ro feh MEZE ERER Me (Meclaurin MR) GIER 
RA GD 在 某 个 临界 值 œ 这 个 精 球 族 虽 焦 继续 存在 但 成 为 
“不 稳定 的 ", 而 一 个 新 的 平衡 状态 族 Ja ENE E RRR i 
称 作 Jacobi 本 球 ) 成 为 稳定 的 。Poineare 还 发 现 , 在 更 高 的 临界 
值 处 ,这 些 柚 球 (对 MM。 有 小 的 初始 偏离 》 又 成 为 不 稳定 的 了 . 
临近 on XL HERES RUE A Ut Pa (对 J。 又 有 小 的 初始 
ABE), Poincaré FANEY P, Bio 的 变化 继续 这 个 论证 ,以 
证 明月 球 是 从 地 球 "分 裂 "出 来 的 (参看 图 42)。 可 异 的 是 (在 经 历 
了 很 多 争论 之 后 ), 确 定 了 P。 是 不 稳定 的 。 因 而 Poincare 对 月 球 
起 源 的 论证 被 放弃 了 。 但 是 Poincare 想法 的 数学 内 涵 却 有 完全 
不 同 的 命运 ，Poincart HIER J. TE ex RUA Ma BER AEE 
ADK Jo DRR B ULIS Labs Pa) BREDE OL. 
m) 和 Ces o) 称 作 歧 点 。 稳 定性 是 由 形体 CF.) 的 位 能 达到 
RUREK, Poincaré 把 从 (Mas ww) 到 Uus o) 稳 


(CIDCn-= 


图 4.2 Poincaré XC T B2) RP"E HERES SUA. 

定性 发 生变 化 称 作 稳定 性 改变 ， 在 下 一 节 将 看 到 ， 怎 样 把 这 些 术 
语 用 于 更 一 般 的 情形 、 并 在 很 多 具体 问题 中 对 它们 的 产生 作出 解 
E 


现在 把 上 面 有 关 算 子 方程 
(4.1.1) Hae, 4) = 0, (r, EX x Z 
BREE, 
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GLD EX A Geo) 称 年 算 子 方程 Kx 0) = 0 folio 
如 果 : G) (x, 1) EPE (xe. A) RRR (ele), dol) ) 
Fi Gi) Gs. 6) 在 X X Z B4g— BRM Ox, DOS 
Cale), A (80) 不 同 的 解 。 

4 (3. 4) 是 方程 f(x. 2) 一 0 BOR, f(r, 2) 一 
RREH Go, lo) 的 不 同 的 连续 曲线 组 成 ,这 些 曲 线 称 作 
en HR, 

大 范围 的 连续 分 枝 解 是 指 f(x, 1) 一 0 这 样 一 条 连续 解 曲线 
(x(6), 4(6)), 2 6 一 0 时 有 El laCe)]| + eo. 

f(z, 1) = 0 
的 解 (2. D 称 作 稳 定 的 ,如 果 线 性 算 子 nO.) 所 有 的 谱 都 有 
负 的 实 部 ; (X, 3) 称 作 不 稳定 的 , 如果 LG. 1) 有 一 谱 值 有 正 
的 实 部 。 由 此 推出 初 值 问题 (与 f(x, 1) dE C, 1) 的 线性 化 有 
关 ) 
dy 


oe LG. 了 0) 一 加 


具有 如 下 性 质 ， ORRE FEDRA METRE KER, 
因为 把 线性 算 子 I(E D 的 谱 作 为 判别 稳定 性 的 依据 ,所 以 这 个 
福 念 一 般 称 作 线性 首 定 性 理论 (当然 ,一 个 更 精细 的 稳定 性 理论 将 
BAZA TRENA HUART). 

我 们 用 网 定义 的 术语 叙述 分 琉 理 论 的 基本 问题， 

O 存在 性 问题 确定 (n. 1) ~ 0 WRA. 

(i) 结构 问题 ”确定 fe, 2) 一 0 在 每 个 玻 点 附近 解 集 的 完 
HERES 

GD PERM ”确定 使 分 枝 解 有 整体 连续 性 的 条 件 (由 于 
涩 个 问题 的 非 局 部 性 ,将 在 本 书 的 第 三 部 分 处 理 它 )。 

Qv) 稳定 性 问题 确定 方程 le, 1) 一 0 ARAM 
(6488. 

OREHE D fins ds) ETERA Go D 处 的 


PAF KTP RBDAARAI, Gn. ao) ARIER 
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计 么 信息 ? 

(vi) 非 线性 影响 问题 在 上 面 的 问题 《iD 一 (v) dh, SRR BE 
起 些 什 么 作用 。 

作为 一 个 简单 的 例子 , 设 5(x。1) 是 定义 在 RY x R 上 的 
KAHERA, B VU(x, 1) 一 0 在 (ns lo) HER, RE 
(xo, 45) 处 VU(x, 2) = 0, WE Hesse FAR 

IU... to) #0, 

HE MB Be EHH TE TE ME — R (xs ),1(s)) 通过 (zo, 9). 
但 是 如 果 WU sje (s 2)| 一 0 那么 (mo, bo) AREER, 特别 ， 
总 有 第 二 条 曲线 (x(s)，2(e))〔 也 许 是 复 信 的 ) 通过 Cm, w) 
满足 方程 VU(x，1) 一 0、 但 是 因为 我 们 不 卷 串 复 值 解 ， 所 以 要 
WE (n. A) 究竟 是 不 是 玻 点 这 个 问题 还 需要 进一步 的 讨 it. 

一 个 有 关 的 问题 ( 它 常 常 可 以 化 作 这 里 所 还 的 分 歧 问 题 ) ER C Fred- 
hotm WHE a(x) = 0 非 平凡 解 的 结构 。 所 请 非 平凡 解 是 相 天 Dite 的 
FA (O) = xa 的 已 给 解 曲线 x(1) 而 吉 、 或 者 说 非 平凡 这 个 术语 是 指 
e(r) =O RAF 3G) 的 解 ， 为 把 这 个 问题 和 我 们 的 讨论 连 系 起 来 , 令 

Krst) = a) + v) 

那么 (0,5) — 0, 40, 0) — e'GC0)) 是 线性 Fredholm BF, 

作为 一 个 老 趣 的 例子 ,考察 方程 
(4.1.3) K+ Ax+ f(x, i) = 0. 

(E(x, $21 = 0CIxE + yl) 
在 奇 点 zx 一 0 附近 的 周期 解 。 这 里 sa) 是 上 N RRA, A 
EN xN (AMER EM. CAA PERE 
[LI 

f(x, y) E x, y HERRA. ARE et eB 41.3) 的 
周期 解 的 首次 逼近 ， 就 是 说 ,我 们 找 (4.1.3) 的 和 线性 方程 
(414) H+ dx=0 
的 周期 解 很 相近 的 周 划 刍 ， 因 为 文 个 线性 方 强 有 个 不 同 正 规模 
式 周 期 解 族 m. m. co. z (参看 128(V))， 所 以 试图 去 找 
(4.13). Z/b k ARARA REIR, d x = 0 附近, 它们 与 ay 


vs 


me 2 相差 很 小 ， 为 抬 这 个 问题 和 和 分野 理论 连 系 起 来 ， 很 重 
要 的 是 显 式 地 引进 (4.1.3) 的 尝试 周期 解 的 局 期 (在 一 般 理论 中 ， 
这 个 周期 起 养 参数 4 的 作用 )， 这 可 由 在 《4.13) 中 作 变 量 代 换 
tm ds 得 到 ,于 是 (4.1.3) 变 成 
(4.1.3) XQ [Aw + f(x, x,/2)] = 0. 
它 的 周期 为 1 的 解 相应 于 变 元 为 :时 周期 为 1 的 解 . 在 这 方面 
Liapunov 有 一 个 重要 的 经 典 结果 ， 它 说 , 企 f 的 高 阶 扰动 下 周期 
解 z; 仍 可 保持 ， 这 个 结果 可 陈述 如 下 : 
Liapunov 准则 设 f(x, —y)=— f(x,y), WRI PA; 
G=1, 2, 5, K)o ufu e 整数 ,那么 在 f 的 高 阶 扰动 下 ， 
(4.1.3) 第 /个 周期 解 族 仍然 保持 ， 如 果 f(x, y) Ex Ay 的 实 
解析 函数 ,那么 族 xs (e) 和 它 的 周期 te) 可 以 写成 

xls) 一 >) an, (2)8*, 


ont 


其 中 a) = zo, 
aie) 一 2n/ ij + > Bas", 


EE 


我 们 将 在 到 ,这 个 结果 是 我 们 讨论 的 一 般 结果 的 推论 ,而且 我 


型 性 "条 件 ， 在 这 个 结果 的 经 典 证 明 中 ,在 对 解析 函数 f(x, y) 应 
尹 强 函数 法 时 这 个 条 件 是 必 不 可 少 的 


4.1B 化 成 有 限 维 问 题 


(4.15) 定理 设 X 和 Y 是 实 Banach 空间 ,f(x, 2) 是 定义 在 
(xo, do) 的 邻 域 上 ,在 Y 中 取 值 的 CREST. f(x w) = 0, 

L = — f(x, 3) 
是 线性 Fredholm WF, WA, e, 2) 一 在 (x, do) 附近 的 
1 A )—-— MTR AIRE BAO, KAAREST 
组 有 No 个 实 变量 , N 个 实 方程 ， 而且 Ni = dimKerL, 


N,= dimcokerL, 
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证 明 : 4 imd, 一 加 一 p， HE fla, 1) 一 0 就 可 
以 改写 成 
(4.1.6) Lom R(o, ls, à), 

其 中 Re, lo, 4) = Ha, 1 — fle, U) — flies 
于 是 Roy dy, i) = OCIIST) + olle! + ial). 
事实 上 ， 

Fx, 2) 一 [ss 2) — Hn, DT + LG. 1) — Hx &)1 

= faltos Inde + oCo + all) + OC la), 

现在 分 解 p 一 o t pm, R pE KerL, mE Xi, X =KerLOX,, 
回想 起 (1.3.38), L 有 左 逆 Lo, Lo REIRA Xis MH cokerL F 
是 在 用 Ly 作用 后 。(4.1.6) 成 为 
(4.1.7) m= LoR(p, + m, doy à), 

JOR EBT (4.1.7), 4 lol, la — doll 和 lol 充 

分 小 时 ,得 到 〈4.1.7)》 的 唯一 解 p 一 glos 1), AX 

Y — RangeL@CokerL, 
XE LER Lo APR HUE cokerL. 上 验证 (4.1.6) . 
于 是 ， 如 果 P 是 Y 到 cokerL LORE, BA f(x, 1) — 0 在 
Cn. A 附近 的 解 一 一 对 应 于 
(4.1.8) PR(p + goi, 2), dog A) = 0 
TUNE. Æ kerL 和 cokerL 中 适当 选择 基 , HE (4.8) 就 等 价 
于 Nm 个 实 未 知 量 。N, 个 实 方程 的 方程 组 。 

(4.1.9) 推论 在 上 面 的 假设 下 ,再 设 对 js 附近 的 和 有 Keo, A) = 0, 
Mrs 4) 一 1 一 AL， 其 中 RR, 如 果 X — Kel 一 AL), 
Ces A) Æ Kas 2) = 0 在 《zo 为) 附近 的 一 个 解 ,， x — mot gs 

o, E Ker(l— AL), BEX» 
BZ lel = lel. 

证 明 : 因为 fx, A) = Gs AJ + falto, AX — x) + OC Me — xnl. 

我 们 可 以 假定 方程 Kx, 2) = 0 能 改写 成 (为 简单 起 见 , 不 妨 设 nm 0) 
(1 — AL} + The, X) 0, 

其 中 TC0, A) m T,(0, 4) = 0, TRAE (4.1.8) 可 以 写成 

(5.1.10) Api, g)ss(1 — AL)g — PTP, + à, A) 0, 
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困 为 2 = ee.) 可 由 陷 函 数 定理 确定 从 《3.1.11) 推出 
(5.1.10) gees) =~ DG, e)ls 2). 
我 们 证 明 , 当 lolo 时 [lero d= 5C1)， 从 而 出 中 值 定理 (2.1.19) 得 
lie) = al FRE, Že = 0-7 AM — PT, + 2, 4), A 
T,(0, 4) = 0, 
故 A,00,0) — 1 — AL, "EXE X, LAW. TENERE, MIE o 和 
2; hog) AB, E MAGOS eT < alll Cos 0017. RA leave 
B, 
Wielps> ell = Pra Cos + 2s AD = oC), 

这 里 的 收 全 对 和 ‰ 附近 的 一致 ,于 是 由 《4.1.11), 当 Hello 时 

lane = 90) 
对 和 附近 的 一致 成 立 。 


4.1C X EH mW 


显然 ,从 定理 (4.1.5) TN T EDEN Ge, 1) 的 总 

数 由 有 限 维 方程 组 (4.1.8) 完全 确定 ,这 个 方程 组 丈 作 i(x,4) = 0 

在 so， 加 ) 的 分 核 方程 组 。 在 应 用 中 最 重要 的 情形 是 
indexf,(z;, 49) = 0, 

JEN BOs AN 个 未 知 数 的 个 方程 组 成， 

N = dim Ker f(x0, ào). 
即使 在 这 种 情形 ,除非 N 一 1， 分 校方 程 也 难以 给 出 所 述 问题 丰 
正 全 面 的 明确 的 答案 。 

为 了 说 明 分 枝 方程 的 效用 ,现在 就 来 讨论 这 种 情形 。 

RUE fa, 1) 是 自 变量 的 CHA A (0, Wo) 的 邻 域 中 
0, 1)=0, fU, w) 是 零 指标 的 线性 Fredholm HF, 

dim kerf,(0, à) = 1. 

FEE: 
(4112) MRO Be LRA. HABAR 
2€ KerL, fi (0, ta) (\Rangefe(0, à) 一 {01。 那 么 (0, tu) 是 
方程 Kx，4) — 0 REA. 并 且 只 有 一 条 非 平凡 解 连 续 曲 线 从 
(O, w) 分 核 出 来 
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WR: 这 时 分 枝 方程 《4.1.8) 的 左 端 可 以 看 作 单 值 实 值 前 
数 。 事 实 上 , 设 & 是 非 零 有 界线 性 泛 函 。 在 cokerf, (0, 1) 外 为 
0. 352.2) 5:5 8E. (4.1.8). 可 以 改写 成 
(4.1.13) Fe, A) ul(o + gp, à), 4) = 0, 
WRB EPS A HORA a= 0。 在 定理 的 条 件 下 ,我 们 
证 明 (0, 0) 是 F(o, 4) 的 非 返 化 临界 点 CF Ce, 4) 是 两 变 元 
(o, 4) 的 C 实 值 函 数 )。 于 是 由 Morse 引 理 (1.6.11)、 经 过 一 
个 适当 的 坐标 变换 (o, D>, 4), (4.1.13) 在 (0,0) 附近 
RRR a — P —0. gRBD (4.1.13) 在 (0, 0) 附近 的 解 
(o. 2) 由 在 〈0，0) 相交 的 两 条 曲线 组 成 。 因为 这 些 曲 线 之 一 
是 (0, 2) 轴 , 所 以 只 有 一 条 非 平 凡 解 曲线 从 {0，?o) 分 核 出 来 。 

AWE (0, 0) 是 实 信函 数 F(o, 3) 的 临界 点 ， 我 们 证 明 
g(0, 0)p 一 0， 事实 上 ,在 〈4.1.13) (IF HITA 由 链 锁 法 
则 得 出 

Mf. (0, Oe + gO, 0)p} = uf, (0, 0)g (0, 0p = 0, 
由 此 推出 120, 0)g,(0, 0) pE Y, (Yi Æ coker f,(0,0). 的 余子 
空间 )。 现 在 2,00, Ope Y,, 大 (0,. 0) XE Y, 上 的 同 构 ,于 是 有 
如 所 要 求 的 gp(0，0)p 一 0， 从 而 F,(0, 0) 一 0， 类 似 可 证 

FA(0, 0) 一 0. 

PLA (0, 0) 的 确 是 的 临界 点 ， 

最 后 验证 (0, 0) 是 非 退 化 临界 点 其 Morse 指数 为 I。 用 
上 节 的 结果 , 通过 简单 计算 可 知 ,F 在 〈0，0) 点 的 Hesse 和 矩阵 
H0, 0) 是 一 个 2 x 2 阶 矩 阵 ， 它 的 元 素 恰恰 是 xf(p，4) 在 
(0, 0) 的 二 阶 导数 ( 即 属于 elo, 4) 一 项 的 贡献 为 0)。 因 为 在 
加 附 近 (0，1) 二 9。 我 们 得 到 pja(0，0) 一 0; 内 为 已 经 假定 
对 p 天 9，paz(0，h)p& cokerf.(0, 1) 不 为 0。 所 以 同时 又 有 
Ajax(0，0) 一 phx(0,0) #0, 于 是 Hesse HM Hr(0, 0) 是 非 
理 异 矩阵 。 相 应 的 二 次 型 不 确定 ,所 以 ,正如 所 希望 的 ，(0， 0) 是 
一 个 非 扯 化 的 临界 点 ,其 Morse 指数 为 1。 这 就 证 明了 定理 。 

关于 单 重 情形 的 附注 ; 
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为 进一步 弄 消 (4 2S RAB Ke, 2) = a 可 以 写成 

(4.1.14) (aL): + Tr, 4) = 0, 
其 中 Tee, 2) 是 (ra 4) B9 C BM, TO, 1) = T0, 200, HA, A 
为 对 ré Kat — AL), 
fil 0s Apes — La = — Apts 
和 
(Vy An) 1-7 Ax, 
所 以 从 条 件 COs Aa RangefkO, Aa) 一 《0} 推出 了 一 AL. 的 值 域 和 核 
仅 交 于 零点 ,于 是 加 ! BL OP RAE. 

此 外 ,对 于 方程 (4.1.14)， 结 果 (4112) 可 以 改进 为 仅 要 求 
T(x, 3) 是 其 变 元 的 C' 函数 。 而 且 不 难 证 明 ， 非 平凡 解 曲线 可 
以 写成 (x(s)，t(s)) 的 形式 ,其 中 z(e) — eo + olel)。 这 些 
结果 也 是 从 分 枝 方 程 (4.1.8) 推出 来 的 ， 不 过 这 次 不 用 Morse 引 
ERRET MAHERE ERE E 如 附近 , 关 

p€ Ker(? — 4L) 
给 定时 ， 从 分 核 方程 可 唯一 确定 (将 在 后 面 《4.1.31》 中 给 出 证 
W) 

作为 这 些 结果 的 应 用 ,我们 给 出 

(4.1.3) 周期 解 Liapunov 准则 的 证 明 : 要 克服 的 主要 困难 是 为 (4.1.3) 
选取 一 个 适当 的 空间 XxX， 使 得 产生 的 算 子 方程 有 单 重 歧 点 ， 为 此 我 们 改写 
(4.1.3) 为 Banach 空间 Xn HATARAT E. Xs 中 元 素 是 定义 


在 [o EJE eN BREN «OO 一 GO» ms a0), EHTEL 
界 条 件 

FORE (es - 
TOR *<Yw 的 范 数 定义 为 
(4.4.15) ill p T OI 

3 , 

由 对 cele, 1] 4 «C 0 m 40, f «CO RIE s X 
PRE ELSE He (4 1.37) RSS URL. DID. Xn 的 任 一 元 索 
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XO ATE AUR (C) m ses HP s ibo) [os ihres 


sia) 在 [o, 十] 上 的 平均 信 为 0, i Ges 可 以 写成 一 对 广 
E 


(4.1.16) TEES | are + tte + tms FM) 


- i f fxo + Xs russe], 


i0 
(4.1.17) EE f Keat ams Atè ds, 


AA RATT (4.1.17) FURR RH x = eG, 2. 因 
9) 7RR Ke 也 是 光滑 函数 、 用 2.2C RE MH (4.1.16) 可 以 
写成 积分 方程 


Haas woe p Bets Manso) e MaE) 0) 


其 中 60,07) 是 名 在 [0， 十] 上 的 Green itin t 


(0) = à (4) =o, fo -0, 


而 
No(s) = Hxo + gCos 3), 4/4) 
一 E fie. + elzas 2), SÍ AM, 
这 个 积分 方程 广 然 可 以 写成 空间 POR PGR 
C) ta = {Eso TOS 3. 


其 中 oh 是 xn OTAR ENTRE [0 1] ARIAN o. RER 
FLEXA 
vao) = [Bec ants 


它 是 紧 算 子 ; 于 是 【一 BL 是 敬 指 标的 Fredholm 算 子 。 同 时 因为 (4.1.3) 
AI 区 rs y) 充分 光滑 ,所 以 TG, A) 是 高 阶 的 OC 算 子 (下 血 将 看 到 , 选取 
空间 Ah 是 为 了 上 克服 上 的 谱 的 多 前 性 的 对 难 )。 
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ATES ,我 们 可 以 把 (4.1.2) RAE). Sab Beet 
TEBLEERCT- I — XL 在 Banach 空间 XR 中 的 实 谱 , 亦 即 来 方程 + Ade a 


(matos sto s (1) = 0 n sce 一 6) 的 特征 位 基 和 相应 的 


SEK), 不 失 一 般 性 ,可 以 假定 A ERRER. 由 简单 的 计算 可 知 , 这 
些 特征 信和 取 (Up m eNA, N= ly 2y … 101, 2, omy K) 的 形 
式 . 我 们 感 兴趣 的 是 在 特征 值 oot /各 (i = 1. ns KD MEDER, ARA 
WERGEA RAIDH CCE), AEJ CO, 22/4) CH 60). d 
WO2) 0R mu ERRATA T . RER 
anija ate [M (we D 

MAP ANN 为 任意 整数 ), 这 个 条 件 正 是 tiapnnovy 准则 ， 它 现在 可 以 
通过 (4.1.12) REM. AAE h Ars *) 的 实 解 析 性 可 以 推出 T(r, A) 
的 解析 福 , 队 而 《zo 8), 40(2)) 的 解析 性 也 由 《4.1.15》 得 到 保证 。 
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现在 构造 (4.1.14) 的 非 平凡 解 x(s， 9) 和 ate. y) 的 一 
MERE REA 4112) 中 已 经 证 明了 它们 的 存在 人 性， 我 们 
希望 在 线性 方程 (PI — L)s = 0 的 简单 特征 元 s% 和 特征 值 名 
WEE. WB 
^4.1.19) F(8, x, y) = (81 — L)x — T(B, x, y) —0, 

Bi 
RERE. BGE E Hb, Iyl = Ole), RIVE 
izle, y) — eull 一 DO(e) 
和 IB(e, y) — & = Oe). 

AMGEN BACB Cv): 序列 
lay = em + on, By}. 取 m= 0, 8 一 向 作为 初始 近似 ,然后 依 
次 按 如 下 的 办 法 计算 v.m 8 
em (Bal — L)v, = P*T(fs, et, Y). 

(AI — L)Gei) = PT CB, £m + ri, Y). 
其 中 P* 和 了 是 投影 算 子 一 般 地 ,给 定 了 vn 和 和 By。 我 们 由 公式 
Una) (Bul — Lyons, = PT Uus tw 3)» 
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(Bal — L) (Em) = PTC Bn, tus Y) 
依次 计算 (nass Bir). BRER fral — L  Range(fl — L) 
LAX. 

我 们 叙述 和 证 明 这 个 瑟 代 格式 存在 性 和 收敛 性 的 一 个 结 果 . 
WER, HURJLEERUETURSES] Fo) — sm +o HF, BA (E 
16). 8(6)) 满足 (4.1.19)， 此 外 ,如 果 能 够 证 明 

lay — enol] < Ke? 和 liy — Aol] < Ke, 
其 中 天 是 与 Y 及 £ 元 关 的 实数 ,那么 这 个 解 将 和 【4.1.12) TH 
VERA. HERABE: 
(*) 线性 算 子 AIL 是 Fredholm ATH 
dimKer (Bl — L) = 1, 
(4.1.20) EH BAT Al — L 满足 上 面 的 条 件 (*)， 同 时 , 当 
Wl], vll (8 一 & 充分 小 时 , 算 子 TOS. x. y) 满足 : 
(a) (TQ. x 30 — TC. £, YS MEIST + eye «ls 
D) IT, x 9) — TE, x, YD <M Cal? + D8 — 81. 
(c) HTC. 0, PN < Mb 
其 中 M 是 仅 与 了 有 关 的 常数 ， 那 么 ,对 固定 的 充分 小 的 y。 对 每 个 
N, BRA 1 一 1v4; BREET Ge, y), He, YD. 此 
Jh, Ble, y) 和 Ble, y) Me My ER EB (4.119) 且 
Ce, y) — smll < Ol), llo y) — bll = 0C. ” 
证 明 : 对 国定 的 8 Hy, 考虑 实 值 函 数 e, r) 和 算 子 TOSS v) E 


位 分 别 定义 为 
(5.1.21) T(8, v) = (BI — L)?P*T(8, euo + v, y), 
(4.1.22) (8, 0) = By + EPIC, en + T(8, 0), y), 


其 中 ?是 n) AUB. PERIE REER A Meo, BEIE] < soy 
Bet (TCA, 9), aCA, 0) 存在 且 定 义 一 个 认 集 Sie 到 自身 的 压缩 映 射 ， 
其 中 

Sie = (6 28 ~ Bol < ke, [ol] < Are}, 
Sat 上 范 数 定义 为 M, OE e 181 + loll. SF AEA ESM AAE HERI 


D Ane RR ROIS RRA S SOR LA AMZN CURAR D, 因 
更 动 之 处 较 多 , 兹 本 一 一 注 明 一 一 译 者 注 。 
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(85.55 N11) = (eps vw)s T(Bns ond) 
BRE 5,， PERMA, REE (Be vv). Kes v). 显然 
ES euo +v 满足 (4,1.19》， 我 们 还 要 证 明 , 对 lej < se 这 个 收敛 对 8 一 
致 . 于 是 ,因为 Bw Mow 是 6 的 连续 测 数 , 故 Ole, v) 和 x0. y) 是 8 的 
连续 解 、 
为 证 此 两 点 ,我 们 首先 指出 ,对 任何 天 定 的 和 充分 小 的 6, 由 (8, >) € 
Saye 和 定理 的 条 件 推出 17(8，sws +v, y) s ses 其 中 如是 和 By E Saa 
以 及 > 无 关 的 常数 ， 事实 上 , 令 = 一 sm + oy 
Mrs #5 ol < TCE, x3 v) — TCAs 0,)0l 
+ [TCs 0, 7) — TCpo0, y + NTCBos 03 ooh 
< MC oul] Mel 十 Me 一 Bol + MIDI < hn. 
进一步 ,对 于 任意 两 个 有 逆 的 线性 算 子 £ 8. 我 们 有 
Er EP = fe, — 2874, 
因为 €, = BI L E 《Bol 一 上 ) 的 值 域 上 有 逆 , 对 (8s 9) ES HR 
SH, Gs L 疗 样 有 逆 。 事实 上 我 们 还 有 
Ier — LY S 2i — £)"*l. 
现在 来 确定 球 San 使 ICA, v) = (a(8， 0)，TC8， #)) BR SeSi 
WPll> HPAL 分 别 记 作 cr, cos， 那 末 对 充分 小 的 5， 
4.1.23) FCA, Yl) < ICSE — LIPITA, sus + vs y) 
S 2l(89 — LY ersk es, 
(431.22) — [e(85 v) — Bol < EIPINTCS, se + FCB, v). y) 
x ecteeM(s + | 人 (sy v) 
S 2cpMe, 
我 们 总 可 以 把 e 取得 充分 小 ,以 使 v8. v) We S, 到 自身 。 
最 后 , 为 证 明 (Bs s) 是 Sí. LAVAS, REWERA (8, v) 和 
CBs PDE eee 
(5.1.25). (C8, ^) — Fes v « a Cole — ol + sl — ll. 
(4.1.26) late, 2) — alg’, li 
x aadje — wh + C8 — eh, 
Jr, 3 e 0 8f, z(e) = 0(8) G = 1, 2, 3, 4). 为 证 《4.1,25), 我 们 
指出 ,根据 定理 的 条 件 《a) 一 (5)， 
(4.1.27) FCA 2) — C6, wl 
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< ler — LY PPMITER, eu +v, ay) 
= TCP, en, + os ty 
< ACB — LY lese 2e e deh + De — nl. 
另 一 方面 因为 
Wer — £y — (1 — LESA — e'llicast 一 二 下 
(6.1.28). TCA, 2°) — FCA", e 
s Cer ~ Ly — (et — LPM, em nS 
+ [CBT — Ly lint TCA ses + ns v) 
~ ECR S0 + vy) 
xs. — Elecorerls — en 
+ MICE — LY jeprak |e — 81. 
综合 上 面 的 (4.1.27) fü (4.1.28) BE) (4.1.25). HIE (4.1.26), 我 
A118 (4.1.22), RHR LEE RI T EN. 26 
证 明定 理 , 我 们 还 需 证 明 , 当 |s| 足够 小 时 ,序列 
(Bn (6. 9)» 2NHKay YY) = (Ens rn), Tn» 092) 
对 lel 一 致 收 伍 ,从 而 《6。z ) 连 续 依赖 于 c. HEEL 令 
(Anais Vs Ongles v)) = GAN» PN), 
再 归纳 法 可 知 
WS. 0) — 9s a) 


< (1) usto 0) 7 0 on 


«as (1). 


六 而 .对 任意 的 正 整 数 ma ns 
(4.1.29) NA Em, Ym} — (85. ta) fl 


zi 


& 21 Is na) — SS n) 


x 28e, > 2 


随 着 m, co. LHARE TS, 我们 断定 (ON. n0) ERX 上 
ARERR BUA, AMF MAG, BIRR (Als, v) 
P(B, y)) Roe 的 连续 函数 ， 类 似 可 证 对 v 的 连续 性 。 
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41E 多 重 的 情形 
现在 考虑 一 个 更 困难 的 分 歧 癌 题 , 这 时 
dimKerf. (x), 4) > 1, 
其 中 faltos 4) 是 零 指标 的 Fredholm WF, Hi MIL b 
Xo 0l 
(4.1.30) flx, 4) = (AL) + The, 2), 
其 中 T(0,4) = T,(0, 2) — 0, 
因为 1.00, 2) = 1 — AL, HULME ETSERI AEE (0, 20) Cio 为 
SON). ay 是 上 的 谱 。 但 是 有 简单 的 例子 表明 , 虽然 ig 是 上 的 
谱 , 但 0， 和 ) 并 不 一 定 是 歧 点 ， 根 据 (1.3.38), 从 了 一 4oL H 
DASA RUE MOR lo) 是 工 的 N Sl 重 特征 值 ,那么 * 
Ker(1 — aol.) fN Rangell — AL) = 10), 
Ker(1 — aj. )Range(1 — AL) = X. 
因为 dimKer(/ 一 4L) — N > 1, XUTIUERS 1, 分 校方 程 中 方 
径 的 个 数 和 它们 的 实 变 苑 的 个 数 相 同 ， 因 此 这 些 方程 可 以 有 实 的 
非 霉 解 ,而且 这 些 解 主要 地 依赖 于 高 阶 项 Te, 2) 的 性 质 ， 我 
们 将 简单 讨论 那些 无 需 对 T(x. 4) 或 对 的 奇偶 性 附加 任何 条 
件 即 可 证 得 的 结果 。 
首先 指出 ,如 果 (x, 4) 是 f(x, 2) — 0 Æ C0, do) 附近 的 
H, 那么 可 以 由 = 在 Kerl 一 aL) 上 的 分 量 唯 一 确定 。 更 清 
楚 些 ,我 们 证 明 
(4-1.31) 定理 Ge, 4) 是 Hr, 1) 一 0 ROS (0,40) 充分 车 
近 的 一 个 解 ,如 果 am uo, we Kerll — AL), 
€ Rangell — hL), 
WBA AME — ABA 1 p(w) 满足 : 
i) f( v, glu)) = 0; 
ü) 在 # = o REX DAI E, g) 是 C EE 


MERE II 
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ii) 如 果 Kot, 1) 0, flute, 2) 0, BA 
hei vee, 
证 明 : 根据 (4.1.10), 对 SHA Rl ee Ker(& — L), 分 枝 方程 可 
以 写成 
[£2] (BE — Lye + PT (a + g(,6), B) = 05 
这 里 eu, B) 是 《4,1.7) 中 害 义 的 函数 令 les 3] 记 Ker — L) l 
ERRER IMA RO) 和 «的 内 积 有 
(kx) BBot[e, n]? [PT + eu, B), E) «] — 0. 
把 这 个 方程 的 左 端 记 作 Fe, B) FEH, Æ (0, 8) KAR 
Felw，8) 天 0。 于 是 ,根据 一 维 时 的 隆 函 数 定理 ， 存 在 唯一 确定 的 、 定 义 六 
(0, Bo) 附近 的 函数 8 一 eC) HEC), 事实 上 , 当 il + 18 — Palo 
时 ， 
Fy(#, 8) A+ Lus uj [FE + a(t, B), Bes 
+ PT (4 + eC), 8), v] 5 1 +1), 
从 而 直接 得 到 定理 的 结论 D 和 ii)。 为 证 wi), 我 们 指出 : IBLE 
证 ,如 果 (x, A) A (rs A) 在 CO, AD ALIA (+), Km 
rau tf, us x = et Ary 9). 
BA (A, 9) & OD. 4) HERG) TR A A, HOS) eae, 
对 于 应 用 到 分 析 中 的 具体 问题 来 说 ， 得 出 高 维 时 分 歧 问 题 的 
结果 是 很 重要 了 的， 我们 关于 〈4.1.3) 周期 解 的 Liapunov 准则 的 
证 明 指 出 ,如 果 “Liapunoy 元 理性 条 件 ”不 满足 ， 那 么 就 需要 用 
多 重 时 的 分 睦 结果 来 研究 非 线性 扰动 下 正规 方式 周期 解 的 保持 问 
题 。 另 一 方面 ,第 一 章 对 方程 组 (1.2.9) 的 讨论 表明 ,在 偶数 重 时 ， 
要 作出 有 关 歧 点 存在 性 的 一 般 结论 是 困难 的 .事实 上 ， 后 面 要 指 
出 在 回答 这 样 的 一 般 分 靶 问 题 时 ， 忒 x，1) 的 高 阶 部 分 的 性 质 
经 常 起 着 决定 性 的 作用 . 
作为 分 核 方程 〈4.1.8) 的 第 二 个 应 用 ， 我 们 考虑 这 样 一 个 问 
题 , 即 确定 实 Hilbert 空间 1H 上 算 子 方程 
(4.1.32) x (Lx + Nx) 


E (0, X) 点 解 的 下 临界 和 上 临界 分 歧 . XR RE, 4 
Wl — o Rf wij = ollel), E Nx c Ba + Ra, Ken B eg 


+1906 


PRAM P J x 0, Be, x) 0, 同时 , 当 leio 时 
IRG) = o(a?), 如 果 (0, 3) 是 (1.32) 的 一 个 歧 点 ， 且 
在 如 的 任意 小 邻 域 1 < dy CL > 28) A (4.1.32) 都 有 非 平凡 解 
(x，1) 那么 族 (x, 2) 被 称 作 解 的 下 临界 (上 临界 ) 解 族 (参看 图 
43), DA, BIRAR KTERÉ G3) 的 结构 来 确定 下 
或 上 临界 分 野 是 很 重要 的 .在 很 多 情形 。 这 可 由 下 面 的 定理 做 
到 


th 


TERIA 


图 4.3 EPA RE 


(4.1.33) 定理 ”如 果 除 了 土 面 的 条 件 ,， 还 设 1 一 AL HERA, 
dimKer(] — 44L) < oo 和 

H = Ker(I — 4L )@Range(] — AL). 
那么 ,如 果 (Bx, x) > 0, (4.1.32) M (0, do) 分 枝 册 去 的 和 任何 
解 族 都 是 下 临界 解 族 : 如 (Bx，x) < 0， 则 是 上 临界 解 族 . 

WAR: 又 是 从 分 枝 方程 (4.1.8》 和 估计 式 《4.1.9) 得 到 这 个 结果 . X 
键 之 点 在 于 : 在 所 给 条 件 下 ,并 不 需要 知道 分 校方 程 实际 的 解 的 铺 况 . 事实 
上 ,用 (4.1.5) 的 记号 ,分 材 方 程 (4.1.8) 可 以 写成 
(4.1.34) PU(A — Aíx  ANx] = 0, 
因为 在 所 给 条 件 下 。KerC1 — AL)mcekei1 — AL), 所 以 P 是 

HoKer — AL) 
WEE., TE, aA x o, + 8, p€ Reli — AL), x € Rangel — AL), 
HRA, (41.24) 成 为 
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“(Ag — 35/A]o, = PL BQO, +g) + RCo, + 2)]. 
Fes (PABBA (4.1.9), 可 得 
(he — AMAA od = (Bers 000 + oflo.. 
令 m= lelo, 其 中 ol = 1, i (B0, 0) > 0， 对 所 有 的 
og Ker(1 一 AL), ) 
Hel = 1 TRIP int(Bo, o) 大 于 某 个 = > 0， 我 们 有 
Cs — 25/2, 2. |e|*7a(1 + 0C[9]2). 
AWE IRATE, Xi. 附近 的 4, RRP Go EISE ROSA 
H. AUR (Bo, e) < 0 通过 关羽 的 论证 可 得 到 关于 工 临 泪 分 其 的 结论 。 
4.2 分野 理论 中 的 超越 方法 


4.2A 一 些 局 发 


一 个 有 趣 的 事实 是 : 在 以 章 没 有 解决 的 分 寺 间 题 中 ， 已 经 由 
拓扑 学 、 复 分 析 和 临 异 点 强 论 得 到 了 一 些 意义 重大 的 结果 ， 对 
41E 节 提 到 的 困难 的 “进化 ”情形 ( 即 多 重 的 情形 ) 特 别 是 如 此 。 这 
节 我 们 将 对 方程 
(4.2.1) f(x, A) iL)r + The, 3) —0 
考察 这 个 课题 ， 其 中 算 子 — LL 和 T(x, A) 满足 1 节 的 条 
EBD 1 ALL 是 零 指 标的 Fredholm HF, 

TO, 3) = T(0, 4) 0, 
CAE Tle, 2) 是 * 高 阶 项 ， 

艳 咯 地 说 ,这 些 超越 方法 成 功 之 处 在 于 : 或 是 对 方程 《4.2.1) 
PRO To, 3) 作出 了 定性 分 析 , 或 是 对 导 算 子 f(0, M) 在 
fus, D 的 临界 点 《0，o) 重 数 的 奇偶 进行 了 考察 。 一 个 想法 
是 ,对 给 定 的 算 子 fr, 1) 找 出 一 个 适当 的 数值 的 或 代数 的 “不 
变量 ” 1, 这 个 不 变量 1, 具有 如 下 性 质 ; 

O) L RE fa, 1) 零点 的 量度 ; 
(2) 当 fy 3) 在 “小 的 ”适当 限制 的 扰动 下 , T, 稳定 ; 
G) 7 可 由 线性 化 逼近 ， 其 借助 于 的 Freche GEF fs E 
i, 
SUAE AE BA A vs E Pe A EGRE RR 
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作用 ， 我 们 用 4.1 节 的 结果 把 分 歧 问 题 化 到 有 限 综 来 考虑 ， 于 是 
( 除 4.2C 节 外 ) 我 们 只 需 对 有 限 维 空间 上 的 映射 了 讨论 这 些 〈 拓 
扑 ) 不 变量 六 ， 而 把 那些 由 无 穷 绯 论证 得 到 的 结果 放 到 第 三 部 分 . 

更 清楚 些 。， 化 成 有 限 维 问 题 是 基于 按 4.1 节 中 所 讲 的 直 和 分 
解 X = Ker(1 — àyL)QRange(1 — uL) Xe (4.2.1), dmg 
用 P 记 Xx 到 Ker(1 一 BL) 上 的 标准 投影 , eCe, 2) 记 由 《4.1.8) 
HE MAO GR Kei(] — ab) X R A Range — iL), B 
A, WE (1.5) PRAY, WH f(x. 2) — 0 在 点 (0, 4) 
G20, 1) RAR) AEM TAR 
(4.2.2) (I — ÀAL)u + PT (a + 2(4, 1), 23) —0, 

u€ Ker(1 — AL) 


的 解 。 


4.2B 分歧 理 论 中 的 Brouwer È 


设 了 是 连续 可 微 映 射 , 定 义 域 为 有 界 区 域 DCR", iR 
ADCR", 
在 L6C 节 中 所 定义 的 了 的 度 d, P, D) 就 是 我 们 所 希望 的 不 
变量 ， 回 忆 一 下 , 度 是 一 个 整数 《 正 数 ， 负 数 或 零 ), 当 存 8D 上 
Ke) 7 p 时 它 是 Ke) =p 在 D 中 解 的 个 数 “ 代 数 和 ”的 量度 , 
我 们 指出 , 度 40, p. D) 满足 4.2A 中 的 忻 质 (1) 一 (3), 于 
是 确实 可 以 作为 整数 不 变 景 ff。 首先 , 根据 1.6A HEX, A 
PD) 是 IO — p dE DARII AEG SEES 
f(x) =p 
的 “ 非 退化 的 ” 解 加 上 “十 ”或 一 "号 进行 计算 而 得 ， 到 正 号 或 负 号 
取决 于 在 那个 解 处 f 保持 或 是 改变 其 定向 。 如 果 在 fa) 一 六 在 
DE) 的 每 个 解 处 Jacobi 行列 式 不 为 0, 则 f(x) 一 p 在 D 中 所 
有 的 解 都 是 非 退 化 的 。 其 次 ，a(f，p，D) 是 同 伦 不 变量 ， 因 而 
在 下 面 意义 的 小 沈 动 下 是 稳定 的 ， 即 如 果 Ke, +) 是 DxIO, 
1] > RY HERRE, A OD 上 f) A pA Kile, Oups D) 
有 定义 并 且 与 (e L0, 1] 无 关 。 ls. Haba CREE 
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asp, D) 一 S sgn detl eI, 


tame 
于 是 由 了 的 导数 决定 f(x) 一 9 在 DD 内 解 的 个 数 的 "代数 和 ”。 

RMA As ps D) 是 不 变量 这 个 事实 证 明 。 
(4.2.3) 定理 设 (4.2.1) de MIA Hr, 2) 满足 如 下 条 
件 : 

G) (7 — uL) 是 者 指标 的 Fredholm 算 子 ; 

Gi) dim Ker (1 一 4L) 是 奇数 ; 

Gii) Kerl 一 L) N Rangel? — bL} — {0}; 

Gv) T(x, 2) RE C' RA, T(0,2)= 7T,(0, 3) = 0, PA 
(0, io) 是 方程 fe, à) = 0 的 野 点 。 

WA: 用 反 证 法 .假定 (0. M) RÆ (421) 的 歧 点 ,于 是 
O. 如) 不 是 方程 (4.2.2) WRAL 令 

hlu, 2) = (1 — AL Ju + PT( + gla, 2), 4) 
T4 N = dimKer (1 — uL), WDE (0, bo) 的 基 个 小 球形 邻 
域 ,在 OD 上 hlu, 1) & 0, Wifi dl4(u,1),0,0) 有 定义 . 根 
据 度 函数 的 同 伦 不 变性 , Alus 1), 0, D) 必然 是 和 4 无 关 的 常 
数 。 另 一 方面 ,对 于 如 的 充分 小 的 去 心 邻 域 中 的 2， 因为 在 6DP 上 
lC, 3) — (QE — AL dal] fb BEL 
d(h(u, à), 0, D) = d(1 —1L,0,D), 

由 在 Kell — AL) 上 对 det (1 —AL) 的 简单 计算 可知， 当 
L< ay ht, 


D 
d(1 — 4L,0, D) = sgn [[ (7 — 2355 > 0, 


[E 


同时 对 1 > de, 因为 dimKer(1 一 4L) =N 是 奇数 ,所 以 


x 
d(1 — 2L, 0, D) = sgn [J (1 — 135) <0, 


isa 
因而 在 加 的 任意 小 邻 域内 ，d(4(w，4)，0，D) 不 是 常数 。 于 是 
对 给 定 > 0， 对 一 切 充分 小 的 p> 0, 

Alo, (do — 8) + (0 — 2) Ge + 9)] = 0 


elo. 


在 (lull 一 p} 上 应 该 有 解 ,我 们 得 出 矛盾 。 

用 工 的 等 征 值 的 重 数 ” 代 蔡 dim Ker (1 一 uL), RATIU 
证 明 一 个 稍 许 更 一 般 的 结果 ， 它 可 以 叙述 如 下 : 
(4.2.3) 如 果 把 定理 〈4.2.3) 中 的 条 件 Gi) BR do 对 于 工 的 0E 
数 是 奇数 ,那么 定理 仍然 成 立 , 

证 明 : 和 “(4.2.3) 的 证 明 一 样 ， 抬 定义 在 X 上 的 方程 
Ka, 4) 一 0 分解 成 两 个 方程 。 但 是 这 时 我 们 所 用 的 分 解 是 


X= U Kerll — LX, 


根据 假设 ， 
dim {J Ker(? — Wb)! 


Oo 的 重 数 ) 是 奇数 ， 同 时 ,当局 陨 于 X, 上 时 7 一 wLOTDÉS F 
是 类 似 于 (4.2.3) 的 证 明 ( 月 Brouwer 度 )， 就 可 以 得 到 所 要 的 
AUR. 

如 果 对 高 阶 项 7(*，?) 如 以 定性 的 限制 ， 可 对 刚才 得 到 的 
结果 作出 相当 大 的 改进 。 事 实 上 ,如 对 附近 的 每 个 3，T(x, 4) 
是 上 的 复 解析 映射 (在 2.3 节 的 意义 下 )， 其 中 口 是 (0, hw) 在 
X 中 的 某 个 领域 ,这 时 可 以 证 明 如 下 的 定理 : 

(4.24) 定理 RH io 附近 男 定 的 实 1。(4.2.1) 中 所 定义 的 算 子 
Nx, A) 复 解 析 , 此 外 还 设 
G) 7 —AL 是 零 指 标的 Fredholm BF, 
Gi) dim Ker (1 — bL) > 0, 同时 
Ker(1 一 WL)NRangel! — WL) — {0}, 
BA (0, 1) 是 方程 Kr, 1) 一 0 的 歧 点 ， 事 实 上 ,存在 一 条 解 
Wr ee 


xe) = Saget, Me) = det 3 es 
它 是 fas 2) OBL (O, 23) RREPA, 


? FARRER Wes. 


DD 


证 明 : edm (4.2.3) 的 证 明 , 设 (0, w) 不 是 方程 
Hx,t) = 0 
WRAL (0, A) REBEL Hu, 4) m ONR. ME Ker 
U —AL) RARE, F 

hlu, X) = (1. — Agha + PT (a + gia, 4), 4) 
中 ,因为 T(z*，)) 和 gn, 1) PMC eG 1) 是 
HRC EAD, a (3.3.2) 推出 它 的 复 解析 性 )， 所 以 当 
ABLE, Mo, 1) 对 * 复 解析 。 根据 度 的 同 伦 不 变性 1.6.3) 
对 于 [0，%] 的 小 的 去 心 邻 域 中 的 4, 和 Rer 一 AL) 中 原点 
UXROEASILU , 又 有 

(ils, 4),0,U) = 4(1 —1L,0,U) — 1, 
另 一 方面 ,在 4 = io， 因 已 假设 4(w: 4) 一 0 存 U 的 边界 上 没有 
解 , 所 以 d(h(u、 1). 0, U) 有 定义 。 但 是 在 A= has ACO, 10) 
的 Jacob: 行列 式 det — hnL) WE. 根据 《1.6.3) 中 关于 复 
MITENKI HEC ER UR He 1) oR at, 因而 

dU, bs). 8:0) 2, 

从 而 在 通过 4 一 如 时 函数 dO Ca, 4), 0, U) 不 连续 ， 作 为 度 的 
则 伦 不 变性 推论 ,由 此 推出 ,对 t 的 基 个 小 区 间 中 的 4， Aw, 1) 一 
0 在 已 的 边界 上 有 解 ,这 又 导出 矛盾 。 

为 证 存在 一 条 从 〈0, to) 分 核 册 来 的 解析 曲线 ,我 们 注意 到 ， 
(8% (0, 44) 是 方程 AC, A) 一 的 县 点 ,所 以 点 《0，)o) 不 是 
BV = iG), 1) 一 0} ME EA. EROS HC, A) 对 “和 
1 复 解析 ,V 可 以 看 作 (0, 40) 附近 的 一 个 解析 集 , 故 7 应 该 包含 
一 条 解析 曲线 (参看 3.3.9) 


ufe) = x a8", AE) 一 加 十 x Hae", 
于 是 x(s) m ule) + e(wle), Ce) 也 可 以 写成 
x(s) = 5 En 
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这 就 证 明了 定理 。 
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4.2C ER Aah 


设 fe) 一 gradFix) 是 定义 在 Hilbert ZAH SER lel < R 
上 的 梯度 算 子 ，3.2 节 告 诉 我 们 ，F(x) 限制 在 球面 xi = R 上 的 
临界 点 * 满 足 方程 .x 十 bf) — 0， 其 中 入 和 a, S60 是 实数 ， 
实数 “ 二 FG) 是 相应 的 临界 值 ， 有 趣 的 是 ,在 一 些 重 要 情形 , 某 
些 临界 值 正 是 42A 中 提 公 的 邢 类 数值 不 变量 ， 

这 种 临界 什 不 变量 最 简单 的 便于 是 C BG EEE PS. Fa) 
在 小 球面 OZ, 一 {xlxl 一 s} ENG EMSS FG) 在 原点 附 
近 可 表 成 


F(x) = i (Az, x) + offal). 


线性 算 于 4 紧 , 自 共 轿 。 候 定 4, RAWRATER EIA. ， 现 在 来 说 
H F(x) 在 62。 上 的 上 确 界 具有 不 变量 的 性 质 (1) 一 (3) (请 看 
4.2A)。 首 先 , 如 果 在 某 点 €€ OX, 达到 a 一 supF (a) > Ml FE 
方程 g(x，p) 一 nx 一 gradF(x) 对 某 个 实数 的 非 平 凡 解 , “应 
EF a 的 一 个 小 邻 瑾 内 。 这 就 意 乐 着 这 个 临界 值 是 方程 
gle, 4) =0 

的 解 的 一 个 度量 。 为 说 明 在 适当 限制 的 小 抗 动 下 = 稳定 ， 我 们 注 
意 到 ,如 果 用 一 个 高 阶 项 CG) = of xl?) (在 零 附近 ) 扰 动 F(x)， 
那么 

isupL FG) + 6621 — el = ojeli, 
同样 ,a 可 由 线性 化 方法 近似 计算 ,出 的 变 分 特性 ( 见 (1.3.40))， 
s, = sup de, 2), 故 


(425) |e— 到 ex | 


= jp G (Ass 8) + ael) — Ln 


= o(80, 
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现在 指出 这 个 简单 的 不 安县 在 分 歧 理论 中 的 重要 性 。 

设 算 子 方程 《4.2.1) 定义 在 Hilbert 空间 太原 点 的 类 邻 域 
上 ,可 以 写成 
(4.2.6) f(s, 4) =r — Lx + TC)} —0, 
RWLARBRBRT, TO) —grad7 (x) 是 一 个 高 阶 全 连续 
BF, TG) = oC). RINER 
(427) 定理 VEL E LEUCKIWKGERHER, 那么 在 上 面 的 假 
RE, (0, 1/2) Æ (426) 的 一 个 歧 点 。 

证 明 :我 们 证 明 每 个 充分 小 的 球形 邻 域 U. = Gel Sey 
都 包含 有 (4.2.6)》 EEL 

Cele), 4C8))» lxCe) = 8, 14e) — 1/4] = oh), 
为 此 ,利用 上 面 刚 介绍 的 


de == sup lee» LEON 


其 中 上 确 界 是 在 83, = {r| al =e} 上 取 的 。 暂且 假定 ee 由 
OX, 上 的 某 个 元 素 xs 达到 ， FRIES x. 所 满足 的 方程 ， 即 


mem La + TG) (其中 DELI [m | me) — 


且 得 出 这 个 估计 sz IST 
He — lh = Mim — 31A = oC), Ej e 0, 
这 就 是 我 们 要 证 的 ， 为 此 , 作 (4.2.6) 与 xs 的 内 积 ,用 (2.1.21), 
得 出 
pa = jra] (Lae, za) + (Tas med} 
一 z(t Lu, n) Teo} 
He (Tass n) — 27 (2E 
< 267, + ele AITZ + Zsupi]T Gs). 
"PARU ER (4.2.5), 


‘ay Al < 28? fo, — i het] + eoe) 
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= (0), 
制 下 的 只 是 证 明 在 93。 ARo, 我 们 这 样 来 证 明 这 件 事 。 显 
然 m < so， 于 是 ,如 果 {x。} 是 62。 上 的 元 素 列 ,使 


F(x,) =F Utes 29) + F Gu) -as 


那么 {x。} 有 弱 收 敛 子 序列 ， 记 其 弱 极 限 为 z。 因为 F(x) 对 能 
WHR FR) 一 os。 现在 x €0Z,, BM [xl c e. HA 
RP > 1, ECON, 而 由 简单 的 计算 可 知 Fle) > Fe)? 
这 和 FR) RAHA A. EMER, 

我 们 将 在 第 六 章 指 出 。 由 各 种 极 大 极 小 诛 则 计算 的 临界 值 都 
是 满足 4.2& 中 1) 一 (3) RRR, 这 些 更 精细 的 不 变量 
也 在 分 战 理论 中 起 着 重要 作用 ， 在 6.74 一 节 还 要 指出 ,这 些 临 办 
值 是 紧 自 共 辐 算 子 工 正 特征 什 如 下 特征 的 推广 ; 如 果 把 这 些 特征 
什 按 递增 次 序 排列 起 来 并 且 计 及 重 数 ,那么 


à, m sup min(Lz, x), 
(ly T 


SS {rje ml, EW, Ay HUS NH CT ES RD, 
LZ]. 是 如 中 所 有 这 种 球面 的 类 。 这 些 推广 要 求 用 更 大 的 “拓扑 
RO" AULAE S CRINE RD 13]w。 

为 了 说 明定 型 (4.27) 的 重要 性 ,我 们 考虑 4.44 节 中 关于 正 
帘 方 式 保持 的 Liapunov 准 见 的 如 下 推广 , 即 对 形 如 
(4.2.8) ž + Ax + FIG) = 0, Ke) = ol lxll) 
的 Hamilton ABs. 8-98 5 A TORRE AE 
(4.2.9) 定理 EN X NUAGE 4 Seah ag RE A EN C 
WHOS SUS SA (ERN). 还 设 Ke) — VEG), 
Fe) 是 光滑 函数 ， 那 么 《4.2.5) 有 ( 非 平凡 的 ) 周 期 解 族 eC), 其 
最 小 的 周期 rz) AP (0, 244). BUR F(x》 实 解析 ,这 个 解 
KKRITIKAT e, 并 可 以 取 作 


«U)— S ue, tlt) — » + SD 5S, 
ra 
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其 中 eG) 的 周期 为 2x/44， 并 且 满 足 3 + 4x 一 0( 即 在 Hami 
lton 扰动 下 ,最 小 局 未 的 正规 方式 保持 不 变 )。 

证 明 的 思路 :这 个 证 明 与 《4.1.15》 中 用 于 证 明 Liapunov 准则 的 方法 
类 似 . 不 同 的 是 我 们 把 (4.2.8) 变形 为 适当 的 Hilbert 空间 语 的 算 闻 方程， 
使 其 中 的 算 子 是 梯度 映射 ,因而 可 有 骨 (4.2.7). 

证 明 : 作为 第 一 步 , UE (4.2.8) 为 Hilbert 空间 吾 中 的 算 于 方程 ,H 
ANARAM Cs) = (nO). es xa 602 构成 的 空间 ,对 t= d, 4 N 

L 


s) d (0, 1) BENER, sco en (o. 二) 那么 ,这 样 一 个 方程 的 


解 可 以 延 拓 为 (4 ,2.8) 的 偶 周 期 解 ， 事 实 上 ,我 们 构造 的 解 将 自动 满足 条 件 
-人 的- 
为 导出 算 子 方程 , 遵循 2.2D PHRMA, Bi AAT 
Ux), A(x) 和 TC). 
(4.2.10) (Lr, y)- fi casera, 
(4x, ») = 上 Poo 


ac), » = FGCU Der, 


FE (6.2.8) 的 偶 的 ,周期 为 1 的 广义 解 和 算 子 方程 

(4.2.01) Lx = M Ax + T(x)] 

ZEN HARARE, TR REAT LAAR BRIN 4 和 了 是 紧 
EP AM epo RN TG) = (lal). 下 中 的 元 素 (+) 可 以 唯一 写成 


x) = an ns Jota Ro) 在 [os 二 | bee we, ox 


o, i] LOPID o. 这 个 分 解 对 应 于 一 个 正 实 分 解 RN He, 
内 为 的 一 个 内 职 可 以 取 作 
Ge sem, = SPO, 


BE (4.2.8) 可 以 分 解 为 一 对 方程 
(4.2.12) xa = BL Ax, + PTS, + tm) bo 
(4.2.13) Q = Ax, t CL — PYT(S, + tu), 
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Sh HOS DRE. AAAA ET (4 2 13) 就 得 出 
唯一 的 可 微 函数 te = gn), 注意 这 里 8 与 无关， 代入 (4.2.12)， 这 个 
方程 就 变 成 
(4.2.14) Xo = AM Axo + PT (x. + g(xo)]. 

一 旦 验证 了 《是 H PRIMES, DRY PT Cre + e) REND 
的 梯度 算 子 ,就 可 把 定理 (4.2.7) 用 到 这 个 算 子 方程 。 而 这 两 个 事实 都 可 以 
从 定义 以 及 2,5 节 与 梯度 算 邓 有 关 的 事实 直接 推出 ,事实 上 ， 由 (2-5.5) 
如 果 

$62) m f so) + Goo» 
BAE Hoth, (n) = PTUS + i08). 于 是 , 甩 1.3 GREAT ET VL 
BERTTERGPUTIURORL, RAE. A. e, MERRIE 
足 ,集合 mE 
{A A m amm, (N = 1a 2, bm 0 2, n. KD) 
的 最 小 正 数 Xmi。 总 给 出 方程 《1.1.4) 的 一 个 歧 点 (0,%w)， 因 为 
Amin = 2] Ray 

RORE 0.2.10 RUBIO SG deu, = 6, EA o ON, 
Ae)inDA, 用 + 来 表示 ,我 们 就 得 到 周期 为 T 的 周期 族 eh) 4 2—0 
时 On. (0. 28/3), 于 是 如果 F(x) KRR WAAT TG 也 
将 实 解 折 ， 册 《1.5.2) 在 实 博 形 的 类 似 结 杂 , 方 程 (4.2.8) 也 将 有 一 条 解 
折 的 解 曲线 *:(:)， 其 周期 为 <.。 同 时 具有 定 纯 中 折 儿 述 的 性 质 ,而 且 zT, 将 
是 x 的 最 小 局 期 。 设 若 不 然 , 族 OOO, 0) 将 引出 (4,2.8) BG BOR 
Co, Â), 55 2D. 是 最 小 的 特征 信 相 矛盾 、 


42D 分 歧 理 沦 中 的 Morse 型 数 


EPG) 是 个 实 变 量 的 C? 实 值 函 数 ， 在 1.6C 中 已 经 定义 
了 它 的 孤立 临界 点 乡 的 Morse 型 数 {Mz(p)}。 {MrCp)} 是 一 
PN + 1 维 向 量 〈zrosra，… ，mw)， 其 分 量 都 是 正 整 数 。 CE 
BE F(x) 临界 点 P (可 能 退化 ) 的 " 重 数 ”， 现 在 指出 ， 如 果 仅 限于 
SRA RRS 工 和 梯度 算 子 T(x, 2), 那么 Morse SUM GE 
BE (4.2.1) 的 不 变 最 ， 

X 125 本 尾 的 过 论 推 出 ,只 需 验证 Morse 型 数 对 有 限 维 
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Hilbert 空间 的 不 变性 ， 六 时 我 们 已 经 隐 含 地 应 用 了 一 个 事实 (由 
(2.5.5) 推出 的 ), 即 对 于 罗 定 的 1 和 0 附近 的 #、(4.2.2) 左 端的 算 
TÓREBHEENCT. RAM, M (421) 过 渡 到 (4.2.2) HAARE 
DRR. mE je A AGBICRDIS RR, BAREA E E A 
Morse Hk, WEE EWR AY Morse 指数 为 《， 
MG) m (0505 etta 130, 7,0), 

其 中 第 无 十 1 个 坐标 是 1， 既然 非 退 化 临界 点 * 的 Morse 指数 
可 以 由 线性 算 子 FG) 确定 ,所 以 ,至 少 在 下 退化 的 情形 ，Morse 
型 数 可 以 由 线性 化 的 办 法 算出 。 RA, Morse 型 数 在 "小 扰动 "下 
是 "稳定 的 "” 若 孤立 临界 点 4 是非 退化 的 ， 上 述 事实 的 证 明 是 容 
易 的 ， 对 于 较 困 难 的 退化 情形 , 设 了 是 孤立 临界 点 , 且 其 Morse 型 
BOO MG) 一 (ma m. …，mw])。 由 (1.6.14)， 如 果 GG) 是 
C 函数 。 在 C 意义 下 和 F(x) 充分 接近 , 且 在 附近 只 有 非 如 化 
临界 点 ,那么 在 附近 ，G (wx) 至少 有 m 个 指数 为 《的 孤立 的 非 
退化 临界 点 (R= 0, 1, ++) N) 

作为 Morse 型 数 对 分 歧 理 论 的 一 个 应 四 ,我 们 证 明 
(4.2.15) 定理 设 1 一 AL FIMO SEE Fredhoim F, 
么 ,如 果 T(x, X) 是 C' 高 阶梯 度 算 子 , 则 C0, lo) 是 方程 (4.2.1) 
的 一 个 野 点 。 

WEA: b (0, Ao) 不 是 (4.21) 钓 野 点 ,那么 (0, 1) 也 不 
是 (4.2.2) 的 歧 点 。 于 是 ,对 入 的 邻 咸 中 国定 的 4，(0, X) 是 实 函 
数 


Ha, 1) = i Cu — Aku, u) + Fu + glu, 1), A) 


的 孤立 临界 点 ,其 中 7 是 实 值 函 数 70,2) = 0 和 

F a + glu, A), 3) PT (a + oa, à), 3). 
显然 ,对 于 A IE MBM, detlHal0, 2140, SET EST 
定 的 1，(0，1) 是 H(u, 4) 的 孤立 非 退 化 临界 点 。 不 难 由 计算 
Hesse 行列 式 detl EL, (0, 11 Bit, (0, 22 关于 A, A) 的 
Morse 指数 在 4< ho 时 为 0, 在 和 > 加 RIO 


2202+ 


dimKer(Z — dol.) =N, 

另 一 方面 ,(0，?j) 是 HG, 1) 的 孤立 退化 临界 点 ,假定 它 的 型 

至 少 有 一 个 不 为 0 。 根 据 上 面 提 到 的 Morse 型 数 的 不 变性 , 因 
为 当 (uy 3) (0, 25) Ef, suplE(Qu, 4) — H(u, AI ECR 
义 下 趋 于 0 ， 记 以 对 小 邻 域 中 的 每 个 Xx，H(w，4) dE (0, 2) 
的 Morse 型 数 Mi(0) 满足 不 等 式 Mai(0) 之 Mi,(0) ( 按 每 个 
坐标 分 量 比 较 )。 从 这 个 不 笔 式 推 出 ,如 果 

Ma) = (mo, m, mus -tty mos 
那么 对 2 < mo— iR m m 0(i mA, 2. 7, ND). 同时 对 
L> la mad, mmi 0, 1, e, N 1), 于 是 对 
i=0, l, 2, c, Ny mij 0, 
这 就 是 所 要 的 矛盾 。 剩 下 唯一 要 考虑 的 情形 是 Morse WS 
为 0 的 可 能 性 ,但 是 ,由 于 Brouwer 度 和 Morse 型 数 之 间 的 关 
系 (1.6.15), 已 经 排除 了 这 和 神 可 能 。 事实 上 ， 从 〈1.6.15) 推出 
AG Ao), 0, lul] < 8) 一 0。 但 是 这 和 下 面 的 事实 祖 矛 盾 : 
加 为 "一 9 是 HG 4 一 8) NBN, BL TIES NO e 
和 8, dH Cu, ho — 8), 0, lud <8) — 1, 
定理 (4.2.15) 显然 是 〈4.2.7) 中 类 似 结果 的 深远 推广 ， 它 的 
RF (4.2.8) 在 x = 0 附近 的 周期 解 的 直接 推论 是 〈4.2.9) 的 如 
下 推广 
(4.2.16) 定理 (4.2.9) 同样 的 条 件 下 ， 在 * = 0 的 任何 充分 
小 邻 域内 ,方程 (4,2.8) 都 有 非 平凡 周期 解 xp G = 1,2... 
MulpEQCETON, xG) 的 周期 5 BT 2e/ 5， 如 果实 值 函 数 
FO) SHAT, WA (4.2.8) 有 实 解析 解 曲线 nO), HUN 
ule), JERE 
aD Eee 和 uc Xe. 


n=1 am 


证 明 : 把 (423) 的 证 明和 上 曾 的 一 般 结 果 《〈4.2.15) 结合 
起 来 就 得 到 了 这 个 定理 . 
附注 : 
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Weinstein (1974) BASEN. (3.246) 中 的 周期 解 向 此 不 同 . 在 
第 六 章 我 们 要 指出 ,还 可 把 Ljusternik-Scnnivelmana iG uk 
个 方面 (参看 本 章 末 的 注 记 F). 


43 具体 的 分 站 现象 
荣 些 临界 参数 的 大 小 省 常 决 定 和 白 然 界 很 多 事物 的 性 质 ， 在 很 
多 情况 下 ,分 歧 现 象 妃 着重 归 的 作用 .在 前 两 节 , 我 们 用 " 非 线性 扰 
动 " 谐 波 系 统 在 平衡 位 转 附 近 的 周 划 送 动 解释 了 这 个 事实 ， 这些， 
我 们 在 数学 分 析 的 不 同 领域 继续 这 个 识 题 ， 以 说 湖 前 几 节 中 发 展 
起 来 的 分 歧 理 论 的 重要 狂 、 以 及 应 用 这 个 埋 论 到 特 卉 困难 的 情形 
时 的 有 关 问 题 ， 为 简单 起 兄 , 所 选择 的 党 料 是 比较 成 熟 的 。 但 尽 
管 它们 是 经 典 的 ， 下 面 要 讨论 的 每 个 谋 题 中 都 充满 没有 解决 的 基 
本 问题 ,而 它们 的 解决 需要 用 到 分 歧 理 论 . 


4.3A 的 来 三 体 问题 中 平衡 位 置 附 这 的 周期 这 动 

约束 三 体 辣 题 可 以 叙述 如 下 :” 丽 点 质点 六 FEP RUR E 
AI I— p, PAP, CHE Newton 引力 作用 下 ) iB BU Vos ee 
们 的 质心 运动 。 第 三 个 质点 P. RRMA OMAR. ART 
次 转 体 确 定 的 平面 上 运动 ， 这 个 质点 妃 受 P 和 P 的 Newton 51 
力 控制 ， 但 假定 它 并 不 影响 P, 和 P, 的 圆周 运动 。 要 解决 的 河 题 
是 ,描述 在 各 种 给 定 的 初始 条 件 下 也 的 运动 

这 个 问题 是 Euler 在 1772 年 提出 的 ,由 于 Poincaré 深刻 的 
工作 , 它 已 成 为 天 体力 学 中 的 中 心 课题 。 Poincaré 强调 此 约束 问 
题 中 周期 运动 的 重要 性 ， 他 猜测 ,对 给 定 的 时 间 区 尊 - 此 约束 问题 
POAT ERG FT Ue) ra 3 RAK EE, 

Jacobi 建立 了 描述 Ps 运动 的 相对 简单 的 微分 方 得 (在 一 个 旋 
HEAD) 这 些 方程 是 自治 的 。 可 以 写成 ORE EAA 形 
E) 

(4.3.1) xe — 2y Ux, y). 
(4.32) Yu + 2a, = Ule, y), Hip 


M^ 


(4.3.3) UG, y) e E GI yo) = iG = e yon 


+ le R1 — ay t pv, 
HEA (4.3.1)— (4.3.2) 是 自治 的 Hamilton 方程 。 EWEA 
(由 解 U: = U, 一 0 得 到 ) 是 这 个 系统 最 简单 的 解 。 一 共有 五 个 
BER: SPER (rela), 0) (Am 1, 2, 3), MBAR Lo Las 
Lis 另外 两 个 是 Ly 和 Ls。 工 ,或 L; 和 P,P 部 构成 一 个 等 边 三 
角形 (参看 图 4.4)。 


» nts 
oly 
一 s e & 
li Pila-1.0) La Pin) is 
eLs 


图 4.4 AREER PA A. 


工 , 和 L, 称 作 三 角 驻 点 或 平衡 点 ， 出 于 和 41, 42 节 类 似 的 
考 起 ,下 面 讨论 在 这 种 驻 点 附近 局 期 运动 的 可 能 任 .首先 注意 到 ， 
不 难 求 出 所 希望 的 展期 解 的 线性 近似 。 ERE, M (ro yo) id 
(4.3.1) 一 (4.3.2) 的 驻 点 的 坐标 ,那么 在 点 (xo， 加 ) 的 线性 化 方 
程 是 
(4.3.4) Eu — 2m = Uesltos WIE + Us (os Yody» 
(4.3.5) me H 2E = eyo yo) + Usos. 9o). 
如 果 把 共 线 点 Lis Los L 中 的 一 个 选 作 (xo yo), WARDAH 
组 有 一 族 局 期 解 ， 而 在 点 LM Ls, 方程 组 (4.3.4) 一 (4.3.5) 或 者 
有 酚 个 外 ,或 者 没有 不 同 的 压 期 解 ,这 取 次 于 质量 比 # 小 二 或 等 于 
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SONATE ww。 这 里 有 一 个 问题 ,就 是 (4.3.1) 一 (43.2) WAM 
解 线性 近似 的 合法 性 。 涪 得 更 清楚 些 ,在 每 个 性 点 LOL 附近 ， 
近似 哆 ?在 4.1 和 4.2 节 , 对 于 类 似 于 (4.3.D) 一 (4.3.2) 的 方程 组 。 
我 们 用 分 贞 理 论 部 分 地 解决 了 这 个 问题 ， 也 正 是 根据 在 非 线性 拓 
动 下 正规 方式 解 的 不 变 狂 来 考虑 这 个 问题 下面 措 出 ， 这 个 方法 
可 以 终 广 到 现在 的 较 困难 的 情形 , 即 证 明 
(4.3.6) EB. MREP LG 1,5) IDEM C34) 
(5) IRE ILRI, BA L MARRA, 非 线性 方程 组 
(43.1) (43.2) Si — 4 JST SLA eC, RAMS 
ro ME BRIERET 6 B. GO, n) (0, n), Hbi 
(43.4) 一 (4.3.5) 关 于 L RETE EUSEB SRI E ERAI, 
W: 仿照 (4.29) 中 用 过 的 方法 进行 证 明 ， 第 一 步 ， 在 
(4.3.1) 一 (4.3.2) 中 令 £o 2 ， 注 意 考 寄 变换 后 方程 的 ， 的 RR 
W. NOG (42.9) 的 步 又 所 得 方程 可 以 改写 成 Hilbert ZEH 
中 的 算 子 方程 
(4.3.7) (€ — AB — ÜL)X — PRO) = 0, 


这 里 刀 中 的 元 素 为 定义 在 o, T] racism 2 im 


XG) = (els), (0). 


E xG)eL[o, H. AFL, B， 忆 和 及 由 下 列 公 式 隐 式 定义 


" 
(ex, DRM X, pidss 
Ux, e) = 2 [ Gui — sedes 
(LX, p) -Í {Hlxos yOX, p)ds, 
" 

(RX, 0) =|" VV pds, 


其 中 Hs, yo) X Hesse AGER (Usu Gn, Yad)» 
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VX) = Vo y» 
乔 实 值 函数 
V(x, y) = UG + x, yo + y) — UG Yo) 


一 jun HX: X). 


TQEBT LICET. R 是 高 价 全 连续 梯度 算 子 。 
又 和 (4.2.9) AUR. ZEA XG) 分 解 成 它 
H 


ue i EMER X. 和 一 个 平均 值 为 o 的 向 量 X). 


方程 在 Hs。 上 可 以 改写 成 
(4.4.8) f(Xo, 4) = (I — 4B — BL)X, — VT(G) = 0, 


Mb A i Aras ps caos |o, +] 上 的 平均 值 为 


0， 如 果 线 性 算 子 (0, 2) 1 —iB — VL RAB, BAMA 
fk (4.3.)—(4.355) 的 非 平凡 周期 解 的 周期 ， 因 为 算 子 B 和 工 
RAS, SAARIA, f0, 1) 是 零 指标 的 Fredholm € 
子 , 于 是 可 以 应 用 4.1 和 4.2 节 中 发 展 的 分 歧 理 沦 。 由 于 在 每 点 
LAG 1, +++, 5), Hesse 短 阵 HG, yo) 非 奇异 ,重复 (4.1.13) 
中 的 论证 便 可 得 出 ,如 果 2 = 时 dimKer(1 — 4B — PL) = 1, 
那么 方程 (4.3.8) 有 唯一 的 非 平凡 解 册 线 (xte),，%(s)》 从 0,10) 
分 核 出 来 并 实 解析 地 依赖 于 s。 因为 函数 Vy) 实 解析 ， 这 
些 解 依 次 产生 出 所 要 求 的 〈4.3.1) 一 (4.3.2) 的 周期 解 族 ， 另 一 方 
面 ,如 果 1 一 和 时 dimKer(] — AB — PL) > 1， 那 么 可 以 用 定 
理 (4.215) 和 (4.2.7) 的 证 明 ,得 出 方程 (4.3.8) 总 有 非 平凡 解 
曲线 (x(s)，4(s)) 从 《0。lo) 分 核 出 来 并 实 解析 地 依赖 于 8, 
这 些 解 产生 了 (4.3.1) 一 (4.3.2) 的 非 平凡 周期 解 族 。 

(4.3.9) 推论 对 一 切 p>>0, YE La, La R Lp EET ARI 48 
域内 ,方程 组 (4.3.1) 一 (4.3.2) 都 有 周期 解 。 此 外 ,存在 一 个 临界 
值 e<l, 使 得 当 和 pw 时 ， 在 工 ,和 Ls 的 任何 小 邻 域内 , 方 
程 组 (4,3.1) 一 (4.3.2) 有 周期 解 ,但 对 p > tw 则 没有 。 事 实 上 ， 


-207 


除了 一 个 可 数 无 穷 集 X, 外 ,对 一 切 uE, m) YE LORI Ls 附近 
《4.3.1) 一 (4.3.2》 有 两 个 不 同 的 周期 解 族 。 

证 明 : RPE (4.3.6), HUE CA E (0, A) = I — AB AL 
AEE AR RFE, fi (4.3.42— (4.3.5) FPP ARAMA, 为 
Wok ERE ARRIA RRR. 对 Lus 
lrs 上 Ls， 这 个 方程 可 以 写成 + alu) — BO) — 0. 其 中 ala) un) 

是 常数 ， 因 为 向 期 解 对 应 于 * HUE RIES, BF e> 0, HF 
EY ECE WK MEM. A L 和 Las 特征 方程 是 


sob + E i — n) e o, 


“ALM Lx 20 a) s KAARE EROR Vx BH HE 
CR, kin), 于 是 p RAR 12700 eR. fied a> 
只 要 /44 oe NN I HIT I [iapaney 准则 用 到 方程 组 (4.3.1) 一 
(4.3.2)。 就 得 出 两 个 向 期 角 族 ,其 周期 分 别 接近 于 2a 和 rls. R 
o, D =i — 271 — 8#), 
所 排除 的 + 信 正 是 那些 信 , 它 们 使 
Or VD) = VO) SM e 1, 3. 0) 

BRM N roo ee HARA. 

关于 尚未 解决 的 问题 的 附注 : 

在 上 面 这 个 方向 上 ， 尚未 解决 的 重要 经 典 问 题 是 : 

G) AVE WSU ae RE: 

Gi) Æ LRL LS HDE, 对 某 些 pe 2,， 有 没有 可 能 也 存在 两 
ARIAL SAE BARRAGE FD? 


43B ARREARS? 65 oR 


在 非 线性 弹性 中 全 很 多 有 趣 的 分 歧 现 象 ， 最 早 的 也 将 是 第 一 
章 中 提 到 的 Euler MARA, Euler 问题 是 对 一 .个 洛 轴 向 受 
力 的 均匀 弹性 织 杆 作出 数学 描述 ， 在 1744 年 的 论文 中 ,他 把 这 个 
间 题 化 成 求解 如 下 半 线 性 边 值 问题 

w t Poll — d^ — 0, w0) — (1) — 0, 
Euler RAL. BRIS JAM P Hb r7 à BUSES cL 
gus 


RRS BA E fer FIT MA”, NTA BRAR E 
是 相应 线性 问题 
w+ Pw =0, w(0) — w(1) 0 

的 最 小 特征 值 ， 他 还 指出 ， 半 线性 问题 可 用 与 参数 P eR 
函数 显 式 解 出 、 

1910 年 von Kármán 指出 ， 可 用 两 个 四 阶 拟 线性 偏 微分 方 
程 组 来 描写 一 个 类 似 的 ,但 更 困难 的 二 维 间 题 一 个 弹性 薄板 ,党 
着 它 的 边界 受到 任 彰 的 力 和 压力 ,给 出 该 薄 松 届 曲 的 数学 措 述 .在 
随后 的 年 代 里 ,对 这 些 方程 的 充分 讨论 表明 ,如 果 不 对 薄板 的 形状 
或 尿 曲 板 的 对 称 性 作 特 别 的 假定 ,那么 ,由 于 所 涉及 的 展 微 分 方程 
的 非 线性 ,该 问题 是 极其 困难 的 ， 在 这 里 ， 我 们 把 4.1 和 4.2 节 中 
A Rec A acr ver TAE FR e RO AIO CRT EH ER A 
可 讨论 更 一 般 的 弹性 薄 壳 的 情形 .。 

von Kármán 方程 可 以 叙述 如 下 : BAER ANE 弹性 体 
8B, 它 在 没有 变形 时 是 平 的 。 如 好 受到 施加 于 其 边界 的 压力 作用 
(其 数值 为 4), 在 B 中 产生 的 应 力 可 用 Airy MHR Gn, 9) + 
I(x, y) 来 测量 。 如 把 B 距离 它 所 处 平面 风 位 移 记 为 w(x,y)，、 
那么 它们 由 如 下 的 所 线性 椭 网 型 方程 (参看 (1.1.12)) 确定 


(4.3.10) 对 一 一 Lo 


Aa = MBPS, u) Rf, 1, 

其 中 人 记 双 调和 算 子 ， 

Uf; gl — fag + by Bae — 2] ry 
AURJC BOE ROB ARARG, B 的 边界 是 G, Mt (4.3.10) R 
们 可 以 考虑 如 下 边界 条 件 
(4.3.11) u = u, = ty m D, 

f=f: 一 一 0， 4:06 t. 

上 而 的 Pole, y) 是 由 解 一 个 有 关 的 非 齐 次 线性 问题 得 出 的 水 数 。 
它 是 当 阻 目 板 拨 昌 时 , 没 挠 晶 的 板 中 所 产 千 的 训 力 的 量度 。 所 得 
的 平衡 状态 称 作 “ 届 由 "状态 ,这 个 问题 称 作 “ 弹 性 怕 曲 ”。 
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2B WESCE HA RAST. — BREDE (4.3.10) 中 的 非 线性 
Ble. u) 和 [f,w] 可 以 忽略 不 计 , 于 是 可 用 下 面 的 线性 特征 值 
问题 来 刻 划 薄板 屈曲 的 经 典 的 线性 化 问题 : 


(4.3.12) Aw —MPF,v1-0, ath, 
(4.3.13) ww, =w, =d, 在 090 上. 
VERS OBRRE, RRR BEFR RE KREATA 


特征 值 问题 


(4.3.14) w-—ALw de W,.(2) th, 
在 整个 工作 中 RTM BRK Fu(*,y) 加 上 如 下 的 假设 : 
Lu = [Fow] 


RH. (0) -RRER T 34 RES MIRES 中 一 致 有 界 时 ,这 个 
条 件 一 定 满足 ,进一步 我 们 注意 ,这 个 假设 使 我 们 可 以 认为 算 于 工 
有 正 的 和 和 负 的 特征 伪 , 这 种 情形 对 应 于 如 下 的 物理 作 轩 :作用 在 部 
分 边界 上 的 为 是 压力 ,而 在 39 的 另 一 部 分 上 是 拉力 .事实 上 ,(4.3. 
14) 的 谱 由 特征 信 {4,} 组 成 ,它们 构成 一 个 趋 于 十 oo 或 一 0 或 两 者 
的 离散 数列 , 每 个 A. 的 重 数 是 有 限 的 , 零 不 是 (4.3.14) 的 特征 值 . 

我 们 举 一 个 夹 紧 板 的 线 竹 化 问题 作为 简单 例子 。 

9b EARN, CHL RAG IE DS NEUE (4.3 2) 
(4.3.13) 化 为 
(4.3.15) Arw ~ AAw 0, vow, c ry m, 
PSE MeL AA ES BD EAN PRE BUNTE TER RUPEE TRE, 

(4.3.15) 的 径 向 对 称 解 e = olr) 可 以 由 Bessel KA L0) 的 零点 
确定 、 这 些 特征 贸 数 是 单 重 的 ,是 二 阶 常 微分 方程 

PË + ró + (10 

的 解 ,在 + = 0 处 有 限 。 

非 对 称 特征 函数 问题 可 以 由 下 式 碍 出 


sin wd, 
wlrs 9) 一 xol 
coni , 
这 些 特征 应 数 不 一 定 是 单 重 的 ,但 已 经 知道 第 一 特征 函数 轴 向 对 称 ， 且 
AAEH. 
现在 我 们 指出 , 在 刚才 的 定义 下 ，(i) 特征 值 1, REER 


"310， 


是 (4.3.12) (4.3.13) 解 的 有 效 一 次 近似 ，《〈ii) 用 特征 慎 7。 来 
理解 慰 曲 现象 是 合适 的 。 为 此 证 明 

(4.3.16) 定理 (i) 设 %。 是 线性 方程 组 (4.3.14) 的 特征 信 , 那 么 
(0，4,) 是 非 线性 方程 组 《4.3.12) 一 (4.3.13) 的 歧 点 。 于 是 对 每 
个 jw。* 存 在 《4.3.12) 一 (4.3.13) 的 一 个 单 参数 解 族 (ws, fer Lads 
它 解析 地 依赖 于 e， 

ii 一 > wa, do $55 Ra = An + $885 
Ex por: E 

How, 是 (4.3.13) 一 (4.3.14) 的 解 。 

G) BRB (43.12)-43.13) 在 Ga, W) 中 没有 解 . 其 
FEA, AMAL, 分 别 是 《4.3.13) 一 (4.3.14) 最 小 的 正 特征 值 和 最 大 的 
负 特 征 全 . 

(ii) d w —0, Lm dy WE, Yay > 0 时 ， 非 线性 方程 
28 (43.12)—(4.3.13) 对 1 Ay (N 二 1, 2, -) 没有 解 , 当 
dy 之 0 时 ,对 1 之 hw RAR. 

Ci) 的 证 明 : 在 2.5C 节 , 我 们 证 明了 方程 组 (4.3.12)--C4.3.13) 的 解 
-一 对 应 于 算 子 方程 
(4.3.17) w+ Cwm ALw 
的 解 。 式 〈4.3.17) 定义 在 Hiiber 空间 H = CO) E, 算 于 C) XE 
义 如 下 : AGEOORSGERT 
ts 9); 日 XH X 


(4.3.18) GG, p) =| [wales 9e 760), 


然后 定义 CCw) — Cw, Cw, wy). CREAEIERESCT, STE 
(Cw, w)m D. & Hw, A)m w + Co — ALe, BUTE, Hi eB 
(4.2.45) 所 有 使 dim ker /,(0, ân) > 9 的 点 (0, An) ME (4.3.17) 的 
t Ân 正 是 《4.3.12) 一 (4.3,13) 的 特征 值 av， 因 为 Key A) 对 
A (4.2.16) 一样; 又 得 到 Ci) 中 的 展 式 

Cit) 的 证 明 : 设 Ce. f) Æ (4.3.12)—(4,3.13) 对 AELA] 的 
ERA Ge. 0 满足 (4.3.17), TE (4.3.17) Me HAR AAA Aa, 
WAH PAA (Co, wu. 于 是 对 所 有 的 “< 号 > 
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[ites e= as 


kume 
(4.3.19) le, w) = mus — m0, 在 0 中 5 
(4.3.20) Dewlao 一 0，  le|xt. 


所 以 曲面 w — w(x, y) 的 Gauss 曲率 等 于 0， 因而 可 展 . 这 个 曲面 被 射线 
WE ALB (4.3.20), Ea wle, v) so. 

Citi) 的 证 明 ; 则 才 证 明了 对 《4,3.12) 一 (4.3,13) 的 任何 非 平凡 解 有 
(Cw, w] > 0, 再 把 (4.1.33) 用 到 方程 (4.3.17) 就 得 到 要 证 明 的 结果 . 

关于 改进 (43.16) 的 说 明 : 

在 第 六 章 我 们 将 对 结 米 (i) 作出 重要 的 改进 。 即 :如 果 4, 是 
—TAENHIEB. WA, Hea, 非 线性 方程 组 (4.3.12) 一 
(4.3.13) EDAR (0, 0, le) 分 梳 出 来 的 单 参数 解 族 ( 详 
铺 可 见 6.7C)。 

弹性 薄 壳 ( 即 厌 来 就 弯曲 的 弹性 结构 》 的 届 曲 现象 比 弹性 板 的 情形 变 复 
杂 得 多 ,尽管 它 有 类似 的 von Karmin 方程 ， 宴 实 上 ,经 验证 ,这 对 线 狂 化 常 
常 不 能 解释 所 观察 到 的 变形 ， 为 说 明 这 点 我们 考虑 一 个 任意 外 形 的 浅 的 薄 
5&5, BE ty 平面 上 的 投影 是 有 界 区 域 9 边界 为 99, 有 外 力 ZG y) 沿边 
界 69 作用 到 壳 上 。 那么 ,加 上 适当 的 边界 条 件 后 , s 的 平 笑 状态 将 由 和 如 下 的 
von Kármán 方程 确定 : 


(3.2) — ane 一 二 [es 轨 一 (two 一 (ws)m 


(4.3.22) Aw = [fy w] + Che)s Chose 2. 
BA, MA, 分 别 记者 在 平行 于 x 和 2y 平面 的 横 截 面 处 的 初始 曲率 .于 是 
初始 曲率 对 von Kánnán 方程 的 影响 只 不 过 是 在 Ce. f) 中 加 上 一 个 线性 
HRT. 

此 外 ,如 果 选 取 2 Ado, TI RA 


(4.3.23) W = Wy = wy = 0 
在 50 上, 
(4.3.24) fac = Mas fer = Ad, 


那么 对 所 有 的 4, 方程 组 (4.3,21) 一 C4.3.22) ERE Qe, D) = (0, AP.) (BU 
一 个 线性 依赖 于 》 的 解 ; 在 这 个 解 中 ， 变 形 的 壳 的 中 曲面 被 伸展 了 而 不 是 被 
Bh) CBs 和 分别 表 示 法 向 和 切 向 导数 ; WW, 和 表示 作用 在 OQ 上 的 
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边 应 力 ; A 度量 边 应 力 的 大 小 .我们 指出 ， 对 于 给 定 的 光滑 的 ”,。Y:， 总 可 
CLP ARE MT A 的 函数 Z — ?w,。 事 实 上 ,如 果 AP 是 边界 
HEM (4.3.24) 时 的 Dirichlet 问题 Ag 一 0 的 解 ,我 们 用 公式 
Ch Ponds — (say), 一 — Ws 
计算 za， 因而 w — 0，F 一 4F。 满足 方程 组 (4.3.21) 一 (4.3.24)。 
现在 记 整 个 方程 组 《4.3.21) 一 (4,3.24) 的 尝试 解 为 
wow, {=F + AF, 


我 们 发 现 , 可 由 下 面 的 方程 组 确定 出 所 希望 的 平衡 状态 


(4.3.25) DF = i [ws w) — (kies) — Kites dys 


(4.3.26) Aw e [Fy] MPs w] t (RP) + CAF Dos 


(4.3.27) wmm, mam. 
Fer,=F,=0, 
在 380 上. 
这 时 相应 的 线性 方程 组 可 以 写成 
(4.3.28) AIF 一 — (kao), — (haley Jys 
(4.3.29) Ago = AL Faye] + (RF), + (RF )y, 


ARREA (4.3.27). BRC (2.5.7) 的 论证 )* 这 个 方 程 组 可 以 写成 
Hier 空间 H 一 W, O) 中 的 算 子 方程 
(4.3.30) w+ Liw m Am, 
Le (2.5.7) 中 一 样 定义 ,而 
(Lw, 9) 一 f Chia + hy? ye 
LMM RET, (4.3.30) MERGER ERE Se AE I PER, 
下 面 的 定理 指出 了 方程 组 (4.3.25) 一 (4.3.27) 和 它们 在 点 (0, A) 的 
线性 化 之 间 的 关系 . 
(4.3.31) 定理 (D) UE Aw 记 线 性 化 方程 组 (4.3.30) 的 一 个 特征 值 ,那么 
(0, Ay) 是 方程 组 (4 .3.25] 一 (4.3.27) 的 歧 点 ， 且 存在 一 个 解析 依赖 于 
* (对 小 的 5) ROB RH CH. no, AUOD, 使 得 
wi) = ewn(x) + OCE), 
f = OC 8), 
HEN) = Ay + OC8)y 
其 中 ww 是 (4.3.30) 的 规范 化 的 特征 函数 。 
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Ci) 对 0 <A Ae, HPRH (ws Ay m (o. 1) 达到 他 能 的 绝对 Ft 
小 , 其 中 A, CAAA Do 一 Aw OR NERS 但 是 对 
AEC, 1), PRR (0 D (BURRS, (RR) 不 是 达到 位 
RESET MARAE 

Ci) 的 证 明 : FRAT BT ERR (4.2. 25)— (5.3.27 ) 改写 成 Hilbert 
空间 5 中 的 一 个 算 子 方程 ， 这 个 算 子 方程 可 以 写成 和 (2.5.7) 中 一 样 , 开 始 
是 一 对 方程 


(4.3.32) Be o a) bw, 


(4.3.33) wm C( P. w) + Aw + UP, 
然后 把 (4.3.32) RA (4.3.38), 并 令 Cw = Cw, (Cu, y), 
得 到 


(463.4) Cw, A 6 + Cw, byw) 


+ nee, w) + Liw — Aw 0, 


Æ Galo, A) 在 Ay WAM UA An AT (9.3.30) RES. 为 证 明 
每 个 这 样 的 4% 都 是 歧 点 ， 且 与 dim ker (1 + Li 一 AwL) 无 关 ， 我 们 证 明 
G(w, X) 是 个 梯度 算 于 ,然后 再 用 定理 (4.2.15)。 一 个 简单 的 计算 指出 ,如 
果 


ss 3) m ep E Qs) + m - Kus), 


BL uon, A) m 1009, A) BU, Qr BART. ILE, indo 
义 一 个 新 的 Hilbert 4d, TRR au 00) HEER SUE US 
le. Vor. (etre ls m f, |S")， 就 可 把 ois à) 
改写 成 标准 形式 
G(w, A) = (1 — Aw + Mw), 

(#8) 的 证 明 : 系统 的 位 能 可 以 用 在 《i) ERRENA Cees 
来 表示 ,根据 入 的 变 分 特性 ,对 Xe [0， 入 1， 
EI 


gw, à) > E (ww) + Lye] 


因为 (0, 2) = 0, Zt AELO, 4), FAR (0, A) 达到 Hw, X) 的 极 
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小 ， 另 一 方面 ;对 Ae LA, A] 和 任意 的 =e, HBA, 的 变 分 畦 性 , 二 次 
型 

(Sawl Os Ales 3) = (5%) + (Liz, 0) — ML, 3) 2 0, 
于 是 对 Aelis AT, 平凡 解 是 位 能 泛 防 Go» 2) 的 相对 极 小 ， 为 还 《一 
最 说 亲 ) 平 凡 解 不 是 绝对 极 小 ,我 们 注意 到 ,如 果 ( 贡 ，F，4) 是 (4.3.24) 的 
HBS 


IH, 3) e - Lice, wp — Fel, 9) LE), 


现在 ,如 果 dim ker (1+ Lt — AL) = 1, 且 象 通常 那样 ,对 某 个 
4, € ker (1+ £3 — AL) 

A (CMs 9). D) AO, WAR A< A, g, 4》 可 以 为 负 ， 故 一 般 
说 来 ,对 于 小 于 A89 ARE PARR ERE BL, 

对 方程 组 (4.3.10) 一 (4.3.11) 解 的 稳定 性 的 研究 很 重要 . E 
实 上 有 各 种 理论 来 阐述 物理 原则 ,依据 它 ,在 ?的 每 一 个 值 提 供 的 
各 种 可 能 之 中 , 板 “选择 ”了 一 个 特殊 的 解 或 “分 战 状态 ”。 这 里 我 
们 介绍 一 个 这 样 的 原则 , 它 可 以 追 郑 到 Dirichlet, 

最 小 位 能 原理 : 在 4 的 特定 值 处 ， 板 选择 使 位 能 取 极 小 的 状 
态 .反之 如果 一 个 平衡 状态 的 位 能 不 是 相对 极 小 ,那么 它 不 稳定 ， 

在 所 谈 到 的 问题 中 ,由 a(x, y) 确定 的 平衡 状态 的 位 能 由 下 
式 定义 (可 能 相差 一 个 常数 因子 六 


(4.335) YG) = (us à) + (Cu, u) — Au, d), 


BAT» ERE USO Rs 处 ,位 能 Y Cao) = 0. 
(43.36) 定理 Hdl “= ole, y) OREM 4 严 
ERRER VG) < 0、 于 是 ,对 1 > a, KARR 
稳定 的 。 
证 明 : 对 于 任意 屈曲 状态 ， 
(u, u) + (Cu, m) 一 (Lu, u). 
因为 x 0, 所 以 


Vu) — i (Cu, #) <0, 
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POT Mite RE RE ELSE HE; 从 而 
3 ll 平凡 解 是 不 稳定 的 。 


43C Navier-Stokes 74269 % -AA 


Navier-Stokes 方程 刻画 了 粘性 不 可 压 流 体 的 运动 。 在 很 多 
情形 ， 它 的 稳 态 解 的 结构 决定 性 地 依 打 于 实 参数 R，R 称 作 
Reynolds Bk. 对 于 充分 小 的 R, 存在 唯一 的 “ 层 状 "定常 流 满足 
Navier-Stokes 方程 .第 五 章 要 证 明 ,在 很 一 般 的 条 件 下 ,对 任何 正 
HJ Reynolds 数 R, Navier-Stokes 方程 至 少 有 一 个 定常 解 . 不 过 在 
很 多 情形 都 观察 到 ,对 于 大 的 Reynolds 数 。 Navier-Stokes 方程 
的 这 些 定常 解 不 稳定 。 事实 上 。， 随 着 Reynolds 数 的 增 大 可 观察 
SRAAW MERE RMB. RMIT Navier-Stokes 方程 
的 非 线性 来 解释 这 个 现象 是 突出 的 说 未 解决 的 问题 ， 这 里 我 们 用 
分 歧 理 论 研究 起 源 于 屋 状 稳定 流 的 这 种 事实 。 特 别 ,我 们 指出 ,在 
某 些 情形 ， 首 先 可 以 把 Navier-Stokes 方程 的 读 点 和 某 个 线 姓 算 
子 的 特征 值 连 系 起 来 ;其 次 * 正 是 在 这 些 歧 点 稳定 性 发 生 了 改变 . 

(D 第 二 定常 流 的 一 般 问 题 

Wok RN(N —2,3) HARK, WAH 00, HHT Me 
PEM FDRG thie IE BAY Navier-Stokes 方程 是 
(4.3.37) gav = (y+ grad)v + VP +f, 


div v—0, 


v|og = a, 

其 中 疝 量 > 和 数量 P(*) BRE. BE f= oh 线性 依赖 于 参 
Mv, HERA (4.3.37) 有 如 下 形式 的 已 知 解 , 对 一 切实 值 的 »， 
(4.3.38) ORE 

P(v) = Palto, v), 
这 时 要 找 (4.3.37) BA v vw tov), P— cp +h 的 其 它 
R. AMELA p, 令 4 = 2518， 我 们 讨论 如 下 方程 的 非 平 凡 解 
(4.3.39) Aw = Mv > grad)v + Co: grad)w 

+ (w+ gradjo + VP, 
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div w = 0, 


wla = 0, 


显然 ， 用 2.2D 的 结果 (参看 第 二 章 的 附注 C), 我 们 可 以 把 R 
(4.3.39) 变 为 解 实 Hilbert. SH A, 中 的 算 子 方程 

(4.3.40) Hw, 1) = w — ULw+Nw}=0, 

A, REN BES, 它 由 CF(Q) PRERA AAS 
分 量 在 Sobolev 空间 Wa) 中 完备 化 而 得 。 HE LRN 
式 隐 式 定义 如 下 (参看 第 二 章 的 附注 C) 


(o, pm 一 一 | tw grado} + ie c grad wY] p, 


We, ga = =| tw: grad w): g. 


如 第 二 章 附注 C 中 指出 的 ，Sobolev 嵌入 定理 保证 了 上 和 是 
A> Ay RRS, 

我 们 将 只 考虑 在 应 上 dim Ker (1 — AL) 是 奇数 的 那些 问 
题 。 因 在 实 Hilbert SH A, LRT NAR, HAE 
复 解析 的 , 故 唯一 可 用 于 (4.3.40) A — Hebe oe RER dim ker 
(1 一 AL) 的 奇偶 性 有 关 的 结论 。 为 分 析 ker (1 — AL), BH 
对 9 以 及 向 最 二 和 4 加 以 限制 。 4.1--4.2 的 歧 点 分 析 指 出 ， 为 证 
Navier-Stokes 方程 有 不 同 于 CO), PO) 的 第 二 定常 流 ， 只 
需求 出 方程 (4.3.40) PRA (0, 2). 于 是 我 们 应 该 求 出 A 中 
线性 算 子 f(0, w= (1 一 4L)w 的 实 特征 值 +:。 并 确定 这 些 
特征 值 中 哪些 对 应 于 〔4.3.40) 的 歧 点 。 

设 u(x, 0) 是 不 定常 Navier-Stokes 方程 (1.1.18) 一 (1.1.19) 
的 解 ,把 确定 解 u(x，7) 的 初 值 有 小 抗 动 时 所 得 到 的 解 记 作 
(2,1), MRM, TEES ME, ole.) 仍 接近 于 
(eye), 则 称 w(x, 2) 是 稳定 的 ,反之 则 称 为 不 稳定 的 .对 于 定常 状 
态 x(*), 这 个 稳定 性 准则 有 时 可 以 如 下 样式 的 线性 化 来 检验 ,考虑 
方程 组 (1.1.18) 一 (1.1.19) BH v(x, = etw) 十 wz) 的 
WEB w(x) 是 由 《4.3.40) 的 解 中 略 去 高 阶 项 而 得 到 的 函数 。 
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也 就 是 说 ,我们 考虑 关于 Navier-Stokes WFP «GO 的 线 狂 化 
算 子 的 谱 。 如 只 这 个 EMOTE, RARER 
EHEER, le) BEREE RET FT PE DOT SA 
RAR, u) 称 作 稳定 的 ， 于 是 为 此 必须 研究 方程 
(4.3.41) folt, Dw = — ow 
ABE Qe, c), RY 是 Wuu(0) 9 Lx(9) HRARFE 
EA 中 的 限制 ， 姑 (s。2) didi (4.3.40) 定义 的 Go, a) 在 定 
WAR Go, 2) 处 的 Fréchet 导数. 
作为 说 明 刚才 描述 的 非 唯一 现象 的 第 一 个 例子 ， 设 互 是 旋 读 
EE EREA EH RE 轴 上 的 点 。 对 人 这 种 特殊 的 几何 体 ,我 
AU EEBIAEER IR (C, 0, 2) 求 旋转 对 称 的 第 二 定常 流 
w= wir, z). 

BEI F(0, Fr), 0) f& (4.3.37) 有 平凡 解 v(r) = (0, 
Ye(r), 0) (r& (— œ, 00)), 由 《4.3.40)， 在 柱 面 坐 标 下 关 
Fw = (w, wo, wh) 的 Navier-Stokes 方程 可 写成 算 子 

Hw, 2) 一 (一 4) 十 1TCo) 
WOR, REFERT A ATEH do, 4 由 旋转 对 称 的 无 散 
测量 组 成 ,内 积 为 


(w, Oa NZ - Ve)rdrds, 


Xp D LO WMA. WA. ORE sm 一 mjr 和 
g= — Unjdr + vjr), 
a 
(4.3.42) (Lw, p)a 一 INC uo Pa 二 ga + pa, 
RK, LAEGER. BRM vlr) o Be < 一 1， 


ARS 4 上 的 内 积 作 稍 许 改变 , LREB EH. 事实 上 ， 我 们 
可 在 为 上 定义 一 个 等 分 内 积 如 下 


[wp12, = (blat), (wp Gale o 


"me 


+ wy )rdrda, 
因为 wr) = (— 2/8 十 DeC, 


[Lw, ola, = |p 2mlr wip + wp yrdrds 


= [w, Lela, 
RFLESXAHM. 于 是 存在 可 数 无 穷 离散 实数 列 4 < uS 
bee Sas 使 
dim ker (1 — uL) «oo. (f= 1,2, +++), 

这 些 事实 的 直接 推论 是 (4.3.37) 定常 状态 的 非 唯 一 性 。 

(4.3.43) EHR ” 设 42 如 上 记述， 那么 存在 向 最 ! MRR A, 使 得 
Navier-Stokes 方程 (4.3,37) 相应 的 旋转 对 称 定常 状态 不 唯一 。 

WA: 令 = zf4# ERMER u POET, ADHERE 
"v 


nios 1)» naya- u) 


其 中 a= (0, AP, 0), 8 —1. IPA nAn EE 99. 上 取 值 相同 的 无 散 向 
基 。 而 县 在 9 内 有 O- Abdo, ATQ) = (1 AL, + AT(v,). 于 是 ;如 
果 向 量 FIAT AIM IA n Me, 两 者 都 是 旋转 对 称 定常 流 。 

下 而 证 明 
(4.3.44) 定理 ”在 上 面 的 条 件 下 * 如 果 dim ker (1 — AL). 是 奇数 那么 对 
A 附近 的 ACE), Navier-Stokes 方程 组 (4.3.37) 有 一 族 第 二 类 旋转 对 称 定 
WERE wim mier, 2, 8), 使 得 

wir, 2, 8) = eur, 0) + OC|e]*0s 
(8) = A + OCs] Ds 

obs 是 线 窒 化 方程 当 A= u 寺 的 解 。 

证 明 : 证 明 可 直接 从 1.2.3) 以 及 下 面 的 事实 推出 。 Ah, 当 在 
v= ORT ETA OC 算 子 时 , 算 子 方程 

Kw, X) = (1— AL)jw + Tw = Q 

使 得 上 RABE. 
(4.3.45) 推论 Hi ^, 记 使 dim ker (1 — AL) > 0 的 最 小 正 数 ， 那 么 对 
IA] < A, 平凡 解 (wv) 在 线性 意义 下 稳定 对 JA) > A OO 不 稳定 。 

证 明 : OSA <A, MIR (I= AD) 一 os y [nl = i SRE 
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(Su, ujo = — (E — Abu), n), 
BA, EARE, G6 0, (Luuc 0, 所 以 5 < 0 并 且 相应 于 平凡 
(0,4) HEBREBREBEN. 对 4 > 入 ，! 一 名 最 小 的 特征 值 
0 是 


= 0, = ing KL 28S A = Adis) 
(4.3.46) fem uiu) S (Ras m) 
«-O- XM 
KELETI) 


AUS dRAERUE HERO AT A. PARE C0, 1) 不 稳定 。 

(ID. Taylor 旋涡 

REWA CIR RO ER e t E tE H h ie T p AR T E SARE 
de, CHARM BORE BRR. BRE 
点 。 设 这 两 个 回 杜 面 的 半径 依次 为 73, EL m ni, REE 
WQS ARE o Mon RR. FRAG (r0, 8, 2) 的 = 
姗 和 圆柱 面 的 公共 轴 重 合 , 那 么 不 难 证 明 ,对 f= (0, rf, 0) 和 
2 0, Navier-Stokes BBM (v(r, v), P(0)), Kr 

v(r,v) = (0, wr), 0). 
这 个 解 称 作 Couette Hi. 下 面 讨论 这 洋 一 个 问题 :在 六 ，ra， c 
和 四 之 间 存 在 什么 样 的 关系 时 ， (4.3.37) ABA 
vm g(r, Y) + wir, z) 
的 (对 = EA) SE EROTA)? 这 种 流 称 为 Taylor 
旋涡 (参看 图 4.5)，1923 4£, G. l Taylor 在 实验 中 观察 到 它 并 
在 数学 上 对 它 进 行 了 研究 ， 他 用 的 方法 是 把 Navier-Stokes 方程 
关于 Couette 流 线 性 化 。 

有 了 上 面 这 些 准备 ,我 们 来 找 有 如 下 性 质 的 向 量 W = (WO, 
Ww, WwW), CRE: G) tran. r W0; Gi) 对 = 的 
周期 为 zfas， 其 中 m 待定 ; Gu) 在 * 方 向 .上 没有 净 的 质量 流 
动 , 即 


[memo 一 0; 
(v) w'^, W 是 z 的 偶 函 数 ，W% qos 的 奇 函数 。 不 难 把 这 
EE 


Z 


22 


图 4.5 Taylor ADES 


些 条 件 结合 起 来 构成 (4337) RREK. TAKE R 是 
A 的 闭 子 空间 .为 了 证 明 Taylor 旋涡 的 存在 福 , 我 们 证 明 算 子 
方程 43.40) fe ÉL 中 有 歧 点 存在 。 
实际 上 可 以 证 明 
(4.347) 定理 ”如果 m > 0, o 22 0, 那么 对 于 上 面 描述 的 结构 
来 说 、 当 mr < ori (RIA BEM IED AAD ALBEE ME RE) 时 ， 
Navier-Stokes Jjf (4.3.37) 有 第 二 类 Taylor WRA. 
证 明 : 前 面 已 提 到 ,只 需 分 析 Hilbert ds] E, 中 线性 算 子 工 的 谱 。 于 
是 我 们 考 赛 方 程 组 
(4.3.48) Aun ufa — g[8r + alee = 9, 
Au — a0 [2 十 Ag(r)u' m Oy 
Au? — 8g[s = 0, 
C1 /rX jer) m) + an jp = 95 


E «Gode = 05 
" 


其 中 wr) = at bjt, g(r) m 23. RP RE 
w= (a, af), utn) 
= (u(r)eosax, of rycosar, w(r)sinax) 
的 解 。 把 它们 代入 〈4 .3.48)。 消 去 9。 由 解 下 面 的 常 微分 方程 组 ,我 们 得 到 
ARK (n), eC) 和 特征 值 4 
{L — e ya = wor ey 


“2221 ， 


(L — atte = — M(r)n, 
alr) = (rn) m n (n) m0, Pm 1,2, 
Xd L= dtfar + (1jodjar — in, 设 Gy 0) 和 G(r,**) 是 微分 算 
PL- eT) n CL — ety dnb ERR Green FAR, GL 和 
DEXELLE D MESE (4.3.48) 显然 等 价 末 求 方程 组 
(4.3.49) H = Guo gu, 
(4.3.50) v pG, eGov, p = Bard? 
BERARI. MRAR (4.3.49) REE, BA Ao T V n/20 也 
LW EEG. 最 后 , 注意 到 Green BG MG. 2 "b (BB 
Karlin (1968)), Fi, AB w(r)》 和 人 fr) 二 者 都 是 正 的 , 算 子 B= Coe 
也 是 。 因 此 算 子 方程 《4.3.49) 太一 简单 特征 值 序列 
pa) < pka) € < (4) < v. 
所 以 了 一 AL ILLI COLE EI C ESTEE MEL 
(4.3.48》 有 简单 特征 值 ， 我 们 注意 到 函数 pCa) fo TR. 令 
A Ka) = Ina), BRM AR = Cka) 一 A,Ga) 对 LCM i E r 
REA 0 故 不 难 证 明 )， 于 是 4 篇 ， 的 零点 可 数 ,因此 集合 
Eda|A = 05 ry cmd, 2 

也 可 数 。 GLARE HORA PATER o HU L EARE APAY oc 

dim ker (1 — A{a JL) = Ly ker (2 — AL) Range (1 — AL) = {0}, 
3848 (4.1.12), 这 时 (0, Ka)) Æ (4.3.40) 的 歧 点 ， 

在 讨论 复 流 形 理论 中 的 分 歧 现 象 之 前 〈 关 于 复 流 形 在 LIS 
中 曾 提 到 过 ), 建 议 污 者 先 看 附录 B 中 对 复 流 形 分 析 的 简单 介绍 . 
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复 流 形 经常 决 定性 地 依赖 于 某 些 参数 , 即 是 说 , 当 确定 结构 的 
参数 变化 时 ,这 些 流 形 相应 的 复 结构 也 发 生变 化 。 当 我 们 限于 考 
BPR RN OMIA ROR). HUTT BBR © HS 
复 结 构 族 M. 的 每 个 成 员 都 复 解 煌 同 胚 ， MEST [Rl 
题 ; 求 给 定 复 结构 非 平 凡 的 变形 。 即 找 一 个 复 结构 族 Ma CR 
析 地 依赖 于 参数 o, FEM 的 成 员 不 复 解 本 同 胚 ， 我 们 用 1.1 节 
更 过 的 非 线 性 偏 微 分 方程 来 处 理 这 个 问题 ， 这 里 纪 较 详细 地 探讨 
这 个 问题 的 某 些 解 术 形式 (至 于 更 完整 的 讨论 ,建议 读者 看 Koda- 

E 


ira 和 Morrow 的 专著 (1971)). 

我 们 这 样 来 建立 这 个 问题 和 非 线 储 偏 微分 方程 的 联系 。 ME 
M EAN RO RST, HAL 节 的 分 歧 理 论 构造 M LB 
结构 的 非 平凡 族 D4 + 充分 小 时 它 连 续 依 闵 于 有 限 个 复 参数 +。 
并 且 9 对 应 于 + 一 0。 如 果 复 结构 贫 的 局 部 全 纯化 标 为 如 ，… >， 
t*, Ti de! 可 以 用 Dy 适当 的 局 部 全 纯 坐 标 at, ++, 2” 表示 为 
(4.3.51) de 一 dai + Salat, oe, aMsS, 


EHR pis 在 公共 的 坐标 卡 上 很 小 , 那么 在 同一 流 形 9X 上 定义 的 
司 个 复 结构 W A Tt 是 接近 的 。 

复 结构 SUE SIME: de 驶 上 一 个 揽 一 阶 微分 形式 分 独 
成 一 个 = REST MEWS LSM, HELM 的 
MEE, mum D EMm 上 一 个 满足 (4.3.51) 的 殖 复 结构 , 那 
AB) com Xo,dst 是 Ms LAR LMG (0, 1) 微分 形式 ， 根 
42 Newlander-Nirenberg 定理 (参看 第 三 章 附 注 D), 己 知 当 且 仅 
当 “ 可 积 性 条 件 ” 
(4.3.52) Bo — lo, ol = 0 
成 立时 ， 这 个 至 复 结构 定义 OU 上 一 个 复 结构 。 在 (43.52) m, 
STEMI (0, p) 和 《0，4) BRM, fo, wl 是 一 个 
(0, P4) 形式 , 它 的 第 ;个 分 其 是 


le, ol = E Xi GIA CLAY ABS), 


其 中 8; 0/Oz;, o! 一 p4 十 1. 于 是 双 线 性 算 子 o, o] 满足 如 
下 恒等式 
(4.3.53) G) Le, wl = C7 Dlo, ol, 

Gi) Bie, a] = [s ol + CC Ute, 0o]; 

Gii) [Le, el, ol = 9. 
在 这 个 意义 下 。 确 定 复 流 形 非 平 凡 族 的 间 晤 可 以 化 成 对 (4.3.52) 
的 研究 。 事实 上 , M | 的 复 结构 可 以 由 求解 方程 《4.3.52?) 来 构 
得 。 我 们 在 o= 0. 附 近 求 (4.3.52) 的 解 族 。 更 清楚 些 , 上 而 证 明 
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(取材 自 Kuranishi (1965)) 
(4.354) 定理 ike AAA) WM, 8) WAR Reo, 
DES. UNA EU MET Lc A EE 
(9) 的 芽 层 中 取 的 。 那么, 方程 (4.3.52) 在 @ = o 附近 有 解 族 ， 
这 个 解 族 依赖 于 个 复 参数 ， 并 位 于 CH 中 原点 附近 的 一 个 上 同 
凋 揽 解析 集 上 .。 WO, WALA HN, e) 为 0， 那么 
HO, 8) 中 每 个 元 素 都 有 非 平凡 变形 少 . 

证 明 : 结果 由 下 面 一 系列 步骤 得 出 .考虑 扩大 了 的 篇 微分 方 
程 组 
(4.3.55) (iD5o = [w, ol; (i) 57a = 0, 

以 及 在 二 0 附近 的 线性 化 (遵照 Kuranishi) 
(4.3.56) (i) Bo — 0; Gi) 5ro 一 0 
的 解 ,这 里 算 子 六 是 5 的 工 ; 共 元 . 

如 附录 B 中 所 述 ，(4.3.56) 的 解答 是 向 量 Laplace 方程 
{4.3.57) [de-0, Hh O = 875 + 557 
的 解 。 于 是 从 Hodge 理论 推出 ，(4.3.56) 的 解 和 定义 在 一 个 复 
MATE 9 上 的 复 向 量 值 调 和 (0, 1) 形式 HM, 9) BA, 
这 些 形式 依次 对 应 于 HM, 9) 的 元 素 ， 

第 一 步 。 变 形 : 为 把 4.1 节 的 分 歧 理 论 轩 于 这 个 问题 ， 我 们 
首先 用 Hodge-Kodaira 分 解 定理 (附录 B) 改写 方程 组 (4.3.55). 
FU EEA Hermite ERE A, 上 引进 一 个 L 数量 积 。 对 
os 6€ bn,,， 此 数量 积 记 作 《wo》， 那 么 ,机 据 定义 ， 

(8a, w) = (a, HTw). 
WHE An, > He (Ml) 的 投影 ，G 口 是 A, > [Hn (DD 的 
投影 ， 那 么 G m5, 57 可 换 。 同 时 如 果 置 8 — 97, 对 we A, 
就 得 到 (办 为 及 和 6 口 是 互 余 投影 } 


(4.3.58) w= Ho + Qu + Qo 
或 o= Ho + [1Go, 
FHM (4.3.55) 推出 满足 

(4.3.59) o= Ho + Qo, c]. 
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这 里 拒 们 已 经 用 到 如 下 事实 : 因为 57w — 0, dk 
B00 = 565ro 一 0。 


反之 ,我 们 要 证 明 
(+) WR oM (43.59) 且 充 分 小 , 那么 只 要 Hlo, w] = 0, 
of 9i 上 也 满足 方程 组 4.3.55), RAR Av HARR 
(0, 2) 调和 形式 AM, 0) 的 投影 。 
作为 准备 ,我 们 首先 注意 到 ,如 果 % 满 足 (4.3.59)， 那 么 因为 178 
MOH 两 者 都 恒 为 0, 所 以 Oe 一 0; 其 次 ,用 作用 于 (4.3.59)、 
TUE (443.58) 可 得 
(4.3.60) Be= 8QLo, e] 一 口 G[o, o] — TBG a, wo], 
Bo — Lw, w) 一 —Hle, «) 一 lo, wl, 
此 外 , 稍 后 我 们 将 证 明 从 五 to, o] = 0 可 推出 glo, e] = 0. 
为 讨论 (4.3.59) 解 的 光滑 性 , 考虑 定义 在 M 上 的 半 线 性 入 
ARDE 
(4.3.61) Cle — 87 Eo, e] — 9. 
首先 注意 到 这 个 方程 的 光滑 解 包 含 (4.3.59) 的 光滑 解 ,从 而 后 者 
的 正则 性 可 从 《4.3.61) 的 性质 导出 .事实 上 ,如 果 避 满足 (4.3.59 ) ， 
那么 : 
(4.3.62) [le = 10D co, ol = G8" La, wl = Flo, wl. 
TJÉSIDU WR o E (4.3.59) 在 Sobolev 空间 W, (ERK 
可 微 (0, 1) 形式 上 ) 中 的 任 一 已 知 解 , 只 要 REBATE AA 
二 阶 非 线性 强 稿 画 方程 组 的 正则 性 理论 导出 “的 光滑 汪 。 事 实 上 
可 以 当 作 C 函数 (更 详细 的 请 看 Kodaira Al Morrow (1971)), 
现在 可 把 方程 《4.3.59) KER P. PM PATHE ， 


(4.3.63) Lo + Bo 一 0， 
其 中 La=w— Ha, 
Bo = Glo, wl, 


HAESURPER-T 8M it: AER ©, 6H 和 充分 大 的 
k> 


1869) — BN < cole Naldo — ath, 
其 中 当 :zl typ OR ele, y)— 0..— 这 个 事实 是 如 下 例 行 
EAE TUUS s He: 
lllo, olan < Cllollallotes 
lul, «x Clots, 

其 中 C 是 绝对 常数 ,不 选 得 充分 大 使 得 由 Sobolev REA (14.12) 
可 得 吕 逐 点 的 估计 ， 此 外 我 们 还 指出 ,因为 W, 是 Hilbert 空间 ， 
Vg B RUE. 

BIH. TMC, 把 定理 〈4.1.5》 用 到 (4.3.63), 我 
们 看 到 《4.3.59) 在 证 一 0 附近 的 解 和 有 限 维 方程 组 
(4.3.64) PB( eo + glo), wo + glem)) = 0 
HBA, HRP EAW, 到 ker L 的 投影 ，m 是 ker Lon 
TE—GUR, 8 是 Wi 中 kerLo [ker L1^ WERTH, BR, 
ker L MAA (0, 1) 形式 重合 ,从 而 P 一 HH。 因为 

PB = HO = QH = 0, 
方程 (4.3.64) 自动 满足 。 于 是 从 (4.3.60) 推 出 ,如 时 
(4.3.65a) Hey + glo), w + glaw) = 0, 
(4.3.65) QOL + BCom), cm + eC) ] = 0, 
BBA (4.552) 成 立 。 

第 三 步 ， 扼 要 的 说 明 : 最 后 , 由 指出 当 m 充分 小时, 可 由 
(4.3.65a) 推出 (4.3.65b) (于 是 。 为 在 ww 一 0 附近 求解 (4.3.59) 
形 若 om ont glo) 的 解 ， 方 程 (4.3.65a) 就 成 为 叭 一 的 障碍 
了 ), 从 而 就 把 结果 素 到 一 起 了 ， 为 证 此 ,假定 满足 (4.3.59) 和 和 
(4.3.65a)， 由 (4.3.53), 

Odlo, wo] = 20{5e0, e] = 20150[w, w], el 

一 29{[[o, v], o] 一 195[o, c], o1) (由 (4.3.58)) 

= — 201 08{a, c], wl. 
令 s= Olo, ol, 我 们 得 到 o= — 2010, ol. 因而 ， 根 据 
(43.63) 下 面 的 不 等 式 , 有 菜 绝对 常数 > 0, 使 


Mela < slellalleola。 


BY Neola RAM lalla 一 0, 使 得 对 充分 小 的 mw， 由 【4.3.59) 
和 (4.5.64) 可 推出 〈4.3.65b)， 这 就 完备 了 第 一 步 中 (*) 式 的 证 
m. 

于 是 我 们 得 到 ,如 果 WOM, 0)- 0, WERE A= 0 (在 
(4.3.65a) tH), 对 每 个 iS € CIR, 9), FE (4.352) Æe 0 
附近 有 一 个 解 族 。 BED. 如果 CM, 9) 0, 对 固定 的 
imn, 方程 (4.3.52) 可 解 的 必要 且 充 分 条 件 是 方程 《4.3.65a) 成 立 ， 
可 以 把 后 边 这 个 方程 组 解释 为 一 个 依赖 于 m 一 dim HM, 9) 
个 复 参数 的 "解析 集 "， 这 是 因为 ， 如 在 keL 中 国定 一 组 基 o 
HY wm Zuz，。 我 们 就 得 到 《4.3.65a) 解析 依赖 于 复 变量 

th, s fy). 
AMETID, WUE T TETEMERU M, 在 如 下 意义 下 不 复 
RAAR, 而 且 “ 局 部 完备 ”: EV ERRER CRBS I 
于 上 面 构造 的 某 个 装 ,， 至 于 这 个 证 明 的 细节 ,我 们 再 次 建议 读者 
去 看 Kodaira 和 Morrow 的 专车 (1971), 
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设 f(x) 是 从 Banach 空间 X 刘 Banach 空间 Y 的 C' BRAT, 
连续 依赖 于 小 的 实 参数 s。 在 有 关 求解 算 子 方程 f(x) 一 0 的 物 
理 间 题 中 ,经 常会 遇见 如 下 的 一 般 铺 形 : 有 一 个 序列 xo(8)é X， 
(a= 0, 1, 2, +++, N) 使 得 

G) ATTEN n. 4 6 + 0 REM Ge C) m Ot); 

Gi) AAW e 40”, fv) 一 0 有 解 Ze), SEA n, 当 
8 一 0 时 le) — Gl = OC"), 

这 时 ,我 们 称 xe) 渐 近 逼近 于 解 *(s8)。 显 然 , 对 充分 小 区 
5 和 国定 的 ">， 渐 近 解 rale) 可 提供 解 x(e) 的 一 个 近似 ， 具 有 
事先 给 定 的 任意 精确 度 ， 虽然 在 很 多 重要 的 应 由 中 ， WEER 


He EA bs FR iE. 


Ium 


$30, Ms coki {lz (ell) RE SH (参看 1.28 rh (1.2.12) 
的 讨论 )。 因 为 满足 〈i) 的 数值 格式 是 熟知 的 ,所 以 , 我 们 需要 确 
定 那些 条 件 , 当 给 定 的 序列 {xa(e)} 满足 (i) 时 ,它们 保证 渐 近 
MERAM Gi). 

作为 这 方面 的 一 个 具体 问题 ,考虑 半 线 性 Tirichte 问题 
n) Bau +o g(r) = 0, 

4] 59 = 0, 

其 中 ue) BERS 中 区 域 9 上 ， ee) Xo LM REAR. HS 
对 小 的 a 讨论 这 个 方程 的 解 ,特别 ,我 们 想 检 验 这 样 一 个 启发 性 的 想法 :在 
CL) 中 令 = 0 得 到 的 单 符号 解 ( 即 toe) = 土 1 g(x)) 应 是 小 6 时 (1.》 
的 解 的 " 零 阶 ” 近 似 。 当 然 在 59 附近 ,要 适当 修改 它 以 满足 39 上 的 Dirienter 
边界 条 件 . 对 ON, sl, 一 (0,1)， 这 个 验证 是 相对 容易 的 . 在 
这 时 ,用 Jacobi HARRO im Qs, 6), ARRE 


«m (AES) toss, 


Fe fe = 2(1 + KOKO > x。 因 为 
FEM deo 
efi — wc ber 


Pd arc tanh o, 
ed — g 


有 unhe gen (k) <1, MOE < KO. 


Q R5) (1 — yh o Lo EK PLB 8~4exp (— t/a 26), BA 


x e 1 
am 一 < 人 十 a) wet ILIO 


sy2—8 
FHM | 0，* 被 0，1 FEN, BH u 与 1 的 差 按 8 的 指数 变 小 ， 而 且 


D) Jacobi MAAR sn (8 — By, K 是 微分 方程 Oe = CL X1 - ev) 的 
Fo m (6, k) 是 专 的 周期 函数 ， 其 周期 是 KOA) M sing ARBRE 
性 ?在 Bo RR) 处 取 到 极 大 信 1 而且， sn (8,0) 一 sind, KOO) 一 P EI 
atl RS HEN, 

sn(B,k)~tanh E, 
K(Ay~la (40 = 1. 
KR) [0。1) EMERE. 
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a1, t= 0,1 附近 ,有 宽度 为 C) A eR 
#,~tonh (t/y 28). 
也 是 当 N > 工时 ,不 可 能 象 刚才 那样 来 验证 :从 而 需 讲 一 个 定性 的 讨论 ， 
为 此 ,我 们 在 下 一 节 要 证 明 一 个 一 般 结果 ,然后 把 它 用 于 《,》. 


4.4B 形式 渐 近 展开 的 合法 性 


显然 。 和 本 章 前 一 部 分 分 岐 理论 中 所 谈 到 的 那些 问题 不 同 ， 
止 面 的 例子 是 奇异 扰动 的 例子 。 这 类 问题 可 以 归结 为 : 设 A) 
是 刚才 所 讲 的 那 类 C! 映射 ， 有 XX 的 元 率 列 1zv(e)} (= 0, 1, 
2, o. N) 使 得 G) 对 团 定 的 ", 4s 一 0 时 
Wal zaCe) = Oe"), . 
但 是 (ii 线性 算 子 (xa(0)) 不 必 对 一 切 * 有 逆 , 在 什么 条 件 下 x。 
(e) 是 fee) 一 0 的 解 xs) 的 一 个 渐 近 近似 (在 4.4A 的 定义 下 )? 
一 般 地 说 , 浙 近 近似 rae) BATAS © RR 
x18) — Dae’, 


fer) 
Krh a; TUS 6 有关 ,但 是 lal 有 与 8 ERUR, RGN 
级 数 叫做 渐 近 展开 式 ， 我 们 慨 定 满足 下 面 的 条 件 《1 一 (11)， 以 
便 对 册 才 提出 的 奇异 扰动 问题 给 出 一 个 问答。 

(D. 存在 与 和 x*, y, o € X 无 关 的 当 数 M ， 使 Qa 对 任意 
z, y lll, Ill < R, 

Wale + 3) ~ 1.60 — GO» <M alls 
(b) 对 任意 的 loll < R, 
IEC) — ODE « Mile — ville. 

URRI f(x》 有 一 致 有 界 的 二 阶 导 数 , 这 个 条 件 自然 满足 . 

(1) 对 一 切 整数 n N. 《N 是 一 个 给 定 正 整数 )。 ATR 
xa(s)e X, $48 


x4(5)— $ aS 


zm . 
满足 Uey ode, 其 中 lle A « oo, A(R 
t9 


a) 58 ER, 
UD 有 与 Me EKREM c, p> 0, HBT E p, 
对 62 0, f(x) ARIE 
Vell S celol. 
ORE: 为 简便 起 见 ,我 们 内 等 号 |. 同时 记 X 或 了 中 范 数 ) 
{4.4.1) 定理 RE GO. UR X LY 的 单 参数 连续 可 微 映射 族 ,对 
于 小 的 非 负 s，js(x) WER (DUD, WAH N> 2p 和 
aN p i Me O, s) rag uU) e (At e IE 
DERO f.) 一 0 有 解 z, = xa(5) + oole) EX, E 
lele) = ote), 
ZAMR X, 和 # 尤 关 , 而 且 是 f(x) 一 0 的 使 |x — l 一 Oet) 
au- 
证 明 思 路 : 证明 分 为 如 下 四 步 : 
G) 把 方程 f(x。 + oa) = 4 的 解 。 改写 成 cs = Tou Mh TL BX 
到 自身 的 有 界 上 映射 
Gi) SDMA sm 一 p 《特别 对 =), ERA AA 
Be = Te, (üE—fE o. AE lou = OC), 
Gin) MERER "« N — b, EA Gi) 本 得 出 


满足 2 re. 并 且 iol = ot), 
(v) ik Ons o, JÉ 0 = 1,0 的 任意 两 个 解 * 丽 者 的 阶 均 为 Cem) (0 > 
P)» WA CHINA da 一 oa 一 o, BEDE 4 一 了 (ps + 5) 一 了 wps。 由 此 
推 得 6. = 0。 
dedi, — BARI Geid, XA vt 
SGN ~ py Ë, =e) + Py 
Tus XX. 这 是 因为 ,如 时 对 0< m. nN — p, dom lO) + Pay 
F, = Xal 8) + Pas 
根据 Gu) 给 出 的 pr 和 ps 的 定义 ,直接 指出 =e, 
WAR: G); BRE RUMAH, Ae Ss fs 充分 
小 ;就 有 
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(4.4.2) li Geol S — y elel 


事实 上 ， 
Wiesel > UC ell — MGR ~ sell 
D cePllell -- Mizz — xillloll GR (D, CIID) 


> (一 D ae tell GD) 


moy clo] ERAN (因为 im p. 
因而 对 nci f) ABN, l 
(4.4.3) WEG a Ze ?. 
MSR ARIE F= no. 和 Gn) 一 一 eg, e), HE 


lel <2, 225 e 无 关 的 常数 ， 我 们 希望 决定 出 ps 使 
hs + pm) 一 0， 


EL 3 

(4.4.4) f(x. F On) — falta) = SU Sa 

RERE (D, BH 444) 可 以 改写 成 

(44.5) fes + Relan Pa) = Ot Say 

其 中 

(4.4.6) P(xo, endl < Meal". ， 
HY (4.4.3), (4.45) WAKER 

(44.7) pa = f Gu) gs — RS, o2). 


GD: 为 给 出 《4.4.7) 的 一 个 解 ps。 REEE A E Ht R E 
(3-1.1》 用 于 算 子 
Tro fo) {etg, ~ Ri. ))). 
这 个 算 子 作用 在 球 Sa, s) = (oie € X, Nol 261 pri o, 
5 待定 ,以 保证 T, lk SC, 5) 到 自身 .为 此 ,对 pe 5(2, 0, R 
习作 出 如 下 的 估 放 : 
js 和 (xm)gol = OCe777) (EE (44.3255 
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UEC) Relea, p) = Ole") CH 44.6), 
于 是 ,如 果 选 取 使 得 (a) +1 — ps 和 (b) 2s —p>s, 
对 充分 大 的 8(5 > 22/0) 和 充分 小 的 s，T, RR 5(8, 6) 到 
BE. odi (a) 和 (b), TUR s 满足 ntl pls >p 对 
任何 nS 2p, Qsan ptl (RD N mp, KEM 
在 )。 另 一 方面 ,到 任意 wwe S(O, npl), 
Fe — Too’ SYP") RoCtus e) — Relea dia 
办 为 
(4.4.8) Rx, p) — Relin p) 
= felta +e) — tlra e) — flrme) 
= | rt tpt U = 61) 
— flen) Ile ~ ode, 
应 用 中 值 定理 和 条 件 (1) 得 出 ,对 某 个 we OO, 1) 
ITee — Tel < Nf AM Callell 
*O-3)9ll-—»W. 
于 是 ,因为 loll, ll < 8er, 根据 (4.4.3), 


» 
Wep — Tael < (Feer) Qvo — s'l 
2 ZI ; 
«T Moe le — ell 


其 中 n 2p. 选取 e <c/2M8, WT. BR S(3. 0 — p+ 1) 
到 自身 的 压缩 映射 , 故 有 唯一 不 动 点 pas loll = OCP). 特 
BLM n= N, RATE 
(4.4.9) llvxil = 0Ce"77*)). 
Gii): 现在 设 n< N — p, 我 们 来 找 一 个 ev 使 
Fs os) 0, 
& Well = OC"). 事实 上 ,如 令 


E 
Pa 一 M 9,8' 十 pus 


ETE 
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BA Rm 
D 
Kx. + en) -i(s. + 3S} ae' + ex) fx en) 0, 


mH 


+ llent 


mn 


D 
lel s | D ae’ 


x - 
< D Ae + olt) (B (49), 


因而 We. 一 Ole") + ocne, 并 且 当 nN 一 请 时 有 
(4.4.10) lonli = 0Ce7**). 
于 是 对 <N 一 p， 我 们 已 经 求 出 方程 (4.4.4) 的 解 ou, 并且 
它 满足 所 希望 的 估计 式 (4.410). | 

Gv): 最 后 证 明 ， 当 2 > p, fles] = Ol) 时 o, 的 唯一 
HE. Won Sp, KET. 是 压缩 映射 的 直接 推论 。 Wn > p it 
(4.4.5) 有 两 个 解 ps。 和 o, 十 5。 它们 都 满足 估计 式 (4.4.10), 
那么 由 (447) RI (4.4.8). o, 必然 是 方程 


Ga) em fO LEG e oce — fte 


的 解 ，o。 的 唯一 性 是 下 面 引 理 的 淮 论 
(4.4.12) 引 理 。 当 s 充 分 小 时 ,方程 .(4.4.11) 有 满足 
Jol = ole") 
的 唯一 解 "一 0。 
证 明 : 令 
Ho) = È ECan + on + 0) =F Ca rds, 


设 ” 和 ”十 5 是 【4.4.11) RBA 
flx) = Jw) — J +a), 
故 由 (IT) 可 得 
(4.4.13) lv +8) — IDI = lf G8] > 3 csrllall. 


1233 


另 一 方面 ,经 过 适当 重 排 , 令 )。 一 x. dr par 
JG + 8) — JG) 


= [fou + oe fs ete 


+ UO, t GE 90) ~ fC) hae, 
根据 条 件 (i)， 
Me +8) — JI 
< Malle + M lel + 8! + fowl Hal. 
Vol se 0, RA (4.4.13) 和 上 面 的 式 子 REE 


ies Mllo} + Me + Nal + Ye， 


其 中 foal] Ost). A fol] = OC), [od — o(en) 相 
矛盾 ,因而 3 一 0， 引 理 得 证 ， 

Mii: 

YX oy J& Milbert Seah, aL FERAE FRE OD, 

(Ur) 有 Banach 空间 XOX, HA 
(4.4.14) (2) (Ges 0) > «ell, 

(9) (G0. 0) 2 es? lol — Klel 

其 中 cu ce IK BS e 无 关 的 正常 数 。 

事实 上 ,将 (a) RAK, (b) Whe» 相 加 得 到 

人 e+ KG Grey 0) > ccs hol 

应 用 Cauchy-Schwarz 不 等 式 得 出 


Menel > (2825) els. 


从 Lax-Milgram EA (1.3.21) 就 得 知 0 Ait. 
在 六 一 入 一 1(p3 1) 时 ， 有 一 个 与 (4.4.1)》 类似 的 定理 成 立 ， FF 
实 上 ,有 兴趣 的 读者 不 难 证 明 
(4.4.15) 定理 除 定理 (4.4.1) 的 条 件 外 ， 还 设 对 所 有 充分 小 的 正 数 *- 
d e]. BAM N — le 一 1 nel, 定理 
(4.4.1) 的 结论 仍然 成 立 ， 但 当 ” 一 ?一 上 时 ,唯一 性 的 结论 可 能 不 成 立 . 
例 一 个 序列 fxKs)}， 对 任意 固定 的 2， 间 8 一 0 时 L), 
HONE =。 #0, 它 不 是 Cx) 一 "的 解 的 近似 ) 
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考察 问题 
(4.4.16) ak EE m el)s 当 at co 时 二 ?0。 
其 中 太一 xa, 8 是 给 定 的 函数 ,在 〈 一 co，c) EN + 2 次 连续 可 微 ， 对 
Fm, Ty ns Ne 2, Ye OO WA GC) — OC Le], 89, 

A ARBOR UP MEK Ct, £) ROME. 事实 上 , 从 
a) 一 o) 开始 的 一 个 显而易见 的 至 代 和 格式 给 
(44.17). n5 8) m gC) — nh") 十 + pA 
其 中 09 < 2m 一 N， 由 初等 的 计算 可 知 、 


(4.4.18) sare dons m a(t) + OC) 


对 + 一致 * 当 ta tookt x0, i 
HE MA m V ADARRA. 这 个 微分 方程 的 一 般 解 是 可 以 明确 写 
出 来 的 .在 此 基础 上 ,可 以 直接 证 明 t 

Ca) 对 一 1， ee OR em e, E (4.4.16) 没有 解 

(b) 对 k=l, HERE 30, 8), RS AEAEE. 

现在 指出 这 两 个 结论 和 定理 (4.4.1) 一 致 ， 取 和 Y 为 Soboler 空间 
Wis c), BRT Hilbert 空间 * 内 积 为 


”dz d: 
eo-[ zea je 
Bhs tele) 和 大 (x) 《我 们 将 简 记 为 天 ,因为 它 和 zx 无关) 隐 式 定义 为 


cde), = {ron £2 + 对 ex 
(tee T [ag TE e op bar 对 一 切 oeX， 


其 中 我 们 用 了 Hiibert AW bee Ay Ries HREN, REAR 
Xe WHEDERS Me, 积分 是 对 所 有 ?< X 定义 的 有 界线 性 泛 函 . 

马上 推出 ， 对 0 WR C), RE QD) 也 满足 〈 我 们 可 以 定义 
aen zim): 用 tm 的 可 微 性 ，Schwarz 不 等 式 和 (4.4.18)《 其 中 0 项 实 
际 上 是 Beker), 我们 得 到 


(4.4.19)》 Medl ap 人 (zk + ma 一 s ode 


«(enti en] d) 
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- ML 
wong. ARE RAEE 
AEM S FEZA 
(5.4.20) Kis 8, p) ~ GC )eos(1]6), 
其 中 上 是 很 小 的 正 数 ，5C:) 定义 为 : GC) EC (一 cos +), XE [1] <1, 
6) 一 1 X [4 22, £00) 一 0， 对 一 切 0€ 560) x1. Hf EX, 
而 且 ,如 果 我 们 能 证 明 


(4.4.21) Sao ny l m Loo ceig, k= 1), 


BA EMBAU) 的 不 等 式 都 不 可 能 成 立 。 为 证 4.4.21), RIES 
F (44.19) 的 推导 ) 
Web (P. (oe ay” = on, 


& (4.4.20) BA 
we AG + 
Abs) ee dle 


> P 对 exi. 
于 是 (4.4.21) BE. 
AiR iN O) RT RTA GU), S 
X = L004 9), 
对 一 切 2 exe 
(e, 0) > [lel 
A Gio, e) > tolk — lle. 


44C 对 半 线 性 Dirichlet 问题 (II) 的 上 应 用 


为 说 明定 理 (4.4.1) 的 应 用 。 我 们 考虑 前 面 担 到 过 的 半 线 性 
Dirichlet 间 题 (0,)。 可 以 建立 下 面 约 结论 : 

(AD 对 充分 小 的 s. 在 一 个 沼 00 s UOLT a Ra" 
Shs RUE GL) WEGEN ule, e). He 一 0 时 ， 
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o d. 
u(x, 8) aY 
这 个 结果 是 这 样 证 明 的 。 (B) MER ERM, 构造 一 个 近 
似 解 
Uu(s, $) 一 S e"u(z, £), 


使 得 在 总 上 wx, 6) 一 Uu(s, 6) 一 致 为 0{ex*+)， 然 后 证 明 ， 
对 M 一 0， 当 上 充分 小时 ， RRA (On) 的 真 
解 ， 再 考察 Ur, s) 在 8 很 小 时 的 性 状 ”， 为 用 《4.4.1)， 对 
M21 构造 近似 解 Uul, e), CRE 
(4.4.22) Ka(U u) = &'AU, + Uy — g(x)Ul = O(e"**), 
在 台中 一 致 成 立 ， 
Uyloo 一 0. 

为 说 明 构 造 这 个 还 近 的 指导 思想 ， 我 们 讲 一 下 建立 初次 近似 
Us, 8) WPR. 

(2) 在 微分 方程 Ku 一 0 page szAx， 求 得 近似 解 

[OLIO 

期 望 在 与 88 AER « 处 , 当 s | Om eG 与 真 解 < 相 
à OCs"), 

(b) SAMAR OQ 附近 的 x。 首先 对 30 的 某 个 固定 的 邻 
BO, 一 4x10 mim te} 中 的 点 赋予 标号 C 0, BB 

$= (n) (€ 89) 

id 00 在 点 各 的 法 向 , + RRA 99 的 距离 ,如 图 4.6 POR. 为 计 
算 方 便 起 见 , 用 一 个 (N 一 1) BETA Ro 来 代替 s。 作 拉 介 变 
换 + 一 sr， 然 后 找 一 个 函数 als, t), EDRR” ABI; 
说 得 更 明确 一 点 , 当 s | 0 和 + 固定 时 ( 故 540):# 一 am 为 O(s) 
Br. FAs. rne RAAF K ARAR K 中 的 主 项 ,我 们 得 到 过 
界 层 问题 


P RBUERAMS CA EWE SI — TA (Urs 然后 必定 
9 《4.4,1) 一 译注 . 


+ 237° 


(4.4.23a) 


。 
Bt e ws ~ Bs Owe 0, 


《4.4.23b) wole = 0, ay —> (arto), 


1 
Zels, 0) 


图 4.6 (m) 的 边界 层 现象 之 图 示 - 


其 中 geles 1) 一 oe), c T co 时 的 条 件 是 由 当 : | 0 时 
1 


^07 10,9 


引出 的 “匹配 条 件 *， 问 题 
(44.23) 以 :为 参数 ) 的 解 是 wr 一 


t tanh 一 一 . 
gls 0) — 2 

( 因为 Him vo(#) 一 lim wols, T) (ARS LAR 
则 ?的 特殊 情形 多 RETAS Rink" eo RI ENA. 在 
DKS bY 


(44.24) Ut(x, E) = (a) + wo (a +) — lim wo 


De 


=l oq. 1. fah 
EO "ns DIG Tx ~1). 


为 克服 一 个 很 平凡 的 困难 , 即 在 9 一 9* 上 * 不 唯一 篇 定 ,我 们 指 
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4， 对 国定 的 > 0, 4e | of, canh G/V 26) 一 1 可 非常 
小 。 引 进 软化 子 《(s)e C l) LIII 


f) 一 I, 
在 日 一 8s 上 IG) 一 0, EO EO UI, 定义 
E 1 
(44.25) Ulese) m o ea (am 7-1). 
不 难 验证 , 它 满 足 M = ORES (4.4.22), RH (4.424) 中 最 
后 一 项 的 双重 作用 : ”在 边界 层 内 它 消去 m 在 离 69 有 界 的 点 处 
WE we 到 最 低 阶 。 在 由 :一 9(s) 定义 的 中 间 区 域内 ,U6 比 无 
论 wo 或 wo 都 更 精确 ,其 中 4 是 任意 的 这 种 限 数 ， 当 8 | ont 
t= Ó0(8)0, T — s7'8(s)100, 
OS TA BWR Uu, M >l, RE (4424) 中 的 函 
数 分 别 换 成 有 限 和 级 数 
Xàeee. ew. T7) 和 5 ra 5 DOLUS 


Er] eau azo 


通过 精心 设计 的 递 推 关系 定义 vas Was Wun 以 完成 【4.4.22》 的 
证 明 . 

NUM Ule, e) 已 经 被 构造 出 来 , 我 们 用 这 样 的 
方法 ,使 得 定理 4.4.1) 中 的 条 件 (1) 一 (N11) 可 以 得 到 验证 , 把 
Dirichlet 问题 化 成 从 适当 Banach 空间 X 到 Y 中 的 算 子 方程 

f(xse) = 0, 
120 节 所 讲 的 对 侦 过 程 指 出 (至 少 对 N <3), OL). 的 解 可 以 看 
作 算 子 方程 
Lau + Nu = 0 
的 广义 解 ,其 中 Ls 入 是 从 WG) SUB SR ARS Be 
公式 
(Lay vho = | UV “Vb—a-d)s 


Was ha Jo pajeg 
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BRR. 

如 果 定义 (4) = Lew + Nu, 那么 不 难 验证 O) 和 UD, 
因为 G0 的 二 阶 导数 在 任何 球 jelo « R 外 一 致 有 界 。 BUR 
(44.22), 

M CUu, 8) lhe sup (LAUR + NUS v) 
Wey 
- sup 
Het 
< oe"), 
但 是 条 件 QUD 的 验证 不 那么 容易 。 事实 上 ， 抬 vA) 选 作 
和 的 动机 就 是 因为 这 时 积分 估计 式 比 逐 点 估计 式 容易 带 立 ， 和 
M — 0 的 情形 一 样 ,假定 通 近 解 为 
ES [eh E +U iG 
x {1 + 0(s)). 
4 (Uy) = Lues 并 证 明 下 面 引 理 中 的 估计 式 . 
(s mo BUB 存在 正 数 O) 和 SAM), 使 得 对 任意 oe 由 (4) 和 


Oca Sey 


{toe 


(44.26) Uy(x, 6) 一 


(44,28) (Bats 07 = NC + (aeu — 1e) 


> ow | ton 
Ad » His, o XX. 

证 明 : TEVA EAD ALU TU Poincare 不 等 式 ， 其 次 是 对 
BE Uw AU 

G) 把 沿 39 的 内 法 线 的 线 积 分 记 作 ps 应 用 Serwa 不 等 起 有 


am ots onm] xe forar, 
在 由 0 亏 : 羽 ! 决 定 的 于 集 5* 上 积分 ,得 到 
" E " 
(4.4.29) " ex ADs n [HM 
其 中 FC) 1809 agile PE UE EEG 2 ol BODL. 
Gi) EX 
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Aple, 8) = 3 — 3g'UX. 
可 以 证 明 ( 利用 《4.4.25) 前 定义 的 软化 对 660 


Ls — EC recie P =1— t) ( — tanh 去 ) + ole), 


而 县 ,在 使 BCE — E) wo 的 点 45 上 (nj2 <+ < e)a ELT m n ( 17) 


fee 上 0 时 按 指数 递减 。 于 是 
(4.4.30) Aut, a) 一 38(xJsechz yr trus |ru] s key 
Hp kek) 是 与 和。 无 关 的 常数 。 
Cui) BUE IZ PR 
Cun, P> m | tero + C2 — hio. 
EE (4.4.29), 对 【= oo (Roo fn. 


f e(vo» > 


H 
Hae) fia 
由 (4.4.30), 


a 


- a p — Mech 2- 
和 > 


其 中 > on 是 + < 在 整个 区 域 9 中 的 余 集 《虽然 在 9 一 2, 上 :不 只 
RE) BA 


(Quae, 022 (maa -1i ke ) NC 


" ( 2 Sede A - 4e) f 


M oc4/2H, PUOL 120, Sa TH. acean Go a. 
取 
4 
6 
再 取 oo 那 社 小 ,使 得 当 0 < 8 < 8 时 ， 
min fmc 一 1，2 一 see] — kee D W > Oy 
其 中 uM) fle oR. WA 


emi. 


(4.5.31) (Quan p) > wf e, 对 Oces s. 


Qv) 因为 从 (4.4.30) 推出 2 — 942 — 1 — ke, RTE OF oc 
ES 8) 


Guo, o m, moo + (2 — hom 


me f, (vey — C1 + hoo) fo. 
用 wj(t + kee) FEU ESURPRI (4.4.31) 相 加 ,并 定义 
mpl + key + um), 
我 们 就 得 到 结论 (4.4.27). 


FRE (44.1) 的 条 件 全 部 满足 。 因 为 在 M = 2 时 近似 解 
Un(x，8) 可 以 算出 ,在 Wla) 的 范 数 下 ，Ue(z，s) 是 真 解 的 
一 个 渐 近 逼近 ， ”但 是 还 留 下 一 个 问题 ， 即 在 逐 点 的 意义 下 验证 
(4A)， 只 要 我 们 能 证 明 Uole, e) 是 在 C(O) 的 范 数 下 的 渐 近 还 
近 , 就 可 以 直接 从 (4.4.25) 中 讨论 的 0o(x, 8) 的 形式 得 到 (A) . 
对 六 一 1， 这 个 事实 从 Sobolev 不 等 式 (1.4.1) BH. 事实 上 ， 

lleo xs 6e  RIUG, €) 
FMR ALS ER. MON — 2, 3, 结果 从 (4.4.1) 证 明 的 细 
WAR 1.5 PRE RAW ABW L 正则 性 定理 得 出 ， 事实 上 ， 
用 定理 《4.4.1) 的 记号 和 结果 ， 


(4.4.32) w(x, 8) m Uo + >) U tas 


im 
其 中 lode 一 OC), Ly 正则 性 定理 指出 ,对 = 3, o. TREE 
方程 sAr = flo) 的 广义 解 ,其 中 fe LO). E ifilo = 009). 
TE olla = EC) llo 一 OC8). 由 Sobolev 嵌入 定理 ,得 出 
估计 edle) 一 0(e)， 于 是 从 〈4.4,32) 推出 

lax, 8) — Uo = Oe). 


WE: 
当 > 3 ARR w^ bU — 1-55 CA) 完全 相似 的 
ib WUS RAR KA E HIER 


(2 


AS 二 典 数学 物理 中 的 某 些 奇异 扰动 问题 


在 数学 物理 中 的 很 多 问题 Ps 可 以 这 样 处 理 : 让 Ps 光滑 地 依 
航 于 一 个 小 的 实 参 数 e, Ye 二 0 时 Po 的 解 za 可 以 明显 得 出 ， 然 
后 证 明 , 当 从 Ps 过 渡 到 Po 发 生 了 小 的 改变 时 ,对 Ps 的 角 x(s) 只 产 


生 小 的 影响 ， 亦 即 当 s 一 0 时 。 问题 P, AR zle) = x, 01). XE 


一 大 类 由 方程 AO) 一 0 定义 的 重要 问题 中 ,实际 发 生 的 是 
je 一 0 
AT EAR 
z(e) = > aj, 


其 中 >(0) 一 满足 方程 fx) 一 0。 但 是 对 6e 0。 由 于 系数 
o BETET 0, 这 样 一 个 级 数 实际 上 常 党 发散。 不过， 人 们 其 


望 , 如 果 x() BBY 
zE) = >) asl, 


BA z(e) 将 浙 近 (在 4.44 节 的 意义 下 ) 于 fle) 一 0 we 
#(z)， 在 这 一 节 我 们 要 举 出 三 个 这 类 问题 ,并 在 定理 (4.4.1) 的 基 
础 上 ,证 明 这 些 问题 中 的 形式 解 的 渐 近 性 质 . 在 下 面 考 虑 的 所 有 
情形 里 ,我 们 注意 到 ,都 由 (4.4.1) 把 问题 归结 为 寻求 某 些 线性 算 
子 范 数 的 精确 的 界 . 


+5A BRED A He AT ab ae aR AED 


考虑 常 微分 方程 

(4.5.1) £p x = f(x) 二 sg ， 在 zx=0 处 Xe 一 DCzl9， 
其 中 gG) 是 【一 c，co) 上 连续 函数 ,在 co 处 按 指 数 衰减 , e 是 
DER. RINUS DEDERE Cauchy 问题 的 解 xO) , 特 
RABIN xG) 在 上 -cc 时 的 性 状 .一 般 讲 , 当 + ->co 时 此 解 
不 趋 于 0， 至 少 对 小 的 jel 是 如 此 。 事实 上 ,可 以 证 明 如 下 的 结论 
(452) SETA bi © ME © o HIE APIA IG) £ >o 
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BLUES = OREM CO. NBER T DE = 十 m (GO BORA 
R «0. 
我 们 不 准备 给 出 这 个 结果 的 证 明 ,也 许 在 84A 节 中 讨论 它 虽 
为 恰当 。 如 果 采 用 强 级 数 法 ,用 e 的 宕 级 数 
eG) 一 * a, (2)8* 


AS . 
去 解 (4.5.1)， 那 么 将 发 现 ,在 区 闻 [0, 00) 上 系数 a) 是 # 的 
无 界 函 数 。 另 一 个 成 功 的 方法 是 : 把 (4.5.1) 可 能 的 解 x (#) 表 成 
x@) = ult, 1, P) -- y (0, Heh ulr, a, b) 是 【4.5.1) 周期 
28 4, 相位 为 的 解 ,而 v(O Pit oO y() 0. 接着 把 
局 期 Ue), Mic be) MRE YO) BARMERA. 然后 据 
(44.1) 证 实 这 些 渐 近 展开 式 . 事实 上 。 这 正 是 Ter-Krikorov 
(1969) 的 文章 中 所 采用 的 方法 。 有 兴趣 的 读者 可 以 在 那里 找到 
详尽 的 证 明 。 
45B 非 线 性 弹性 理论 中 的 薄膜 通过 

决定 弹性 薄板 平衡 状态 的 偏 微 分 方程 自然 包含 一 个 小 参数 
es 即 板 的 厚度 (参看 (1.1.12))， 在 给 定 的 体力 下 ， 对 决定 平衡 状 
态 的 问题 作 薄 噶 氮 近 在 于 ,在 上 面 的 方程 中 令 = 0 并 求 这 个 退 
化 系统 的 解 。 更 清楚 些 , 设 Q 是 形 中 一 个 有 界 域 ,边界 为 88， 那 
As MEO 上 的 偏 微 分 方程 可 以 写成 如 下 形式 
(45.3) AF I [wy w] m 0, 


Aw —[m, F1-g, 
其 中 双 线 性 型 Uf, edo fuge fuge 一 bee. 至 于 物理 量 
Five, 以 前 已 经 解释 过 了 ， 为 简单 起 见 。 茂 们 假定 板 是 来 紧 
的 ,于 是 所 给 问题 由 边界 条 件 
(45.4) Du|-, 对 lel<1, 

Pg 7T) Fajas 


决定 。 
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我 们 在 6.2 节省 明 这 个 方程 组 总 有 解 。 这 个 解 使 与 该 物理 问 
题 相应 的 位 能 取 极 小 值 .现在 考虑 这 样 -- 个 问题 : EVE (w， FO 
和 如 下 退化 方程 组 (1o) BEER EOS. TE (45.3) m s= 0, 
再 加 上 边界 条 件 


(4.5.5) w|=0, F.|—0 4 Frj =S 
AQ ag 5b 


就 得 到 (10). 这 个 问题 的 主要 困难 之 一 是 六 程 组 (4.5.3) 一 (4.5.4) 
解 的 非 唯一 性 。 不 过 我 们 将 讨论 一 种 情形 , 即 (1) 的 解 是 (4.5.3) 
REE ED, MPL Pe 
实 能 推论 ， 当 lal = ARKH Dew] 一 0 REET. 事实 
上 ,可 以 期 望 (和 4.4C 中 的 例子 (T) 完全 一 样 ), 当 5 一 0 时, 除 
了 在 边界 00 附近, (4.5.3) 一 (4.5.4) 的 解 将 一 致 艳 近 于 (4.5.3) 一 
(4.5.4) B e 一 0 时 的 解 ， 而 在 OQ 附近 ， 则 就 显示 出 边界 效应 
(或 边界 层 ), 也 就 是 说 , 存 00 ME RA o NER Dw RB 
a. 

为 检验 薄膜 逼近 ,已 知 必须 限制 作用 在 弹性 体 上 的 为 ， 为 此 ， 

我 们 只 考虑 那样 的 方程 组 , 它 的 退化 方程 组 (Oh) AER (wos Fo)s 
也 就 是 说 ,使 For 和 [Fo Fol 在 2 中 大 于 零 的 解 。 不 难 证 明 
(如 果 存 在 的 话 ), 这 样 的 正解 唯一 ， 事 实 上 。 用 第 II 部 分 的 方法 
可 以 证 明 ,对 很 大 一 类 弹性 问题 这 种 解 都 存在 。 更 重要 的 是 已 有 
如 下 的 结果 : 
(45.6) 定理 假定 方程 组 (4.5.3) 一 (4.55) 有 正解 (s, Fi), H 
入 对 充分 小 的 6 > 0, HBB (4.5.3) 一 (4.5.4) 有 唯一 正解 (was 
F.) ,使 得 除了 9 中 89 附近 的 一 个 宕 区 域外 , (wes Fed -> (es 
Fo) 一 致 成 立 . 

可 以 完全 平行 于 4.4C 节 的 〈A) SH 45.6) 的 证 上 明 .首先 ， 
构造 函数 walts 8) 和 Bu(z。s) 形式 上 的 渐 近 展开 式 ,使 得 它 
们 严格 满足 边界 条 件 (4.5.4)， 而 且 除了 一 个 OE7) 阶 的 项 外 
就 满足 方程 。 然 后 ,和 (2.5.7) 中 完 人 一样， 把 (4.5.3) 一 (4.5.4) 
的 求解 化 为 解 Soboley 空间 WO) 中 的 一 个 算 于 方程 
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ie) = 05 
它 的 解 记 作 x= (w, F). 由 Sobolev 不 等 式 排出 ， 二 阶 导数 
fas 在 集合 {allel = el + IFCS RT 上 一 致 有 
界 , 于 是 ,为 用 定理 《4.4.1)， 只 剩 下 证 明 Cola TR. 为 此 


注意 到 ,在 Walo) PEF GO 可 以 写成 ( Ps + È Cw, w), 


sw —C(w, P)), 其 中 Fem Fle, y) — g, 8 BBE We 一 0 


和 (4.5.4) 后 两 个 边界 条 件 的 唯一 函数 。 于 是 当 y m (9, P) 
时 ， 

fG)y = (F + C(o, D), eo Cw, F) — Clw, F)), 
因而 


Cds X) T, GARI + elAwl} 


| Ust Foyet — 2E pevao}, 
HWE, (ey, Sli. 事实 上 ， 有 一 个 与 = 无关 
KERM o 使 上 奋 最 后 一 个 积分 大 于 * | [vel 进一步, 由 通 


近 解 Ri 的 构成 ,对 Jal 一 2 和 大 0， 
sup| D'CF, — Fo)| = Olei. 


于 是 当 |s| 充分 小 时 ， 


Gi)», 9) > ehya 


因而 和 《4.4.14) 后 面 一 段 的 论证 一 样 ， 由 Lax-Milgram 定 理 
fa) ABA 

Mol > B DA 
于 是 ， 只 要 注意 到 (m Fo) 是 Pi 和 wt 的 渐 近 展开 式 中 的 首 


Ti, (44.1) 的 条 件 就 全 部 满足 ,从 而 定理 〈4.5.6) 得 证 。 更 详细 
的 可 参看 Srubshchik (1964), 
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45C 粘性 流体 中 受 扰 为 的 Jeffrey-Hamel 流 


描述 两 个 斜 交 平面 《交角 为 2) ER RRR ARE 
径 向 流 的 Navier-Stokes JETA ARE., KERRE Jeffrey- 
Hamel 流 Gla, R) 对 于 Reynolds 数 R 的 一 切 值 它 都 存在 ， 
一 般 说 来 ,对 给 定 的 参数 (a AR) 解 不 唯一 。 KEM Jeffrey- 
Hamel 流 描述 了 沿 着 截面 流 进 与 流出 的 混合 。 于 是 用 下 面 的 观 
点 来 研究 这 些 流 动 的 几何 条 件 的 扰动 是 有 意义 的 ， 即 证 明 在 特殊 
的 Jeffrey-Hamel 流 当中 存在 一 个 流 , 它 是 扰动 问题 的 解 的 首次 
HE. in L. E. Fraenkel 所 观察 到 的 , 二 维 对 称 水道 问 题 是 一 个 
有 趣 的 抗 动 问题 ， 这 时 ,相对 于 屿 道 C 的 局 部 宽度 来 说 , 峡 道 蹲 的 
曲率 半径 一 致 地 大 。Fraenkel 证 明了 ,存在 唯一 的 Jeffrey-Hamel 
WE Gla, R), WEA = 0 附近 解析 地 依赖 于 o 借助 于 峡 道 
DWH s， 他 还 构造 了 Navier-Stokes 方程 在 C 中 的 一 个 形 
AR? 


(n, 0) — Go + Dep 


对 于 物理 参数 R o 的 适当 的 值 , 这 个 形式 解 描述 了 分 离 现 象 ， 即 
流 的 速度 场 划分 为 不 同 的 区 域 ， 向 前 流 的 水 流 和 向 后 倒流 的 水 流 
出 零 速度 曲线 分 开 。 这 曲线 本 身 与 哑 道 壁 是 分 离 的 . 

这 个 方向 上 一 个 重要 的 数学 问题 是 ( 它 可 用 (4.4.1) 的 方法 解 
R) 把 形式 解 se, e) 当 作 物理 问题 真 解 的 近似 的 合理 性 。 在 
5 关 0 时 ,不 能 期 望 上 面 提 到 的 形式 解 (x. 1) 收敛， 这 是 因为 ， 
在 w(x, e) 的 构成 中 出 现 的 某 些 函 数 的 反复 微分 便 e 的 系数 大 
BM al 同 阶 ， 于是， 这 时 自然 想 证 明 在 4.4A 一 节 的 意义 下 截 短 
的 形式 解 是 Navier-Stokes 方程 真 解 的 一 个 斯 近 近似 . 

为 了 从 数学 上 描述 这 个 问题 。 我 们 这 样 进行 ， 设 管道 C 是 宕 
79 0 =R x (—1, D) 在 保 角 映射 s= :(w，s) 下 的 像 ,其 中 


1) 在 Jeffrey-Hamel 问题 中 sa 是 固定 参数 , 世 在 扰动 问题 中 ， BERS 
函数 一 ~- 原 注 
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z(w, 8) i E dzfdw = he® Ris x 

ale, w) = (didw)Llog (d2/dw)) 
确定 ， 于 是 对 s= xr tiy, e — tiv, |dz| Algol, WEA 
o(sw) 近似 于 上 管道 壁 和 x 轴 构 成 的 角 。 BA, Navier-Stokes 
方程 的 “ 涡 度 形式 ”就 可 以 写成 


(4.5.7) [a+ R(w 2 + be 2)! so =0, 


oho SWARRE A, AE (w v) 的 Laplace AF. 令 
hum hk ÑO hr = hh, BYR AClog4) = 0, (4.5.7) 可 以 改写 成 


658) a) = fa (ea) enne ein] ao 


«(o (ri) o (ir -ajas 


-~ 0, 

对 这 个 方程 再 如 上 边界 条 件 
(45.9) b r= £i, ptl, bo 一 0， 
(4.5.10) 4 |u| — co Ht p, 0, 
如 果 < ERER kma, 1-250, Ew 无关， 那么 (4.5.8) 成 为 
(45,11) Dorso 十 《4o + Rape boy = 0. 
两 点 边 值 问题 (4.5.9) 和 (45.11) 的 解 显然 就 是 前 面 提 到 的 
Jeffrey-Hamel 流 ， 为 确定 形式 解 w(x, ©), dp (45.8) 中 令 
»—[8, JEU. [bsl 一 Ole), FEY t= O(e) 时 ， 

k= a(o) + OCe?). 
BA (4.5.8) 可 以 写成 

Dever + tab, + 2Raby by, = O(8). 


如 果 假 定 


d, €) = Gv, R, oo)) + >) eg 


那么 tm 可 以 登 代 算出 ,每 一 个 部 是 方程 组 
ETE 


Lb = bore + tade + 2Ra( 26> 4, 
By " 


一 FÁGS diy rt Po), 
o=b,=0 Hom el 
叭 一 的 奇 的 解 ， 其 中 F, 是 从 精确 方程 (4.5.8) 求 出 的 。 现在 我 
们 指出 (不 予 证明 ), 在 4.4A 的 注释 的 意义 下 ， 如 上 构造 的 截 宕 的 
形式 解 


E 
dy = Got Shey 


是 《4.5.8) 的 一 个 近似 : 
G) fbn) 一 0O(e 在 2 上 一 致 成 立 ; 
Gi) dy RIDA (4.5.9), (45.119); 
Gi) SSI 6, Wa Gio llus < CR wet, WER 
述 一 个 结论 
(4.5.12) 对 充分 小 的 & 和 适当 限制 的 R，c，(4,5.7) 有 古典 解 
由 一 Gu 十 mo 
TAG BE le 一 Gollw, co = O(c) 的 唯一 解 。 这 里 
Gr = Gola, R) 
是 4.5C 节 开 始 处 提 到 的 Jeffrey-Hamel ji. 
Ag 我 们 对 一 0 n—1, N—1H (1.4.1) $405.8) 改写 为 
PAT SILA HORS HF nri WACO) ris BE stg 308 


Mi= XT ma. 


在 (4.5.8) 中 用 Go + o 去 换 oy 可 以 假定 o WLM RU IS. 显然 类 做 
于 2.2D 中 的 论证 ,方程 (4.5.8) 可 以 改写 成 妃 中 的 算 子 方程 
fo) = Lo + RNa = Oe), 
其 中 re 入。 基 从 日 到 自身 的 有 界 连 续 映 射 ,线性 算 子 由 
Qu. p) = f. [Ada + Ad(4kg, + 44p,) 
+ 4( + Arad] + ole) 
RUNU S MITRE ACG) + 0) = ACC) + Lap + NCO) EN. BA, 
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TEES OR? 开关 的 常数 t E 
IN — Napll < ACPI + [PAD — lly 
NOE (4.4.1) 的 条 件 (1). FER (4.4.1), XE 
(4.5.12)， 只 需 证 明 
C#) LA, Ll] o» kll HE k E5 e BARE 
根据 《1.3.21 )。 一 且 找 到 一 个 与 。 BRERA. (E 
Caps P) D All les 

那么 就 得 到 (*)， 对 p 一 4a + RCOG,/Or) 和 4 = 4a + 2Ra(6Gof/8r)， 由 
箱 章 的 计算 可 知 

Cabs 9) m | atio + Cob, + Do + Abbe 


+ Prados} + Jelfa. 
分 部 积分 ,用 上 a= (on) 得 到 
G) Gt = User + RBG Bé Wye — aC? + 01) 
+ A 
FR, REE (1) 有 端的 第 一 个 二 次 型 找到 一 个 适当 的 下 界 就 行 了 ， 为 此 适 


当 限制 R 和 a， 我 们 来 找 与 。 无 关 的 常数 A= MR, 2) 2 0, BERI DH 
C8 o BR A eca), 


(4.518) 010) |i, te + le + nouus — A PD 
SA (abt + dine. 


如 果 得 到 了 这 个 不 等 式 ， 在 〈4.5.13) 的 两 端 加 上 di. 并 对 “积分 , 就 立刻 
得 到 〈*)。 为 证 《4.5.13)， 我 们 指出 * 如 果 适 当 限 制 R 和 =*， 可 得 到 不 等 式 


(4.5.14) 人 (pi. — apie > p fi oes 


对 一 切 6€ V.C 1,1) 成 立 。 
并 且 , 如 果 9 是 * HAAR P 可 以 增 大 到 某 个 m. 把 这 个 不 等 式 用 到 允 和 


NES 
[e — enm n fan, 
fe = ms fon. 
热 后 和 (4.4.14) 的 证 明 一 样 ,从 这 两 个 不 等 式 推出 存在 正常 数 «s 使 
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[Oe + dte = AH hoe 


2 NC + Hain Ms, 
MM (4.5.13) 和 
fef es 
WHER 5 0, 
0.9) > V^ he nts + ibe e 


-e(o [yra tie) 
S (1+ m — Jones Qs — 878) 


x fitu. 


剩 下 的 只 是 取 5 {E1 + p — 882 030 m — 8/0 0.— 显然 ;限制 R 和 a 使 
P< + ap 就 可 作 到 这 点 ， 还 需要 证 明 对 某 个 固定 的 上 > 0, (4.5.14) 
Hoi. 为 此 必须 讨论 线性 特征 值 问 是 
e dp (qu^) p A" = 05 
ww 0 PRSE 
的 最 小 特征 值 。 由 连续 性 论证 可 以 得 知 , 对 所 有 Reo, RE e ET TARE 
AKERA #> 0. 在 该 区 间 内 , 形式 的 近似 Cola) 是 唯一 的 Jettrey-Ha- 
mel Hi» CRT RT e. 
TOR Fraenkel (1973), 


注 记 
A 分 枝 解 的 线性 稳定 性 


如 在 4.1 节 中 所 庶 到 的 ,在 物理 系统 中 ， 当 经 过 一 个 歧 点 时 经 常会 发 生 
“稳定 性 的 改变 >， 在 弹性 问题 的 结果 《4.3.36) 中 ,我 们 通过 考 辜 能 量 论证 
TRA. PUR, THESE Hamilton 系统 。4.1 节 中 的 线性 稳定 性 判别 法 
虽 不 够 精细 ,但 还 是 有 用 的 。 这 个 判别 法 基于 从 线性 算 于 Os. D 的 谱 得 
dinis B, Jib. G5 3) 是 Hey A) = 0 的 解 。 在 这 方面 ，Leray-Schauder 
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度 理论 常常 有 用 。 例 如 在 有 穷 维系 统 中 。 只 要 KE, D IHRE AON 
是 负 的 ,那么 就 是 线 竹 禾 定 的 ;和 而 由 任何 具 正 实 部 的 特征 值 则 得 出 不 稳定 . E 
FE SUF ICs, A) 在 零点 的 Brouwer BE, SUC E28 A 的 函数 。 当 和 
PUAN RNR AH A (E> À) 处 的 谱 的 情况 ,其 中 〔z， å) 
是 KG. Â) = 的 解 。 这 古 因为 由 在 非 奇异 解 处 的 线性 化 , 可 由 可 加 性 汗 
算 Brouwer 度 . 在 无 穷 维 情形 有 类 似 的 结果 成 立 。 关 十 进一步 的 介绍 。 有 
兴趣 的 读者 可 以 看 Sattinger (1971) 的 文章 


B -BRTABRES BREET E 


dk Kes A) ECT Bet, We Banacl x xRm (0, 0) 点 的 某 个 邻 
域 到 Y, GG) 对 0 谭 近 所 有 的 和 > (0, 4)=0, Ui) fade, A) 是 x 的 C: 
$8636 Gi) 线性 算 子 C0. 0) SERERE bicdholon hit, H Ker 
#05 0) BUMS SEE, Civ) 对 任 c € Kerf.C0, 0), 

fa(0, 0)x€Ramge/.(0, 0), 
那么 、 EA (4.1.12) 和 (4.2.3) IRIs 可 以 证 明 (0，0) ARTA 
Kas A) 一 0 的 歧 点 。 这 个 结果 是 这 样 得 到 的 : 象 企 《4.1.12) PAR, 把 
Banach 空间 进行 分 解 ， 再 把 Brouwer (TARA PMN ER, 
在 Wesreich (1973) 中 给 出 了 正明 的 细节 。 


《在 对 称 假定 下 分 歧 方程 的 化 简 


在 很 多 分 歧 同 题 书 利用 对 称 性 可 以 减少 分 歧 方 程 中 方程 似 及 未 知 变 元 
的 个 数 。 于是， 在 Navier-Stokes 方程 的 第 二 稳 态 流 中 ， 观 察 到 的 第 二 个 解 
有 六 边 形 的 多 筷 型 ， 该 Navier-stokes 方程 与 底部 加 热 的 水 平流 中 的 对 流 有 
关 ( 所 谓 Bénard 问题 )。 可 以 从 4.1 节 的 分 歧 理 论 得 出 这 个 结果 : 即 在 一 
个 向 量 值 函 数 移 Banach 空间 中 求 相 由 的 非 线性 边 值 问题 的 艇 ， 
数 本 身 具 有 “六 边 形 ”对 称 狂 。 这 首先 在 Jodoviteh (1968) 中 实现 ， 这 种 
情形 的 一 般 研究 由 Loginov 和 lregonin (1972) 给 出 。 


D 半 线 性 Dirichlet 问题 的 边界 分 层 
对 定义 在 2C R" 上 的 边 值 问题 
w sad t ft, u) = 0, |a 
可 以 推广 4.46 AUR, JEB (Ors 9) Abou” Wk, 其 有 如 下 性 
ELE 


质 :〈i 存在 一 个 定义 在 5 上 的 CU ERR TOO, 使 得 在 六 上 有 
Kes Té) = Oy 

aR 
Gi) 对 固定 的 "e19，T(z)1， 在 互 上 有 

tts TG) <0 E. p Kes Vay > 0, 
其 中 Kesu) 不 受 任何 增长 限制 约克 那么 ,除去 边界 99 的 一 个 小 边界 层 
AO e OR, REEI EON 为 对 正解 (C+) WEB = TC) 8S 
合法 性 ,我 们 可 以 在 Holder 空间 Cea) 中 用 4.4B 节 的 程序 。 但是。 为 
BARAT L= [H] BRAT, Sobolev 空间 是 本 质 的 .一 
BX LEARE E, MIRE BHR Holder ARRA, Sobolev 
不 等 式 就 给 出 对 上 的 逐 点 估计 .如 想 了 解 整 个 详情 ， 有 兴趣 的 读 考 可 看 De 
Villiers (1973), e1% Fife (1973), 


E 参考 文献 


4.1 节 : Poincaré 关于 分 歧 理 论 最 早 的 文章 是 Poincaré (1885), KKH 
讨论 旋转 的 理想 流体 的 平 街 状 态 , 他 从 Kelvin 和 Tait (1879) 的 文章 的 许 
多 猜测 中 得 到 不 少 启发 。 后 来 关于 这 个 可 稻 汐 论述 有 Liapunor (1906— 
1914), Lichtenstein (1933) 和 Appell (1921). 现在 仍然 少 一 个 综合 的 
现代 研究 。 在 前 面 的 评注 中 所 到 过 Liapunov 判别 法 〈4 .1.4》 一 般 是 用 强 
通 数 法 征明 的 。 关于 现代 的 处 理 可 以 看 Siegel 和 Moser (1971). feit 
《4.1,5) 中 那样 ,把 分 歧 冯 题 化 为 有 限 维 的 问题 ,一 般 称 作 Lia punov-Schmidt 
方法 ， 它 属于 Liapunor (1906) 和 Schmidt (1908) REWE, 关于 
这 个 课题 有 一 本 现代 的 所 ,是 由 yainberg 和 Tregonin (1974) Bey. RAH 
关于 简单 重 数 的 处 理 《4.1.12) 属于 Diurermatt。 这 里 还 楼 相 出 奇异 性 现 
代 王 论 的 技巧 在 更 洒 难 的 分 歧 问 题 中 的 重要 性 。 单 重 情 形 的 分 歧 问 题 的 其 
它 现代 论述 有 Crandall 和 Rabinowitz (1971) 以 及 Westreich (1972), Kra- 
sostlski 的 蔬 (1954》 对 这 个 间 题 提供 了 很 详尽 的 材料 。 在 Berger (1969) 
中 讨论 了 分 战 理论 和 韭 线性 正规 模 列 之 闻 的 关系。 在 Berger 和 Westreich 
(1974》 中 还 可 找到 4.1D HAVER, 在 Sather (1973) 以 及 其 它 一 系 
列 的 文章 和 书 中 ,对 多 直 情 形 的 构造 性 方法 都 作 了 综述 。 令 人 遗 初 的 是 ， 这 
些 方法 在 实际 中 常常 失效 .。 因为 那些 结果 都 加 上 了 很 多 不 易 验证 的 条 件 . 
4.2 35: XE Krasvoselski (1964), Berger (19708) 以 及 Cronin (1964) 中 
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AOA T MOREE POE, HI Maa A RT 
Krasnoselski (1964), ARAKRTRAOR- POR CREAR SERB 
XO. ISTE KCN EM, Predi (1971) FR RAS BADER 
Morse 理论 的 第 一 篇 文章 ,也 可 看 Berger (1973), EF (4.2.4) 的 复 解析 
怠 射 的 分 歧 理 论 * 在 Crenin《1953)》 中 讲述 了 进一步 的 结果 ， 我 们 的 证 明 乓 
RGR Schwartz 的 文章 《1963)。 Bereer (1969, 1970) 的 文章 中 讲述 了 
Liunernik Schnirelmann 范畴 理论 在 分 睹 理论 中 的 应 用 . 在 Ge (1975) h, 
把 较 高 的 球面 同 伦 玫 应 用 到 分 歧 间 题 ,这 些 问题 卡 及 多 于 一 个 的 参数 ， 得 到 
一 些 现代 的 有 意思 的 结果 . 关于 这 个 问题 可 蛋 尖 国 数 学 会 专题 报告 174 号 . 
4.3 节 : RPERRA LoL, 附近 的 限制 三 体 问题 的 亲 期 乌有 一 个 很 好 的 
综述 材料 ， 即 Deprit 和 Henrard 的 文章 (1969)。 这 里 关于 非 线 性 弹性 体 
th BERGL ATRIAL ALAR Berger 的 文章 (1967)。 按照 Judoviteh (1966, 
1967)， 我 们 把 粘性 流体 的 清流 问题 当 作 分 歧 现象 来 讨论 。 其它 有 用 的 结果 
包括 Kirchgasner 和 Sorger (1969) 以 及 Gortler (1968) 等 ，Taylor(1923) 
中 首次 提出 Taylor 旋 筒 ,但 是 ， 通 过 完全 非 线性 Navier-Stokes 方程 对 它们 
进行 数学 研究 是 在 Velte (1966) 和 Judoviteh (1966) 的 文章 中 开始 的 ， 关 
于 高 维 复 流 形 上 复 结构 分 厂 问 题 的 讨论 遵循 Nirenherg (1964) RI Kuranishi 
(1965) 的 工作 ， 最 近 ， 利 用 Nash-Moser EASE, Kuranishi 已 经 得 到 
了 关于 蔓 奇 异 竹 的 形变 的 结果 . 在 Forster (1975) 的 文章 中 ,可 以 找到 把 非 
线 竹 谤 函 分 析 应 月 于 这 个 问题 前 另 一 方法 。 至 于 讨论 这 个 问题 的 纯 代数 方 
法 ,由 于 所 构造 的 形式 苗 级 数 解 一 般 发 数 , 从 而 受到 影响 . 

4.4 节 : 结果 (4.4D) BOM Berger 和 Fuenker (1969, 1970), Fite 
(1973) -P RRT EEE BARE h . 
4.5 节 : Predrichs (1955) AX RE SUE Urb a ak aE — UAR HF 
BOR. STIRS ARMA RAT Ter- Krikoroe (1969), RA 
AFIRE MEE h BH CEH TOR A Schrabehil 的 文章 (1964)。 
在 Fraenkel ROCHE (1962, 1973) rp TARASIE zbRU Jeftrey-tlamel 流 


F 非 线性 Hamilton 方程 组 的 正规 方式 


设 给 出 一 个 线性 自治 Ho milton 系统 , 它 是 一 个 个 生 分 方程 组 ,要 讨论 在 
SERERE Hamilton 扰动 下 其 正 需 方式 的 保持 问题 。 如 4.3 SB, ER 
立 一 般 结果 时 分 上 理论 的 赵 超 方法 是 头 锂 必 的 .让 Berner (1909, 197043 


ezt: 


iv) 的 工作 中 对 二 阶 方程 组 流行 子 讨论 ， 在 Weed 的 尚未 发 表 的 文 
BEL, ONG Berger 的 方法 加 以 修改 ,使 之 适用 于 一 阶 方程 组 ， 最 然 这 时 由 于 
Siegel 的 削 子 (请 看 Siegel 和 Moser (1971), 109—110 Ti), 需要 加 上 某 些 
限制 条 件 。 在 Weinstein (1974) 和 Moser (1976) 中 可 以 找到 对 一 阶 方 程 
组 处 理 这 个 问题 的 有 趣 的 有 穷 维 方法 ,他 人 两 人 都 采用 了 和 Berger (19702) 
类 似 的 Ljusternik-Schoirclmann 超越 方法 、 请 看 6.7 D, 在 Berger (1973) 
中 指出 了 对 双 曲 型 偏 徽 分 方程 的 可 能 推广 。 
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第 三 部 分 大 范围 分 析 


第 三 部 分 的 目的 是 把 已 讨 过 的 局 部 结果 推广 到 全 局 去 。 使 得 
可 以 成 功 地 处 理 第 一 章 中 所 讨论 的 财 些 其 体 问 题 。 为 达到 这 个 有 内 
标 ， 把 分 析 和 拓扑 结 合 起 来 的 方法 已 被 证 明 是 十 分 有 效 的 。 对 于 
第 四 章 中 的 分 歧 理 论 来 说 ， 这 种 抽象 方法 已 经 非常 有 价值 。 然 而 
对 于 全 局 性 问题 ,如 要 真正 理解 非 线性 现象 ,这 种 结合 经 常 是 本 质 
的 。 在 本 学 科 中 ， 分 析 方法 和 拓扑 方法 的 这 种 结合 已 经 取得 了 重 
大 的 成 果 。 

在 实际 项 目 中 ,基于 两 个 主 妆 的 理由 ,从 局 部 到 全 局 的 推广 特 
别 重要 ， 首 先 ， 对 给 定 问题 的 解 给 出 充分 精确 的 首次 通 近 可 能 是 
作 不 到 的 ;其 次 ,虽然 这 个 近似 存在 ， 但 很 多 问题 要 求 把 所 给 问题 
解 的 总 体 扣 看 作 一 个 整体 , 而 事 实 上 :在 不 同 的 情况 下 ,集合 日 经 
党 被 分 成 不 同 的 类 16 它们 具有 各 自 的 重要 特性 。 

我 们 不 打算 提出 很 一 般 的 全 局 理论 。 而 宁 感 满足 于 裕 述 这 样 
一 个 范围 ， 即 介 于 古典 线性 泛 函 分 析 与 一 般 无 穷 维 流 形 上 的 非 线 
性 泛 函 分 析 理 论 之 间 的 领域 . 

吏 在 把 要 讨论 的 问题 总 结 一 下 。 

ÆU E, 在 另 一 banach 空间 Y AR HA Ho. RLE E FIR: 

O (注射 问题 在 什么 条 件 下 ,+ RRC KU) = Y MR? 或 是 
Kua AU) WR? 

Gi) (线性 化 问题 ) 1 的 哪些 全 局 性质 可 以 由 它 的 局 部 性 质 导出 ? 特 
didi 16 OQ Y). M 了 Cx》 可 以 推出 1 BREST I AD 

QR) Ciipinj AMT E ub Hk Fredholm Hub, XP AE AY 
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yey, 给 出 算 子 方程 IG) = y AMAL AERA. 
Hx) 一 y RAT BRAND? MORIR chet FARA ERE 
En 
35 BRE 了 有 适当 限制 的 小 扰动 时 ,这 个 分 类 不 变 、 

CD (RYD 在 哪些 情形 。 由 把 所 给 英 射 EMU, Y) RME 
形成 较 简单 的 歇 射 h EMU, Y)。 可 对 上 面 的 任 一 问题 给 出 解答 ? 

(ii) (ROR) 假定 所 给 Re BUS BA IO) 
0 的 解 与 参数 4 的 关系 怎样 ? 

Qvi) GHEAD EPERE ART TEASER ME f RET 
由 对 HEURE TOROS a? 


Gs) 〈 一 盘算 于 迎 论 ) BREAD ADR TALC UE Zr TUA 


£u E eui RI SEA AER T 
JEFE Ub MB) Banach 
Bix oy 2 

AMER Ax 一 48x PRM, 
DRE 4 MB BAAS, PIG TO 
FERR (à) Bod BUR ATA REE MBI, FIP 
KODE EH A, ART RE 
遍 部 的 ， 第 二 部 分 所 介绍 的 方法 应 该 由 更 完备 的 方法 来 补充 ， 于 
是 ， 与 这 些 间 题 有 关 的 有 过 的 非 线 性 现象 (例如 “连续 谱 ” (参看 
第 458 页 的 图 6.3)) 忆 发 人 们 发 展 更 深刻 的 研究 方法 。 
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BEE “一般 非 线 性 算 子 的 全 局 性 理论 


研究 一 般 非 线性 算 子 的 映射 性 质 需要 新 的 方法 ， 这 些 方法 与 
第 二 部 份 的 理论 完全 不 同 。 这 里 讨论 三 种 一 般 的 方法 ， 首 先是 线 
性 化 方法 , 它 基 于 由 考察 值 域 CX) LAER. BRAT fec 
(X,Y) 的 Fréchec SF. f(x) 的 局 部 信息 汇集 在 一 起 ; 其 次 
是 逼近 法 , 设 算 子 /作用 二 两 个 无 穷 维 Banach SRX AYZ, 
用 ih) 来 通 近 f, 其 中 {fs} (RX MY 的 有 限 维 子 空间 .最 
EZBERE fe C(X, Y) 的 无 穷 维 同 伦理 论 . 在 这 个 理论 中 , 试 
终 用 同 伦 来 回答 有 有关 的 映射 性 质 的 问题 。 即 把 了 连续 变形 成 较 
简单 的 ?, 而 了 的 映射 性 质 较 容易 确定 ， 在 很 多 情形 , 最 后 这 个 理 
论 导致 各 种 数值 拓扑 不 变量 和 上 + 的 联系 我们 以 这 些 不 变量 对 各 
JAAR SIM PE ASR, SBN RES A TERE 
BRAT 5 7 975 dk. 

用 第 一 章 中 介绍 的 确定 流体 运动 的 仿 微 分 方程 能 很 好 解释 这 
个 区 别 。 对 于 与 理想 稳定 流 有 关 的 问题 来 说 , 相应 的 Euler 方程 
一 般 确定 适当 的 Banach 空间 间 的 一 个 梯度 映射 ， 的 确 ， 这 个 事 
实 也 可 用 于 大 范围 旋涡 环 问题 (在 6.4 节 讲 述 )， 但 是 ， 对 稳定 的 
粘性 流 , 更 一 般 的 Navier-Stokes HEIR — 4-PRBEBUN E 
研究 与 这 种 流 有 关 的 问题 时 ， 就 要 用 到 与 本 章 理论 有 关 的 研究 方 
法 。 在 5.5 节 ， 我 们 通过 解 周期 理想 流动 的 经 典 问题 来 表明 这 些 
方法 的 威力 。 


5.1 线性 化 方法 


设 f(x) 是 定义 在 Banach 空间 和 的 区 域 D Es 在 Banach 
空间 Y HREH C AFIA fe C《D,Y)， 在 第 二 部 分 中 , 算 
TO) 在 点 HED 附近 的 各 种 局 部 性 质 是 从 Fréchet JAF 

Vaso 


(m) BEI SRI), IREUMREHEGUEGS BILE —u. 3E 
UH f(x) 的 哪些 整体 性 质 可 由 了 (x) 在 每 点 ze 的 性 质问 
定 。 

简单 的 例子 指出 ,甚至 当 对 每 个 *e 了 ,Frechet SAF f(x) 
是 线性 局 路 或 满 射 时 (作为 从 X 到 Y 的 线性 黄 射 ), f(x》 部 可 能 不 
AEREE. ERA ERAAN f(D) 连通 的 情形 , 菜 于 与 用 
盖 空 间 有 关 有 思想 的 简单 拓扑 考虑 ， 我 们 对 满 射 性 并 上 明 这 个 情形 。 
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假定 对 任 x CX REF. fe CX, Y) 的 Fréchet 导 算 子 f(x) 
是 从 X 到 Y 的 线性 同 用 ,那么 由 第 三 章 的 反 函 数 定理 推出 ,是 从 
Sha OUR U: SL IU. LO, TEZI: XIE 
AX BY AUIS, f MOAT AH MiM ARE 
TASB EUUNOS, WOE, MAE TRE KRHA 
难 推出 ，/ 是 从 X Sly UDP BRE PET 
的 稳 盖 空间 ,这 可 由 Banach 空间 Y 的 单 连通 性 推出 . 

SX. 设 交 是 连通 的 。 局 部 连通 的 Housdorif 拓扑 空间 了 
是 连通 Hausdorff EIAN aR 

0G) f 是 从 xX 到 Y 上 的 连续 映射 ; 

Gi) 每 个 ye Y 都 有 开 邻 域 0,， 使 得 O) 是 X 中 不 交 
开 集 0, 的 并 ,每 个 0, 在 了 的 作用 下 和 U, BWE, 

BAE (x, 月 Hy WER, 

今后 要 用 到 覆盖 罕 间 的 如 下 性质 ， 事 实 上 ， 对 分 析 上 的 应 用 
ane 

设 XD BEY, BARB f AER: 

G) RBI 设 fa) m. LC) 是 了 中 连续 道路 。 
LO) = x. Bb ie X rh BBVA ESM I PO s PO) = m 
使 对 ze10,1] 有 fe) = LCD. 

GD BARR W LO M LO BY EER AW 


ERE, LG) 和 Lie) 同 伦 ? 那 么 这 些 道路 可 以 强 升 成 X 中 
+ 360° 


连续 道路 €(O 和 $C), $C) 和 &CO 有 固定 基点 且 彼此 同 
16. 

Gi) HE »€Y, f GO 中 点 的 数目 是 常数 。 

(iv) MY 单 连通 ,那么 f ENA. 

关于 这 些 结果 的 证 明 , 建 议 读者 去 看 Hu 的 节 (1959), 也 可 
看 Spanier 的 书 (1966). 
FE. MSA RNA, Pe fT HE H fe PR p 2 RE a DARE E 2 
要 且 充 分 条 件 。 为 此 我 们 证 明 
《5.1.1) 定理 WDR XHSXB, feC(D, Y), WA (D, 1) 7 
x (D) 的 必要 且 充 分 条 件 是 : 

O f ERRARE 

G) 了 提升 线段 . BREE y = f() 和 ove HD) 的 任何 
有 限 直 线段 LO ef(D)， 其 中 meD 任意 ， 部 存在 曲线 x0) 
E HG) 一 上 上 (4) ，x(0) = x (参看 图 5.1)。 


futi LA 


PEE safa) 


图 5.1 求 曲线 0) EMER ERB {LC2) 0I} 


TEAR (R. Plastock); ”从 上 面谈 到 的 关于 覆盖 空间 的 结果 不 
蕉 推出 CO 和 (i) 的 必要 性 
为 证 (i) 和 (ii) WADE, 我 们 这 样 进行 。 因 为 了 上 局 部 同 胚 ， 
E 


又 是 开瑞 射 ,对 直线 自 有 唯一 提升 性 质 ， 因而 ,如 果 ye HD) 和 
{xo} ~ 个 (y), 那么 必 存 在 一 个 开 球 Bly, 0) m dll: — vns 
*eY}， 它 整个 包含 于 KD) 之 中 , 且 对 范 数 为 1 的 任何 元 素 2. 
从 x 出 发 的 曲线 集 
Os, m (x. C) 12 € [0, 1), (D € X, (0) = tas 
KaG) ) m y + ră} 

有 定义 (根据 假设 条 件 GO, HAE 2G) 存在 )， 现 在 证 明 集 OL 
ERZAR. CENBAT Bir) B. 


FBl, rD = U 0... 


显然 ,一 且 有 了 这 个 事实 ,我 们 就 证 明了 (D, f) 覆盖 1(D). 根 据 
作法 还 推出 


U 0. = FBG, 9». 


在 进一步 证 明 充分 性 之 前 ,我 们 先 指出 以 下 几 点 ,假定 了 满足 
G) j Gi, XU 

(2) 0。 中 不 同道 路 陕 成 BO r) 中 不 同 兴 径 ， 

(>) PG) MPG) 是 任意 两 条 和 交道 路， 那么 ,或 者 
PG) 和 PG) 部 被 哆 成 局 一 半径 ,或 者 仅 在 一 o 时 相交 。 

(5) WR f; D (CD) ERRARE M: 和 M 是 DD 的 开 于 
集 ,其 交 不 空 ,在 每 个 M 上 f RCM IBA OLD OFM) 
连通 时 ,/ 是 MUM 到 IOLUM;) KRU, FE, 如 
果 IOD AC) 是 球 , 则 OO NAC) BER RTEA. 

从 0。 的 构造 和 上 面 的 (z) 可 以 断定 ， 每 个 0。 被 一 对 一 
的 映 成 BO. rE + RTA, ARR 
证 明 0。 是 不 交 开 集 以 及 它们 的 并 为 PBC, 9)), BAO) 
那么 ,如 能 证 明 P(0) = P(0) 就 得 到 所 要 的 也 盾 ， 但 是 ,如 果 P, 
FAP, HORIS SES LAUR m i MI em CIPO BIG) s 
0 & ce 1 RAP WER ALG ， 一 10, LLLA P) 
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P0). 

下 而 证 明 每 个 O, BERM. R we Orfa) =r (PO) 
-C-dy ti 和 p00) ~ xo。 根据 紧 性 ,可 用 有 限 多 个 开 
A Di WR eG), ETD EI TORBE- PARKE 
"WS (e. a= U Di BABERS CA) 上 ， 现在 可 以 断定 ， 


FERD se> 0， 当 jv—wl«sH, ZH» Uem HAT 
fA) 设 着 不然， 将 有 序列 wv la) = U 一 ta)7 c 
te ECA), R yt.) 0 (1 — Z)y e Ev € fCA), WA Ka 是 
开 集 ， 这 就 得 出 永 屠 。 于 是 ， 当 把 了 限制 在 A 上 了 时， 我 们 看 到 
F^laQw|lw — ol « €) 是 0:。 PES «WHR, 

最 后 证 明 B60.,)— U o. 只 需 证 明 右 端 包 食 左 


sef^ n 

Wo dE eef (Blr, y). & L)-0-—2/6) tS 
弛 ysr); 由 假设 条 件 , 有 道路 PG) fe PC) x S (PG) ) L2 , 
特别 POEM). Me LO-L0—0 和 FO 
PU), BA KP) REG), BOE). BU) 一 xy 
于 是 x & Op, 

(5.11) 定理 证 Z. 

于 是 为 证 CBA f; X Y SEAR, ROARS 
是 局 部 同 胚 ,以 及 对 任 ye Y, n 6X, WHA x(0 EX 使 
(5.1.2) fal) y+ (oy 0s x(0) mx, 
{这 要 求 我 们 预先 知道 1 RB), EPR MEBER 
较 简单 的 一 维 问题 。 

有 一 个 有 于 的 明确 的 方法 ， 可 用 于 构造 满足 (5.1.2) 的 曲线 
x(t), BEF Banach 空间 中 的 常 微 分 方程 理论 。 事 实 上 ,对 + 微 
分 (5.1.2) 式 , 我 们 得 到 曲线 xG) 应 满足 初 值 问题 


(5.1.3) Sm PIA yo), EUO) = 3. 
at 


ku, UE (5.1.3) EAT xD ， 且 对 一 切 4 [0, 1], x() 都 存 
在 ,那么 昌 线 x GO FE (5.1.2), PR Peano EE (3.1.28), 
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SAMA AU A AA, TMS I ER, (5.1-3) 
的 用 处 则 较 少 。 

但 是 不 难 把 基于 常 微 分 方程 的 论证 一 般 化 .在 下 嘲 的 Banach 
和 Mazur 的 洁 果 的 证 明 中 就 可 以 清楚 次 到 过 一 点 。 

(5.1.4) 定理: 

G) 3 fec(X, Y) 时， 了 是 X 到 了 上 洒 胚 的 必要 且 充 分 条 
RE: T RHODE HL EE EA, 

Ci) fe C'OC, Y) lits f BADIM ELTE TEE 
f EXER EUH. Beh rex, fo) REAR, 

证 明 : (i) 如 果 fe C(X,Y), 所 述 条 御 的 必要 性 是 明显 的 . 

现 证 充分 性 ,我 们 首先 注意 到 了 上 映 和 到 了 上 、 事 实 上 ,因为 地 
BEDARD FOX) 是 并 集 ; 问 时 ,从 了 是 正常 映射 推出 A(X) 
又 是 闭 集 ,从 而 由 Y PERE OC) = Y. deus (5.2.1) RAT 
仅 需 证 明 存 在 一 条 曲线 Ge) 满足 (5.1,2)。 Dif REED A E 
出 ,对 某 个 小 的 8 > 0 和 +e 10, 8), 有 曲线 *(o 满足 aG) = 
地 十 (1 一 让 pp, 令 和 之 0 是 下 面 这 种 数 中 最 大 者 ， 对 它们 , x CO 
FLERE He) ) 0 i t A — 0v EO S Ez Bar. 
BRE n B. FOU L= OO) IG) — aiy + 1 — syst € [0,5 
ID Bot EGER. ATU PML) 紧 ， 故 x0) BATRA 
x(5,), 44,8 时 ， x0.) > %. HERE RT E) = By + 
(1 一 8)». Hf ERER G 可 连续 延 拓 到 > B. 而 这 与 
的 最 大 性 相 矛 于。 于 是 可 以 断定 ， 对 e101], sG) FEE 
与 x€X 和 7EY 3X. 

Gi) 如 果 feCX. Y) BAAR, RBM g。 那 么 对 每 个 
x€ X,fG) Cie REA KET Ie) 一 y 和 af) = 
TMM, TEAR BERRA, HIERN 
分 性 RANA BEER Ce AE YG) 证 明了 AR Sg, 
那么 ,因为 对 每 个 y€Y, fgty) = y, Hi 可 徽 就 推出 & "TOR. 

下 面 的 定量 准则 在 有 限 纵 时 财 于 Hadamard, 

(5.1.5) 定理 (Hadamaid); 设 feC(X,Y) AMAR 
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Bis TOR) = ink grypy 那么 ,如 时 [CCR DMR = o0, 则 
XH LORE. SH, MREFA vex, WOLS 
M REF IEXGEY ERU, 

üt RITEN (X, D ME (OO. TH (OO — Y. fs 
GLD, SERS EFREM QC, 1) RE 100), 为 建立 这 个 
事实 ,我 们 象 14) 的 证 明 中 那样 作 ， 令 ne) 和 VEY, 
RATAN 1O HO) m oy +n, BH KO 
BRO ATW £2 0. «(D FE, QABE *G) 可 以 
ERLE <p 并 满足 GO) m iy EA — 0». 的 8 
中 的 最 大 者 ,我 们 将 证 明 fix (存在 且 有 限 。 暂 时 先 承 认 这 个 
事实 ,那么 和 (5.1.4) 的 证 明 一 样 ,对 一 切 re [0, 11, (D 存在 ， 
使 得 f 提升 线段 ， 因 为 yeY 任意 ,这 就 证 明了 KX) c Y. 

于 是 我 们 只 需 用 定型 的 假设 条 件 去 证 明 Emel) 存在 且 有 
AL dn FONS M, 不 难 建立 这 个 事实 ， 事 实 上 ， 如 果 
EDEOE OTI 
CK) x6) = If(sC001 (y — 9. 
从 而 对 任意 a, s < B. 

iso — aot s| renro- | 
& Miy — yall — al, 
于 是 对 <e, s0) 满足 Lipschitz 条 件 , 又 因 X 完 备 ,所 以 
mo 


存在 且 有 限 。 
更 一 般 地 ,如 果 人 下 00， 刚才 给 出 的 证 明 可 以 修改 如 


GE ox =) wk 
F: 定义 x0 ( 1< 8) 关于 权 g(x) IFO 的 长 
度 为 


EGG), L0, #9) = iG dle’ C a. 


D 


那么 ,如 能 证 明 , 当 人 《CD mco 时 上 面 定义 的 的 虹 离 在 如 下 
BLA M LO, (0,80) <0, BA ins) 存在 且 有 


限 ,我 们 就 得 到 所 要 的 结论 。 令 0 < sc 8。 HELM, A 
为 dx COD] 是 有 界 变 分 ， 


> Pss GOV Dar > [eee Ol 


[or 


> fedro Daoa DT oar, 


Th ("eat =o 可 知 ,对 1610, 8), eO BE 


8. B-RA LO) RA | EO da=cosupl (70) 


一 %， 所 以 在 任何 有 界 集 上 ee) 有 下 界 。 特别, EO IB 

上 g(x(z)) AFAR Ba lem 6G. WS 5 8, BA 

CQ) D G0 — eG < 9] P Ix CO ~ z) 
i-i dea FEU Fiat 


(5 n 1 【8 
< ie Oa <2 fee le lae < o. 


FRAC HE D eG) — «Gl < cc， 所 以 (G0) EX 


中 Cauchy 序列 ,从 而 ims) FEELER, 

作为 (5.1.4) 的 应 用 ,我 们 证 明 
(5.1.6) dE flx) 是 从 自 反 Banach 空间 X 到 它 的 共 轿 空间 X* 
中 的 连续 映 计 ,有 性 质 : 
(n OG) — 1G), x — y) 2 ale — Ds — vll, 
其 中 a(r) 是 满足 (0) = 0 的 正 函数 , 34 7 一 oo 时 alr), 
352, 1 JE x B) X* WK, 

证 明 : 我 们 证 明 1 EERROR, Hit SEAR 
射 , 请 注意 从 (4) 可 推出 ,只 2, > 2 SHA Flan) > x. 那么 
fü) x 和 tee BUS, Ub (n0) 在 X* hk, HA 

ET 


由 (+) 和 XX 的 自 反 性 淮 出 {x。} 有 和 界 ， 必 要 时 取 子 序列 后 可 设 *， 
AEX SCRE RPE Ohirat 强 收 但. 

为 证 f ARER, RARE CD. Pdi x ENE 
域 ， 另 外 ,如 果 x = f(z.) 和 x = fC) BAM CD 也 推出 
Wx. nili zo aC Cz.) 一 行 (za 用 :因而 广 :连续 ,于 是 由 《5.44)， 
了 是 到 Y 上 的 整体 同 胚 。 

在 实际 应 用 Hadamard 定理 时 ， 经 常 要 求 把 适当 的 Banach 
空间 X ALY 进行 分 解 :以 及 利用 映射 f 对 这 个 分 解 的 特殊 性 质 . 微 
分 几何 中 的 一 个 问题 就 是 一 个 例子 。 这 个 问题 是 : ROC, g) 是 
一 个 光滑 的 二 维 Riemann 流 形 ， 它 有 负 的 Euler-Poincare 特征 
BK x(90, BE (M, 2) 上 求 具有 常 值 Gauss 曲率 为 一 1 的 
Riemann JB. TE 1.1A 一 区 谈 到 代数 曲线 的 单 值 化 问题 时 普 提 
到 过 这 个 问题 。 神 据 那里 的 讨论 (参看 方程 (1.1.5))， 这 样 一 个 度 
BASE EHET RAD DEE 
(5.4.7) Au— K(x) — e = 0 
EM 上 的 光滑 解 来 保证 ， 

对 此 问题 ,我 们 用 Hadamard 定理 证 明 


(5.1.8) EE: (5.1.7) 可 解 的 必要 且 充 分 条 件 是 [come 


0。 于 是 ,如 果 K(x) id (M, g) 的 Gauss HR, XC9R) «0, f 
$8 Gauss-Bonnet 定理 ,方程 (5.1.7) 总 有 解 。 

证 明 : 证 明 分 三 步 . 首先 把 问题 变形 为 定义 在 Sobolev 空间 
Wil, g) 上 的 适当 的 算 子 方程 ,并 做 到 算 也 方程 任何 一 个 广义 
解 “自动 是 15.1.7) 的 光滑 解 。 其 次 ,为 用 Hadamard 定理 ,应 该 
记 所 得 到 的 抽象 算 子 方程 进行 分 解 以 对 应 于 这 样 一 个 事实 : La- 
place HEAL (Mg) 上 有 核 ， 这 个 核 由 常数 函数 构成 ， 事 实 
上 ， 所 要 的 结论 本 身 断 定 ， 如 果 不 修 改 相应 的 映射 ,必然 不 是 整体 
ABMS, 最 后 一 步 在 于 估计 适当 修改 了 后 的 Freche 导 算 子 的 
AN, BMERBRAR ORK ER WME Hadamard 定理 
(5.1.5) ROBORARI, 


第 一 步 : 只 要 我 们 采用 22D 一 节 的 共 斩 方法 ,所 要 的 (5.1.7) 
的 紧 形 是 不 难 的 ， 事 实 上 ， 可 由 下 面 的 公式 隐 式 定义 算 于 工 和 六 
为 : 
(La, v) = Lv. “Ve, (Na, v) = PLA 


LEAR ARI SE Sobolev 空间 W aM, 8) 到 自身 ,同时 ， 
RAHA (1.4-6), NN 是 作用 于 此 空间 的 C: 映射 . FRAROD 
E (5.1.7) 可 以 写成 


G) Lutua 其 中 (一 一 [KG 


这 个 算 子 方程 在 WAN, g) 中 的 解 自动 足够 光 消 〈 可 能 要 
在 一 个 Lebesgue 零 测 集 上 改变 定义 ), 并 且 逐 点 满足 G.1.7), X 
于 这 两 点 的 验证 是 1.58 节 所 讲 的 Lo 正则 性 理论 和 估计 式 
《1.4.6) 的 推论 。 

第 二 步 ， 现 在 对 算 子 方程 (*) 进 行 分 解 。 令 Wi(M,g)=H, 
分 解 H= Ker LOH, AP HS) 也 上 的 标准 投影 ， 那 么 ,如 果 
给 出 了 (*) 关 于 这 个 分 解 的 一 个 党 试 解 =w tc, CR) 就 等 价 
于 一 对 方程 
(*x) Lw + PN(e + w) = Pf; 


en enm È Kw, 
因为 H SHOTS, 它 的 元 素 是 在 《对 g) 上 均值 为 0 的 函 
数 ,于 是 就 得 出 这 个 结果 ,从 第 二 个 方程 推出 , 当 且 仅 当 jx <0 


时 可 决定 出 常数 ( 它 是 的 函数 ).… 在 (**) 的 第 一 个 方程 中 用 这 
AME emm Cw), 我 们 看 到 ,问题 就 化 成 证 明 (**) 中 第 一 个 方程 左 
端的 算 子 是 HB SHORE AIA, 

第 三 步 ， 我 们 用 证 明 下 面 一 点 来 结束 整个 证 明 : CBE H, 
BAS CRS. BF lw) — Lw + PNG) + w) 有 
Frechet 导数 了 (w), 对 所 有 w CH, CREAR ARH AF J 
A Pw 一 致 有 界 . 如 能 证 得 这 一 点 ,那么 从 Hadamard 定 
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W (5.1.5) 推出 ,正如 所 要 求 的 , f 是 H, SI SORA, hit 
应 该 计算 和 估计 了 (w)。 在 现在 的 情形 这 是 容易 作 到 的 。 回想 起 
上 和 的 隐 式 定义 并 估计 如 下 的 二 次 型 (定义 在 上 ), 对 + €H, 


加 


G00 0) = fo vol? + een 


> vur- iei. 


注意 到 在 A, 上 , 范 数 化 成 Dirichjet 积分 ， 于 是 从 Lax-Milgram 
引 理 (1.3.21) HE. Fw) e LUI, H) 是 有 逆 线 性 算 子 ， 而 且 
V Go)17] < 委 1， 这 正 是 所 要 找 的 一 致 的 界 。 这 就 证 明了 定理 。 
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BEY C! 算 子 1 有 奇异 值 时 ,我 们 刚才 得 到 的 整体 同 胚 的 结 
时 仍然 有 用 。 事 实 上 ， 当 从 值 域 和 定义 域 中 别 除 某 些 有 限 余 维 的 
集合 时 ，f 仍 可 以 是 整体 同 且 ， 我 们 将 看 到 ,这 招 对 了 映射 性 质 的 
研究 化 成 了 有 限 维 的 问题 。 
下 面 来 说 明 这 个 想法 ,考虑 最 简单 的 情形 , 即 问 题 中 的 集合 是 
线性 子 空间 ， 首 先 ,我 们 给 出 一 个 一 般 结果 ,然后 把 它 用 于 决定 县 
AER CE IF CIE. Dirichiet 边界 条 件 ) 值 域 的 确切 结 
B. E53 节 述 要 给 出 这 个 基本 思想 另外 的 应 用 )。 这 个 一 般 结 
时 可 以 陈述 为 如 下 的 
(5.9) 简化 引 理 1L X, Y 是 Banach 空间 ， Le(X, Y)JRA 
TEAR P HY Fredholm F, NECX, Y). 此外, 还 假定 对 
某国 定 的 数 。 > 0， 除 了 一 个 有 限 维 子 空间 W = Ker LOV 外 
(BIXE—3) «€ w+), 下面 的 结果 成 立 : 
(5.1.10) Lr-FPN'(u)x Aik, 

Le + PN'(u)el| > sllxll, 

其 中 P 是 Y 到 LOW) 上 的 标准 投影 那么 ,f € Range(L + N) 
的 必要 充分 条 件 是 下 面 的 方程 组 (5.1.12) 有 解 、 这 个 方程 组 共有 
dim w — p SHE, dimw RAR, FHA Lx 十 Nx 一 f 的 
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解 对 应 于 (5.1.12) 的 解 ,此 外 ,如 果 La 十 Nx = fy x Ry 
meW, w€ W^, BAM NG) BAAN, APT 
成 立 

CSAIL) [ed Sele te C, ei RAM BO, 

证 明 ， 把 X 分 解 成 直 和 X= wow, Y = LWY., 
FAP icy 到 Y, 上 的 标准 投影 那么 ,对 一 me 十 mi MEY, 
方程 Lx 十 Nx 一 了 可 以 改写 成 方程 组 
(5.1.12) (i) Lay + PNx = Pf, 

Gi) Lw, + PNx = Pf, 
HEPA wt 到 LOE) 的 5: 映射 时 ， 根 据 不 等 式 (5.1.10)， 
Aw, 一 工 如 十 PNz 有 Fréchet SET A'(u)wi, 其 下 界 为 

MA ujal = Lw + PN Qe) > elio» 
Mili A(w) HE. AEN- RAR FM Hadamard 定理 
(5.1.5) HEH 5.1.12, G) 可 以 唯一 解 出 :其 解 w == w (wos Pf) 
AMARAT wo 和 Pj。 此 外 ,把 wm EE m 的 参数 (Pf 固定 ), 在 
HH e 上 对 wo RY O.11200)), 我 们 得 到 

Lei(wle]) + PN eo + wi(wlv])} = 0. 
(5.110) N'O) 的 一 至 有 界 性 及 一 个 简单 的 估计 式 推 出 、 


对 所 有 的 v. cn 一 致 有 界 . TE 


elw s Kollwdl + Ki, 
其 中 K, 和 Ks 是 绝对 常数 ， 由 这 个 估计 就 推出 【5.1.11)。 
最 后 注意 到 ,由 于 * 可 以 写成 > 一 wm t wlw, Pf), 所 以 可 

把 方程 组 (5.1.12(i)) BE dim W 个 未 知 数 ， dim Y。 个 方程 的 
方程 组 。 因为 工 是 指标 为 如 的 Fredholm 算 于 。 改 知 dim Y, = 
dim N — P, 5|SRUEER, 
GAIN) 如 果 算 于 NG) 一 致 有 界 ， 那 么 当 wm Æi AE 
wmm wlw Pf) 也 一 致 有 界 。 ' 

* 此 处 评 文 路 有 更 动 -一 -译注 。 

DESC EN 


证 明 : 设 N 一 致 有 界 , 从 (5.1.12) 推出 
Or) Lal < Pr + PNG + w ISK, 
其 中 上 是 正常 数 。 因为 作为 wt 和 Lov+) 间 的 线 生 算 子 时 工 
有 逆 , 于 是 从 (*) 推 出 Del 一 致 有 界 ， 

现在 来 看 简化 引 理 一 个 简单 的 ,但 是 有 助 益 的 应 用 在 这 个 应 
LL MESE USUS NER MET I EET 
TIENE BL CT 
(5.1.13) Au = Au + flu), uleo 0 
定义 ,该 算 子 定义 在 有 界 区 域 9 CR 上 {在 88 上 取 零 Dirichlet 
边界 条 件 )。 其 中 入 记 关 于 9 的 Laplace BT, AREER 4< 
Sh, 12 0, f dk CP ROAR, WE f(0) 一 0 和 渐 近 关 
系 式 
(5.1.13) < mf (cà, u< jim? O X, 


在 这 些 条 件 下 ,我 们 证 明 一 个 类 似 于 解 实 数 的 二 次 方程 的 定理 ， 
(5114) HAH X — Co) BY =W lO) 的 映射 时 ， 
Ves A 的 值 域 有 如 下 性 质 : 

(2) 4 的 奇异 值 均 成 中 一 个 过 通 的 余 一 维 访 形 M， 使 
Y —M 恰好 有 两 个 分 支 0。0) (看 图 5.2)。 

(b) 对 ge 0i， 方程 44 一 g WAGE (i= 0,2), d 
REM, 方程 Au =g 恰 有 一 个 解 

(e) 对 给 定 的 g€ Ls dame 解 的 个 数 完全 由 上 在 一 给 子 
空间 S, 上 投影 的 大 小 决定 , 其 中 5 是 人 相应 于 a 的 特征 子 空间 。 
如 果 用 wes id Ly 范 数 为 1 的 正 特征 丽 数 ，8g = an + gu E 
"la (ELBE) A &; 的 连续 实 值 函 数 c(&)。 使 得 ， 如 果 
e(z)g€ M, BAM a 之 a(8.) Bt, gE Os 4 a>alg.) B, 
gE Oi. 

(d) 4 所 有 的 奇异 信者 可 以 写成 g ~ (gm +e. 的 形式 。 

ni. 

如 果 去 掉 FG) 的 凸 性 条 件 ， 仍 然 可 由 (5.1.14) (c) 决定 


ears 


(5.1.13) 是 否 有 解 ,但 是 这 时 不 能 确定 解 的 个 数 ， 


M 
Oo 


图 5.2 〈5.0.03)》 可 解 性 结果 的 图 示 ， 


证 明 : 证 明 分 为 三 步 : 普 先 把 问题 变形 为 一 个 抽象 算 子 方程 再 应 用 区 


考虑 解决 定义 在 5 上 的 一 纺 问 是 。 
S-F (EY): WADE (2.20 (30), 以 L — M= — g 
表示 方 各 du 一 8， 其 中 ee HC Hber g), AFLAN HAR 
(a, 一 f (yes ye — Auw), 
Qu, o) m f U) — Ade 
ROMER. KINANA e cr(2). RIERA, RBS Ho W2) 
fus [mm Gs 定义 oy Gain Ian 112), SH 
上 面 公式 定义 的 算 于 工 是 自 共 加 Fredholm MM, EM (2) BIAS, 
dim Ker 一 15 而 且 对 一 切 «6H, (Ley syao, EAR N EBEHEELA 
AAW ED) Probe SRT MO) RAR, NO) 由 Ow v) 
f 9G) 一 Ader Roi x. MELLER RERI. REL, ET 
ESL NR C* BUNS kM RESO. SSO RPP RR, 
MSPEEPERIG. 1.15888: 当 [ro 时 rG), d I0) 在 《一 oo 
0) -RER HA iR E Hit mu, 出 FC) 在 4 上 依 测度 收敛 到 
FC), FÆ Lebesgue Error mh JAN flo xh Rus 
NC) EEEN vel. 
KIS ARB: RUMI Pe LN. VER 
122* 


BALA L See ALL p= 0， 此 外 ,简化 引 埋 中 所 述 的 子 空 间 丈 和 一 维 子 
空间 Keck = (e|Be + às 一 0，*6 且 重合 (这 里 我 们 用 到 一 个 事实 : a 
在 0 上 的 最 小 特征 值 总 是 简单 峙 征 值 )。 事实 虐 ,对 + KerLs h (5.1.13) 
和 了 的 性 质 有 i 


Civ Pw) 0) = [lvl — fe1 
x - Q2) |, ivi. 
ERREX 的 范 数 为 lt = (| el BEAL asas RESTO Ker L 
ek OW. T RECS, 只 需 研 究 一 纵 间 题 一 PoN(iw, ex) = 


一 n a, Rh, RoVEMMBHERM, X EXPE E, Haaie 
A AG) 和 K, 我 们 只 需 研究 方程 


(65.115) AC — Ar fte. + wy ese = X 


RUNE. FES ALLDATA leen) «es + 6 成 立 。 

第 三 步 : 我 们 证 明 直 (5.1.15) 定 义 的 通 数 AO) 有 如 下 两 个 性 质 , 就 可 
推出 (5.1.14) 中 提 到 的 结论 《a) 一 (4). 

(a) 8 [do NH Mir00; 

(8) int AC) > —oo 是 AG )ME HONG FHEL, E, RERA n 处 达到 一 次 . 
此 外 4, HH s 唯一 确定 ,是 2, 的 连续 函数 . 

暂时 假定 (a) Ju (8) 成 立 ,我 们 注意 到 ,在 《5.1.14) 中 所 讲 的 (2) 一 
(4) 是 令 Ke) ^C.) 的 直接 推论 ， 于 是 ,为 证 AMR 40) 确实 是 
WH go = hU + ns 的 点 《8 在 (KerL)+ 上 变化 ), 首 先 将 方程 

Am, + mug) m AG + g 
对 + 微分 ,并 令 1m 6n. BB 
Mt + We) + wn)) = Os 
所 以 fun + why 8:)E5， 反 之， BUE «€5 和 AH) m en + n € ACS). 
PLS BAAR, wis + (n, Bs HRD v = an, + ms 
Vap = 0. AAP HE (KaL) — H, LORK, 则 P4'(#)Cam,) = 
— PAu w BA PA'(w) EH, LABS 
w, = — (PA {uyy PA (Wau, ) = an" Us, Be 

TA o= an + awig) 用 因 从 Q — P)A Qu) = 0 fed A) 0, 
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CO) RB := hs CUL #5 4m, + CE 

最 后 , 我 们 来 证 明 Ca) 和 《8)。 基本 问题 是 验证 这 样 一 个 简单 的 想法 ; 
WR wl a.) WAG) 的 影响 可 略 去 不 计 ， 那么 这 两 个 事实 都 是 不 难得 
到 的 。 给 定 一 个 于 集 (D. Ho, under. DUSUEBDSHESUNA EU 
f+ co fü re no o RA Moto MTT. 如 果 找到 一 个 
绝对 常数 ,>0 使 得 


C) COE 
dye te 

Ck) lim Xm. Ss 

则 就 得 出 证 明 。 


这 里 我 们 只 证 明 ( + 因为 (**) 的 证 明 完 全 英 似 ,为 比 先 指 出 ， 从 第 二 步 
来 提 到 的 先 验 估计 推出 ， 对 充分 大 的 o WOD -WAR KAA 
BETA Waa). oc, TARCE L0) 中 强 收效 和 几乎 外 
SR AMHR SUR ZEH, 

其 次 ,根据 u + w(x) 为 正 ,为 负 或 零 把 4 分 成 三 个 集合 Qe 0 和 
2, & Bim fü) = Ay — ey BI lim FG) = Aa — as Bh SDS) 808 


(5-116) lim X. - Hat, — UNO i wya 


+, 一 sj, o. + Wyn, 
SBBRNCARAT Lebessoe ARKARERIERE, 24 noo 时 
Heat, + Oa) en 
EO LARD RBTS. BAH BATA MARA ARE, BEA 
jus =0, FË 


INC oy f (44 wya = jo. n» fs =, 


从 而 我 们 可 以 由 改变 负 部 积分 的 系数 由 一 5- 为 Ae, 来 入 计 (5.1,16》 
的 有 端的 下 界 。 综 合 (5,1,16) 和 上 面 列 出 的 等 式 ,再 由 在 L 的 意义 下 wL 
我 们 得 到 

tin ZC 


tare te 


一 MEN 


其 中 6 一 为 一 各 一 04>0。 PIE, uh UA qn CO 的 
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正 交 性 语 ,就 得 到 所 要 的 结果 (a). 

将 要 看 到 ,由 于 不 能 运用 由 (5.1.13) 中 确定 的 1 的 产 近 线性 ,(8) 的 证 
BERAT 1 的 凸 性 的 复杂 应 用 。 

下 面 证 明 , 当 函 数 AC) RETR ACH) ARRA. 有 性 质 


[Ca Qm brodo + Gy. 


然后 再 用 特征 函数 w 的 正 性 证 明 san + 05) 05 从 而 (4) 0.8 
此 改写 (5.1.157 AC) = PAG), 其 中 是 5 到 Ker 上 的 投影 设 
Bn) 20, — PERMA FO) m CI" QIGsX Cte atts sa)» 
FRR). Jt. MQ m se G) 满足 线性 方程 CO) O)=0, 
在 现时 ,由 它 推出 “= rC) 是 方程 
(5.1.17) Av + HCD) — 0, vlog =O 
的 特征 函数 ,相应 特征 值 Am. M PC) PERUSE EE ER 
征 推出 = 1 JE (5.1.17) BERI MEHEA S EPIS sen vC) 一 sgn (w+ 
UG» odii. 因为 aeo m ot OE TATE a y 
人 于 是 如 所 希望 的 ,在 上 有 san nw)» 0. de KC) 二 次 可 微 的 情 
形 《p) 得 证 。 但 是 二 起 谨 来 ， 开 42EC"。 必 须 对 刚才 给 出 的 想法 进行 修改 . 
为 此 我 们 指出 ,只 要 当 [1 一 | BAIE AC > AC), RE 

sgn M (7) = san (1 — 4) 


就 行 了 ， 为 得 到 这 个 式 子 ,我 们 用 AUCO) = ORM 
recon = T recorev m». 

MEHTA 

(5.1.18) WG) — F3) = FD) — Polo EIA. 


现在 不 直接 计算 AC), ME LEER RAB. — PEE 2 一 
(just) 工 的 积分 , 另 一 个 是 在 9 一 9, 上 的 积分 ,在 0, 上 把 Lebesgue 
控制 收 和 定理 用 色 (5.1.18), 不 难 证 明 , 因 为 一致 育 界 , 所 以 

TCD — KG = n) 


存在 并 等 于 ( 永 ) 的 右 端 ,从 而 是 个 正 数 . FMT DE 4 一 0， 上 讨论 
{5.1.18)， 因 为 在 L0) 中 Cote), 我 们 首先 注意 , 任何 序列 tnn 
BAF IPAC CHE 5), 使 得 对 o^ MRT e> 0 有 
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JSE Cee 和 Ulin) De WEE 
FAN o>, 在 9-2, E IRYS (0. BC) 0, 因而 当 


rote BY, (541.18) 中 在 & ~ 2， 上 的 积分 为 正 , 这 就 得 出 了 所要 汐 结 果 。 
基于 (5.1.047》 的 推广 可 参看 本 章 末 的 注 记 B. 


$2 有 穷 继 通过 


设 算 子 方程 Ke) 一 0 定义 在 Banach FAX E RT AT ABR 
射 列 Un) EDE fo 空间 列 Xa) BEX SUAE 
恨 定 在 某 种 确定 的 意义 下 ，(j。 Xa) KAEI (f, X) TREE 
研究 当 n— 00 时 f(x) 一 0 在 X。 上 的 解 {x。} 的 情况 ， 指 出 
{za} 有 适当 的 于 序列 收敛 于 fGO 一 0 在 X 上 的 解 ， 设 dim X= 
%, 我 们 用 有 穷 维 子 空间 列 X. Hr X. 由 限制 f 的 定义 域 到 Xa 
得 出 序列 (LY (它们 有 有 限 维 值 域 ), 用 Us] 逼近 上 来 讨论 这 一 
系列 想法 。 


5.2A Galerkin i$ i 


ERES, UX SAD AK Banach AE (HEM M 
X*), Uk UG 是 X 的 固定 的 有 限 维 子 空间 序列 ， Xn C Xas 


U X, EX HAR, RNS. H P, 记 X 到 X,。 上 的 投影 ， 


aot 


Pr RRMA. XD PDC. WR SX SLA" 的 有 界 连 续 映 
射 ，ge X*， 那 入 ,对 定义 在 X 上 的 方程 f(x) — e. CHAIR 
逼近 序列 可 以 记 作 
(5.2.1)。 Pi) = Ptg, EX, 
(5.2.1)。 通常 称 作 方 程 Kx) 一 8 的 Galerkin BR, 我 们 这 里 
CURT ABE NEA Banach 空间 X 上 的 方程 ， 这 是 为 了 可 以 
US Xx PARR R AE, OM (5.2.1), 的 可 解 性 (对 充分 大 的 
n) 导出 fx) 一 8 在 XxX 上 的 可 解 性 ,我 们 只 需要 

Ci) 确定 (5.2.1), 的 解 nu] ERR, nud M, HPM 
Ba KK. MMT ir) ADEN TART 

E 


其 唯一 的 弱 极限 2. 

Gi) 用 二 的 性 质 和 Galerkin 构造 本 身 证 明 1(#) — 6, FR 
(在 最 简单 的 情形 )， 如 果 征 为 从 X 到 X* 的 映射 + AFER, M. 
G) 就 直接 推出 A) 一 8， 

实际 上 ， 对 逼近 格式 (5.2.1)。 的 仔细 研究 可 以 大 大 降低 歼 才 
提 到 的 关于 红 连 续 的 要 求 。 为 此 ， 我 们 注意 到 Galerkin Bee 
{x。 有 两 个 特性 ,这 些 特 弓 可 用 两 列 方程 到 示 : 

(5.2.2) (a) GG) ta) = (gs čr); 

(b) Ulee) z) = (g, 2), zE Xa 
KEAREN 2.1), 分 别 和 x。。z 取 内 积 得 到 的 。 于 是 ,对 考 
上 谍 收 伊 性 而 言 ,一旦 (i) 成立, 我 们 不 仅 可 以 假定 ra BURT Es 
还 可 以 假定 dox.) BMT ERA PAR). MEH, 由 (5.2.2b) 
推出 一 g， 同 时 由 (5.2.2- ) E (lea) ra) 一 (8，*), 基 而 算 
六 了 确保 从 《iD 推出 Gi) 的 关键 性 质 可 以 叙述 如 下 : 
RHF (G) 如果 在 X 中 x, WARF *: 在 X" 中 f(x.) BERE 
DHEA GG. ta) 一 (yx) 那么 1G = y. 
有 限 维 Banach 空间 闻 的 一 切 连 续 映 射 。 一 切 弱 序 列 连 续 映 
射 , 以 及 我 们 将 看 到 的 ,与 拟 线 性 补 贺 型 仿 微 分 方程 有 关 的 一 大 类 
Rat PAAR A. 

现在 我 们 可 以 证 明 如 下 的 
(5.2.3) 定理 设 X 是 实 可 分 自 反 Banach 空间 ，X* BIE 
空间 ,了 是 从 和 到 AX 的 有 办 映射 ,满足 条 件 

Q) 3 lel o9 oo BY, Ge) |l — 00, 

D. RER G). 

364.1 3& X SI X* 上 的 满 射 , 对 任意 ge X*, 可 从 Galerkin 3 
近 (521), 的 解 中 选择 适当 的 于 序列 ,使 其 弱 极 限 是 fGO 一 的 
i. 

证 明 : 主要 的 想法 是 用 条 件 〈D RHR ERER: 5.2.1), 的 
Mr, 存在 以 及 序列 tra} 一 致 有 界 ， 然 后 , 如 同上 面 提 到 的 。 朋 
CU) 证 明 对 任意 ge X". dra) 的 某 个 弱 攻 统计 序列 收 伍 到 


MP 


OLI 
的 解 。 

现 设 上 是 X* 中 任意 一 个 元 素 , 那 么 ,为 让 对 每 个 (5.2.1)。 
WE. 我 们 证 明 ， 当 看 作 从 X。 到 PIX, WR, BAER 
加 一 Pi 是 满 射 ,为 此 注意 到 ,对 任意 2€ X, BRE (1) 可 推出 ， 
当 lx, > 时 ， 

helas) 1) = GG), x) Halt >, 
从 而 在 PIX, hE ERRA Pb. P. RT RA AMR el Tl 
< R} 的 Brouwer RH l,i fae) = B HEX. 中 有 解 ,上 是 有 
ret X, 满足 (5.2.1 je。 进一步 ， 根据 (5.2.2a) 和 Schwarz 不 等 
式 ， 


GG), x0) m (Ga £a) m (E> te) < igiliri. 

故 由 条 件 (DD 还 可 推出 序列 {*。} 一 致 有 界 。 

适当 选取 于 序列 后 , 可 以 假定 (xu) EXPIRARE, 
根据 f 的 有 界 竹 ， 共 xs) 在 X* 中 弱 收敛 到 s. 而且, 重复 (5.2.2) 
后 面 的 论证 ,我 们 又 可 以 假定 (f(x。) ,xo) > 《gz)， 因 为 了 满足 
条 件 (G)， 所 以 fE) 一 8g， 由 & 的 任意 性 知 f. 满 射 ,定理 得 证 . 

上 述 结果 的 效用 可 通过 (i) 确定 一 大 类 满足 条 件 (G) 的 映射 
1,Gi) 对 Galerkin 逼近 的 收 生性 证 明基 些 条 件 《 如 条 件 (G)) 的 
BREGAR. 
6.24) 例 ( 如 果 去 掉 条 件 (ID) ,定理 (5.2.3) 不 真 ) & X — h, 
BISEZ; MPA Hilbert 空间 . 元 素 Eh 沁 作 r= (es tae) 


Hal? — S dn Yall d. 6 Tx = VT Tels mons 


如 果 xl l 4 Tr — TTA, dels allel, 
那么 ,了 是 Lo», 的 连续 映射 对 所 有 €h 有 IT: 一 1、 再 
_ 令 f(x) 一 * 一 Te, 我 们 注意 到 了 连续 , 且 

(GO), 2) = Vll? — (Te, x) > Jel — Tales 
FRY el eo 时 (GO. alel > ell 一 1， 另 一 方面 ,因为 
He) 一 0 没有 解 , 故 FORME, RRE WME f(y) 一 0。 那 么 因为 
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Wryl=l, FA Wel, PE, 如 果 oy—(n ye) 和 
y=Ty, BA y, — 0, XI—E is vis y Afi y= 0, HS 
1 中 一 1 相 矛 后 ， 

现在 来 确定 一 些 映 射 类 ,它们 满足 条 件 (G) ,但 不 必 弱 序列 连 
续 。 为 此 我 们 证 朋 
(5.2.5) 下 面 的 映射 类 满足 条 件 (G): 

G) X -> X* 的 连续 单调 映射 了 ， 指 对 一 切 *，76EX。 都 有 
(OG) — TC), r — y) Z0; 

Gi) 单调 映射 的 全 连续 扰动 

Gii) 形 若 TO) = Px + Rx: X > X* 的 映射 ,其 中 映射 了 
『 和 可 以 写成 Tx = Tle, x), T(x, y) = P(x, y) + R(x, y); 
XXX X* 满足 

(a) (y — z: P(x, y) — P(x, 2)) Z0. 

(b) 如 果 x, BRAF) x, (Pleas te) — Pras x) x. — x) 
OMA Re, BIKE Re, 

(c) 如 果 {xa} M Lye} TEX SSA, lim ya 0, DBA (Raus 
Ya) > 0, 

(d) 对 固定 的 2€ X, R(y,x) 和 P(y, x) 是 从 XX 到 X* 的 
Se Seat 

(e) 对 固定 的 ye X, Bo P(yo x) 和 RO, xz) BM XW 
强 拓扑 到 X* 的 弱 拓 扑 的 有 界 连 续 映 射 , 且 在 每 一 变 元 的 有 界 集 
r-&. 

证 明 : (i) RTM, wX h ERR. BAM ER ns 
(5.2.6) (2, — w, Tx, — Tw) > 0, 
如 果 xx. Tray BARH (Trasta) > (y. x), Æ (52.6) 
中 令 ”一 oo 得 出 
(5.2.7) (x —w,y— Tw) 20, 
对 1> ORME 2€ X. Æ 5:27) 中 令 w= x — às, BE (x, 
yc Tle —34:)) 20, Siz, ANAM EE sex, 
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(3,5 — T1) 20, FÆ Tx — y, 正如 所 求 。 

Gi) ARRA P MEM SEE 5h RW BREA {ii)， 其 中 
P(x, y) = P(s), R(x, y) = Rly), 因而 Gi) 可 众 更 一 般 的 情 
形 (iii) Sig. 

Gi) 所 用 的 证 明 是 (i) 的 证 明 的 推广 ， 对 任意 we X 和 每 
Mn HRI (a), 

(5.2.8) (x, — w, Tras x.) — T(x0s w)) 

Ze, — ws R(xss ta) — RGu, w)), 
对 任意 x EX, 4 RG x) = RG) 和 P(x,x) = PG), BA, 
如 果 re> rs Tra >y BR, MIB (Trn yw) 一 (yz)。 令 
nc0， 应 用 假设 条 件 (c) 和 (e) ,我 们 有 (xa 一 +, Ta, — Tx) 
OM (x, — x, Rz, 一 Rx) 一 0。、 相 减 得 到 〈Pz。 一 Proxy) 
0， 由 条 件 (d) ，(r。 ts POS za) — POS xz)) 0, AMAR 
# (b), Rx, DEAR) Res MEA (c) (Rx, e.) + (RG) 
x). E (528) 中 随 着 ”一 co, HR CD ER enr 
(3.2.9) (x — w,y — T(r, w)) > (x — w,R(x,x) — R(x,w)). 
TE (5.2.9) 中 对 12 0 4 e x — As, JU C) 一样 , 用 4 除 再 令 
1-0, 我 们 得 到 (2. y — T(z, 3)) 之 0， 于 是 如 所 要 求 的 ，) 一 
TO) 


5.2B ARAH HETZIGOAM 
EREVAN -BWRERBBROD EN, E R 
出 现 了 满足 条 件 (G) 的 算 子 。 事 实 工 , 设 微分 算 子 


As= > (一 TDPtDe4do(r u,- --, DP) 
"ies 


定义 在 有 界 区 域 QC RN 上 ,和 2.2 4$ (i) 一 样 , 假 定 系数 As, 
ws D'u) 满足 适度 的 连续 仁和 增长 限制 条 件 ， 我 们 可 以 抬 4 


和 一 个 抽象 牌子 T: P.) > W nl) 联系 起 来 ， 工 由 下 式 
隐 式 定义 
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(Tu, e) m Sh Aale, sns DDD, 


n 
我 们 可 以 这 样 看 ,4 的 精 加 性 依 赖 于 2m 阶 和 导数 的 项 , 而 A HERBY 
SHOWER K tha), 于 是 很 自然 要 把 Tu XE e ym Ore 
数 的 相依 性 和 对 较 低 阶 导 数 项 的 相依 性 区 分 开 来 .为 此 ， 我 们 把 
Tu 记 作 主 部 Pu 和 余 项 Ra 之 和 , 定义 


(5.2.10) (PG, s). 9) = X) | Aue, Dts, Dh) Dep, 


(5241) (RG), = D) | aia, Dn, DD, 
tajam Y 

那么 ,至 少 在 形式 上 Tle, u) = Pu, u) + Ru, u), 其 中 TG, 

0) 7 Phu, v) + R(n, v), Playa) = Pu, S48, 

受 上 一 节 的 启发 ， 现 在 我 们 可 以 用 具体 的 微分 算 子 4 的 语言 
解释 (5.2.5(ii)) 的 条 件 (2) 一 (e)。 条 件 (a) 是 4 BOR E PER e 
现 , 而 (d) 是 下 面 这 个 事实 的 所 象 描述 : 低 于 亚 阶 的 项 是 4 的 紧 
扰动 。 如 同上 面 提 到 的 ， 条件 Ce) 是 对 4 的 系数 Aa 的 增长 限制 
和 光滑 性 要 求 。 对 条 件 (b) 和 Cc) 要 稍微 多 作 一 些 解释 。 由 方程 
(5.2.11) 和 Halder 不 等 式 推出 ,对 于 适当 的 待定 的 共 匈 指数 pas 
des 
(5.2.12) |(R(us), y)] < 


$i Guess D'un) Ja DV age 


laiema 


如 果 加 在 Wy AQ) PRERE O, 那么 对 laj <m—1, Dey, 


在 Le (0) RIRE 0, 其中 < 于 是 , 因 
为 iw. BRK, usos 一 致 有 界 。 H (5.2.12), 条 件 (c) 可 以 
看 成 纯粹 是 对 auus Du) 的 增长 限制 ,其 中 lol <m— 
1。 下面 的 结果 对 说 明 条 件 (b) 是 有 用 的 

(5.2.13) db 在 Wag 2) 中 回收 族 到 4 又 设 定义 在 OXRAR 上 的 通 
HE Ad xy 5) alè Casthéodory Afs fi AUR LEE el 


PUE 


Dl Ar yy) = Ag Ya TEST] 


a 
二 一 切 sse 在 2 中 几乎 处 处 成 立 。 那 么 ;如 果 当 noo M, 
22 f, (Aers mens DAM) 4 neus DII, DUY 
Pr I 
X(D'u, 一 D'u-»0, 
则 在 9 上 Dew, POUCA] Dre 《对 la) = m), 
这 个 结果 不 难 证 明 。 首 先 证 明 ,如 在 L h cere BOREL AE y>0 有 
i6)»2, Bak |, iof, i0) eH OL neon danni. 
综合 (5.2.11) 和 (5.2.13), 我 们 注意 到 ,对 任意 pe CPC) 和 
Jal < m 一 1 如 果 w, 在 内 i(Q) PRI 1 BA 
Ax , usur, D”u,) Dp —> A,(x, nr, D"u)D*p 
在 LR, TEASER 4 满足 适当 的 增长 条 件 ， 
lim( RC(un), p) = lim >) n Ax, u.s, DI, )D' 
im a, 


agmi 


= (Ra, p), 
所 以 Ru, MRT Ru, Hi Cb) 推出 的 对 4 的 很 制 同时 又 是 对 
A. (io) & m — 1) 增长 的 限制 . 


52C 取消 强制 性 条 件 


在 某 些 情 形 ,(5.2.3) 可 得到 实质 性 的 改 圭 , 即 把 强制 性 条 件 : 
当 fel 一 oo 时 (Kx), x) [|x] — oo 换 成 绞 弱 的 条 件 ， 但 一 个 
仅仅 满足 条 件 (G) 的 算 子 fe BCX, X*) 可 能 把 X 映 成 X* 的 真 
子 集 , 从 而 不 基 满 射 。 

在 (5.2.3) 中 ,刚才 棍 到 的 强制 性 条 件 是 用 于 证 明 : (a) Galer- 
kin WR (5.24), 的 可 解 狂 ; (b) Boy kee BUT TERME RO 48 
估计 。 在 某 些 情形 ,我 们 现在 讲 的 改进 将 同时 推出 (a) 和 (b). 
(5.2.14) 定理 设 了 是 有 界 连 续 映 射 , 映 一 个 实 可 分 月 反 Bana- 
ch 空间 和 到 X* ,满足 如 下 条 件 : 

(D 了 是 奇 映 射 , 即 对 一 切 eX, f(— z) 一 — te). 

(D) RCG): WMR e, EX UCR s. fxs) 在 X* 中 
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EAEL y E. (Gn), za) 一 () x). DUE e, REST x, 
WA, 如 果 对 x6 OX = (ul e] =R) A EGO ze, MMA 
有 lel < am， 方程 f(x) 一 8 在 De 中 有 解 。 

证 明 : 基本 想法 又 是 用 定理 的 条 件 去 保证 两 者 : Galerkin H 
近 解 的 在 在 以 及 对 所 得 到 的 解 作 出 先 验 估计 . 有 了 这 两 条 以 后 ， 
因为 从 条 件 〔G') 可 推出 条 件 (G), 从 而 我 们 前 而 的 证 明 就 推出 
Galerkin 逼近 解 的 一 个 子 序列 将 收 俩 到 f(x) 一 & 的 解 。 

为 证 明 当 > 充分 大 时 ，Galerkin BU (5.2.1) Æ De X, 上 
有 解 re; 我 们 首先 指出 ,如 果 ge X, lel] 之 a, 而 对 任何 re L0, 1} 
和 xe Oe 都 有 f(x) A 雪 ， 那么 对 充分 大 的 x， 必 存在 常数 8 
和 NN 之 0, 使 得 对 :€[0,1] 以 及 se OX X, 4s SNH, 
总 有 IPG) — 40428. 否则 将 有 序列 (PL imd 
和 leah, WEI cee ODRNX., ELO, 1], X ko 时 
Hes, d—-agll>0, DEWAR RAE, TURE 2> m 
Wesk, Pr flag) — 4g FEX* a oh, 因而 对 任意 w eX, 
Kards Paw) = (PSC), 9) > (18, w), BR 
FG — tgs Pe — | S MC) — nel Pao — wl — 0. 
RT. GG) 一 ng, Pw — w), RISS fn.) 在 X* 中 弱 收 敛 
到 ng， 从 而 由 条 件 (G') 推出 s 0 ns HAND fC) 一 ng. 
TH lll 一 R, fle) 一 ng 和 DEl 这 和 假设 对 一 
W ose ERN. 都 有 ||| Se > gl MPA. 

这 个 结果 表明 ， 对 scm N. P. HR PICO 一 g) 和 
Pots) 在 ODRNX. LAG. Re. 对 8 一 0， 在 86ZemX。 上 
Prie) Æ 0, TEH (1.6.3), Brouwer BE 4(P2f(«) — g, 0, aN 
X.) 是 奇数 ,从 而 不 为 0， 由 度 的 同 伦 不 变性 ，2(PX(fCe) 一 8)， 
0, ENX, € 0. 这 意味 着 对 oN, JE PME) — g) <0 
在 Zr 站 Xs 中 有 解 , 因 而 对 «> N, Galerkin 逼近 (5.2.1)。 有 解 
{ts} ,这些 解 自 动 满足 先 验 估计 lz < R. 定理 证 毕 . 

各 5.2A W, FEF R- ERE, ENTA E h R P 
(6), 
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15215) XE FRE XI X* 的 有 界 证 续 算 子 ,， ine Aor 
RAF R:X 一 X* 使 得 对 P 一 1 一 R、 对 一 切 t+, zeX 有 
{5.2.16) (Pr — Ps, r — 2) + fr — z) > clle — 2|, 
Abd EERE, (0) 0, cfr) ERATZAN, BI 
当 一 0 时 clr) 0, BAT 满足 条 件 (G"). 

证 明 ; 如 果 ryt, f(n)- y Wika, BO (n). ee) 
Os x*)， 那 么 由 简单 的 计算 可 知 (Px Pr, r 一 *) 0. XE 
xx Sl, de m (f(x 一 +) SO, 于 是 从 (5.2.16) 推出 
limel|xs 一 x 内) — 9, 因为 e) BAR HL 8 一 0 时 c(p) 一 
0， 所 以 z, 一 + TEX TRI oe, 

对 《5.2.3) 中 讨论 的 拟 线 性 椭圆 型 算 子 类 ,我 们 证 明 如 下 的 与 
(GG) 类 似 的 条 件 . 
(5.2.17) 定理 iE AREE REAL e Y 5.2.13) 的 拟 线性 算 子 . 
此 外 还 假定 


O) 相应 的 抽象 算 子 2:W C0) mQ) ig 5.28 节 
提 到 的 条 件 以 及 条 件 
CORUE toy > ue BUCS, 那么 (Plien. ia) — Plats hn) tin) > 03 
(b) EDERS y, ATR 660 > 0 A aly) 使 


Dy AG yum oly) sl? — e. 


vium 
BAH RE RS 53 4 MOTRIN SO 满足 条 件 (G'). 
证 明 ， 首先 注意 到 ,因为 2 满足 条 件 (a), 由 条 件 (G') 的 假 


3. Qu, 在 成 -mn(9) PEAT Du, 
为 证 w >a 在 WC) 中 强 收 全 ,我 们 先 证 明 , 对 Lal = 
m, Ci) 积分 | Deal? 等 度 绝对 连续 。(ii) Dru, 一 Deu 依 测 


Hbc. EBA, h Vitali 定理 就 得 到 所 希望 的 强 收 效 。 根据 
(52.3), 从 假设 条 件 直接 推出 〈ii)。 另 一 方面 ,为 证 (i)， 我 们 这 
样 来 用 条 件 (b) 和 (+); 
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H 


LEAS HE (5.2.5) 和 (uu) 一 (wx)， 我 们 不 难得 出 
(Py, , tia) 一 (Pu, 4), 然 后 从 条 件 (*) 推 出 
(5.2.18) (PCa, ta), Hn) > (Pu, u). 
根据 定义 和 条 件 (b). 
(PCH, ta) szo) 一 P» A(t, D'u, D*u,)D*u, 
"Yin 


Zu) Dhu? — (D'u), 


所 以 

(5.2.18) ef Du) + > ] dol, D'u, Drus )D*u, 
Ber 
BE 


2e (DIu)| D7w, |*, 
应 用 与 等 度 绝 对 连续 积分 有 关 的 结论 ，(5.2.13)，D"w。 一 Dew fk 
测度 收 化 ,以 及 D) Aue, yen) 的 正 性 ,可 推出 函数 


lal=m 


DI Ads D'u, D*u,)D*u, 


在 9 上 有 等 度 绝 对 连续 积分 ,这样 一 米 ,由 不 等 式 5.2.18") 推出 ， 
当 jej =m 时 [D'u]? 的 积分 同样 有 等 麻 绝 对 连续 性 . 于 是 在 
LANCE 中 um 一 x 强 收效 结论 得 证 ， 


52D 梯度 算 子 的 Rayleigh-Ritz iif 


当 上 是 实 度 算 子 时 ，Galerkin 逼近 (5.2.1), 取 特别 漂亮 的 形 
式 。 这 时 1(x) = Fe), eo FGO 是 定义 在 X 上 的 C SIS 
PÉ. 这 时 (5.2.1), 的 解 丛 是 定义 在 X. LIZA ps) =F(s)— 
(Qr x). 的 临界 点 . 从 而 可 以 用 有 限 维 临 界 点 理论 来 研究 (5.2.1)。， 
在 L6 节 曾 简单 讨论 过 这 个 强 有 力 的 方法 ， 击 于 历史 的 原因 ， 这 
个 方法 称 作 Rayleigh-Ritz 到 近 ， 我 们 在 这 里 考 目 一 类 非 线 性 特 
征 值 问 是 ,以 此 来 说 明 Rayleigh-Ritz 方法 。 

我 们 研究 方程 
(5.219) Ai (x) uB (X), x€ix P(x) = BRM, rex) 
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的 解 。 它 可 以 作为 Rayleigh-Ritz BRMWRR TG, ee 
近 是 
(52.20) MPPID’ (x) == UPLB’ (x), 

x€{x|Q@) 一 常数 ,x Xn}。 

首先 证 明 一 个 和 (5.2.19) 的 第 一 特征 元 溃 近 有 关 的 结果 。 
(5.2.21) 设 多 (x) 和 B®) BAC RAR, 定义 在 可 分 
的 自 反 Banach 空间 X 上 ,使 

G) M= (x| 儿 (x) 一 常数 } 是 和 中 有 界 闭 集 ; 

Gi) 4x — 多 《x) 是 有 界 连续 映射 ,满足 条 件 (G'); 

Gi) B@)= BG) 全 连续 , 当 且 仅 当 x 二 0 时 A20) —0. 
那么 ,可 在 FEM 达到 上 确 界 c 一 sup BO), Hih a 满足 方程 
(5.2.22) UAE = BR, 

LAL ATARI ASO, 而 且 ea lim sup 48 G2, 元 
3 (x, Ms a) 是 序列 Ceas U”, UP) 的 极限 ,该 序列 满足 (5.2.20) 
并 有 极 值 性 质 

sup (x) — Beds x, EXAM, 


证 明 : 我 们 首先 指出 ,和 根据 假设 条 件 , 集合 UO X, RK 
每 个 a, 可 在 元 素 ze TINK, HE e, 一 sup BG), TÉ 
对 每 个 n ARAN AU ERU TENUIT, WP WETA (xs, U, APP) 
满足 (5.2.20), 不 失 一 般 柱 ,可 设 AP) + far] m 1, 使 (必要 时 
ATEA) BP 和 ASP KARA A ay B. af 十 [a] 一 1 

BAX RAR Banach 空间 , 且 序列 (les), (larl 一 至 
有 界 , 故 可 以 假定 ,再 选 适 当 的 于 序列 后 ，x。 一 2 BUR. Ar 
y BER. UE r^ 0; 因 为 算 子 4 满足 条 件 《G ), 我 们 得 到 nu 


BBR, y= P Bx, 以 及 


BO Axas £a) = PPLAmS ta) 
m i (PIB ays te) > (Ba, x), 
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AFNA 属于 OM, FARE (5.2.1) 中 的 讨论 ,z BE (5.2.22), 

最 后 ,我 们 排除 UO 的 可 能 性 ， 如 果 4 一 0, 那 么 B= 
0, 故 一 0. 因为 BO) BBP be 

0 Ble) = lim B(x.) — lim. sup BC) =e, 

但 是 这 与 (5.2.21) 的 条 件 Gi) EFE. MAHAR BIE 

现在 简单 提 提 更 一 般 的 临界 点 的 结果 ， 它 们 可 中 有 限 维 逼近 
和 Ljusternik-Schnirelmann 暑 数 理论 得 {请 参看 6.6 T). 
(5.223) 定理 REA Qe) 和 B) 满足 (5.2.21) 的 条 件 ， 
此 外 还 假定 

a) 多 (x) m S) Emi, 

(b) Xt 25 0, C2 GO, x) 和 B(x) PRE, 那么 实数 
(5.224) cy = sup inf Z (a) 

CON 4 

是 40) 限于 M {1 260 一 常数 ，r*eX} 时 的 临界 值 ,其 
中 
(5.2.25) L4] = (A14 C 9R, AR, cat (4/Z,, M/Z.) >N}. 
而 且 对 每 个 固定 的 N, AFI (nmns ina) (HR ew, 一 
S8 (Xu. ) — en, En, € MO Xe HE Evins 1. Ann) 满足 Rayleigh- 
Ritz HVE (5.2.1)。， 且 有 极 小 极 大 特性 cw, = sup inf B(x), 


SEU 
MAREN, BAF (ws...) 在 X X RO BRR oe 
到 Gu, Aw), 其 中 gy. e 97 (e) 9x 是 GO. 限于 MIG 
界 点 ，(xw, lv) 满足 方程 2 En) = Aw M (En), 

关于 这 个 结果 的 证 明 。 建 议 读者 去 看 Rabinowitz 的 文章 
(1973), 


5.2E Navier-Stokes 方程 的 稳 坊 解 


Wo E R hA REIR, 粘性 不 可 压缩 流体 在 2 内 的 三 维稳 态 
MR Navier-Stokes 方程 可 以 写成 


(5.2.26) — vdu Hr (u: V)u a Vp — g, 
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(5.2.27) divu = 0, 
15228) ulao = 80, 
其 中 al) TRAER, v 记 流 体 的 粘度 , ? 是 压力 ，8 是 
作用 在 流体 上 的 外 力 ，p8(z) 是 «GO 在 00 上 的 值 。 我们 用 
(52.1) 中 讲 的 Galerkin WARE. R > 的 任意 值 , 只 要 适当 
REI 8(z)， 方 程 组 (5.2.26) 一 (5.2.28 ) 总 有 解 存在 。 由 极限 过 程 
可 以 证 明 , 对 于 无 界 区 域 ， 方 程 组 (5.2.26) 一 (5.2.28 ) 的 类 似 方程 
也 有 解 。 下 面 证 明 
(5.229) 定理 只 要 g ELA(0) 和 Boo) 是 其 个 函数 Gu) 的 
边界 值 ， 方 程 组 (5.2.26) 一 (5.2.28) 总 有 1.5 节 意义 下 的 广义 解 
w(x), 其 中 8.0) 是 定义 在 D 上 使 V8 Holder 连续 的 函数 ， 
B.G 满足 : G) |v64Cx)| 或 18sCs)| 充 分 小 ,或 者 (ii) B= 
curl yC), 其 中 v0 € C(Q) XX EROR 00 属于 C? 类 ， 当 8 在 
Och Holder 连续 时 , 解 ule) 还 在 0 中 和 O00 的 足够 光滑 的 部 
分 上 光滑 。 

AIL 我 们 这 样 连 行 .首先 用 算 子 方程 (Ge 的 解 米 表示 (5.2.26) 一 
(5.2.287 的 广义 解 , 其 中 f 是 Hilbere 空间 局 上 的 映射 ,名 RINE 
向 量 (Os Ce) 的 分 量 oils) 69.02). MATE, SORS AL aCe) 


时 , 算 子 了 满足 (5.2.3) 的 条 件 。 从 1.5 节 提 到 的 结果 可 推出 广义 解 的 正则 
E. 


首 党 设 Am0. 那么 在 A IBID NERTATUE 
(5.2.30) vu 一 Blt, u) = g 


WOR Busu) 和 & 定 义 在 A 上 ,由 公式 


(5.2.31) CB 4), p) = 23 Jan is 


ES 
(8,$)= bs -$ 

确定 。 和 4.,3 节 中 的 证 明 一 样 , 算 子 e) = a) Ek Sas 

RDA. ksh 对 “e Con Hur 
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` 1 
(5.2.32) GI), 7 22 jumper 
因为 divx = 0f slao = 0, FER Ov «o0, (0) m vu 一 dun) Y 
BS (G). ig (5.2.32), 
(ou — Bus fll vll. 

3 LO 强制 。 由 定理 (5,2,3), CP OLELG.2.30) AR 2 62 从 而 
(5.2.26)—G.2.28) E HA NER, 

更 一 般 些 , 如 果 所 x)*9， 根 据 定理 条 件 , 可 暂 假定 存在 常数 cv>c 宕 0 
和 对 一 切 «ek, 
(5.2.33) 198,5 9), | elle]. 
那么 ,如 用 “一 w+ By 表示 《5.2.26) 一 (5.2.28) 的 广义 解 ，w HP 就 满 
RAB 
(5.2.34) we — {Blo w) + SO, Be) + B Be, y m bys 
其 中 fe 1-8, — BBs 8*) 下 面 指出 :可 把 定 埋 (5.2.3) AF (3.2.34). 
为 此 , 注意 到 算 子 Quse). Aws Be) 和 Bu, u MELER TE 
对 0<v<o0,(5.2,34) 左 端的 算 子 Lo ?满足 条 件 (G)。 而 且 可 和 (5.2.32) 
中 同 料 证 明 ，( 名 (ww, Buds w) = D, H (5.2.33), 

GG)» villa = vile + CI w), el 
26 — lel. 

于 是 G0) 满足 (5.2.3) 的 强制 性 条 件 。 因 而 方程 (5.2.34) 有 解 ， 方 程 组 


(5.2.26)—(5.2.28)tk E: 中 有 广义 解 . 

最 后 ,在 (>? 清 足 定理 的 限制 时 ,我 们 来 证 上 明 (5.2. 33). 先 概 定 对 «€ 2, 
或 者 18s(z*)| 和 Wo， 或 者 [VOCS BA, (5.2.31), 用 18s(x)| 
SM, 和 Sobolev 不 等 式 有 

BGs w), w) Mallet allele Moe ll as 
用 Ive.CO «M. 得 
1C CAS s 0), o) EM e], Met [lolly 


于 是 ;无论 v» Moc, 或 "> Moc}, (5.2.33) BRM, -Hm E EXHISGS 
BH CHO pol*) m curl r(x) 的 情形 ,我 们 用 不 等 式 


(5.2.35) n Zea So lv) 
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其 中 ve ON o= dine, 60), PAEDR TR ER A, a 的 
“BR 40) €C* (0, co)， 使 (iD 对 O<rcka, h (4) = 1, 对 >Re 
ACO, A Gi) 当 ko 时 AG) 且 对 est S. oe 
plz) = dist(x, 62), 
Pan = curl( Alo r(x)» 
ma 
Bax = bcurly — rx A'(p)ve. 
因而 在 22 上 Bae = B84, 在 00 的 某 个 小 邻 域外 Bus. 因为 on e CSS Br 
区 Ban € C5)。 此 外 ,对 任意 520, [ofa C02] < 于。 由 《5.2.35), 对 一 
Wwe cece), 


[CC DC (Pees =") 


<e 


此 和 we。 
ec， 


于 是 对 充分 小 的 50, Bar 满足 (5.2.33), 这 就 完成 了 定理 的 证 明 。 


53 同 伦 , 映射 度 及 其 推广 
5.3A 一 些 启 发 


设 给 定 非 线 性 算 子 ECX, 了)。 很 多 与 了 有 关 的 问题 可 由 
考察 地 的 拓扑 性质 来 进行 研究 。 特别 ， 如 用 一 个 较 简单 的 映射 了 
代替 为 了 和 + 属于 同一 (适当 定义 的 ) 同 伦 类 , 有 时 可 把 二 的 问题 
转化 为 求解 较 简单 的 时 射 了 的 类 似 问 题 。 

对 于 有 限 维 空间 间 的 映射 来 说 ， 这 种 做 法 是 众所周知 的 。 例 
如 。 设 fz) 是 一 个 给 定 的 解析 函数 ， 定 义 在 闭 圆 盘 Ieee 
{2| [2] <R} LBA, ME OX = {allel -- RYE f(z) v OM, 
f 在 Te 内 零点 的 个 数 是 拓扑 不 变量 事实 上 ,根据 Rouche 定 
理 , 定 义 在 De 上 的 两 个 解析 函数 了 和 f 十 g， 如 果 它们 在 Ode 
上 同 伦 , 则 在 De 内 有 同样 多 个 零点 。 这 里 同 伦 是 指 对 ze OY 
和 z€[0,1], 都 有 fe) 十 aG) 更 一 般 些 , 由 (1.6.7) 中 

* init 评注， 
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的 H. Hopf 定理 ,两 个 定义 在 RY 中 球 De {x [all REE 
AUER ST tf +g. WE OX. = {xi lz] = R} LA fe, 
那么 , (Rite Cle 中 有 相同 “代数 "个 数 零点 的 必要 且 充 分 
条 件 是 它们 同 伦 ， 

这 里 ， 我 们 将 对 定义 在 Banach 空间 有 界 区 域 上 的 算 子 的 非 

线性 问题 讨论 这 个 同 伦 方法 。 但 是 在 无 穷 维 的 情形 ， 如 不 修正 同 
伦 的 概念 ,马上 就 会 出 现 难以 克服 的 障碍 ， 
(5.3.1) 设 互 是 无 穷 维 可 分 Hilbert 空间 ,那么 任意 两 个 映 球面 
62 = {el ella = 1} 到 自身 的 连续 映射 和 # 同 伦 , 即 是 说 , 存 
在 连续 映射 h(x, 2:025 X [0, 11 022, 使 hx, 0) 二 fz) 
和 M(x,1)= g(s). 

证 明 : 基本 想法 是 构造 一 个 从 球 D e {ellela <1) 到 自 
身 的 没有 不 动 点 的 映射 *， 并 由 此 构造 一 个 从 2a 到 OX. 的 保 
核 收缩 *(*)， 那 么 所 要 的 同 伦 就 是 

A(x, 0) = rGg G0 + (0 2) f@)), 

为 构造 这 个 没有 不 动 点 的 连续 映射 *， 用 〈e， sc) CH 
的 一 个 规范 完备 正 交 基 。 刀 的 任 一 元 素 * 可 以 写成 

z= 2 ne 5,7), el Sg. 


imi 


fre, BM ols) m Q/ 1 — [els nsns). 经 过 简单 计 
算 可 知 lols) 一 1, 故 如 果 o 有 不 动 点 ye Xu BA lly] m 1, 
于 是 ,如 果 yea (ys 0) BAM 一 1,2, ym vnu BI 
时 为 一 0, 因 而 y 一 0。 这 和 ly] se OR. Bible E XL 
E, 的 没有 不 动 点 的 连续 映射 。 

为 构造 映 X. 到 OD. 的 保 核 收缩 >(*) ,我 们 这 样 进行 ， 对 
4631, Re 没有 不 动 点 ， 连 举 * 和 c(z) 的 直线 Le) 不 会 
退化 成 一 个 点 ， 于 是 可 以 将 LG) 延长 与 OD, 相交 于 点 +(x)， 
r(x) 位 于 与 cQ) 相对 的 一 侧 ,映射 x 一 r(x) 就 是 所 求 的 保 
URB. ROR. BREESE D i 89 区,, 由 它 的 作法 , 它 
还 保持 OS, LWA Kae, 
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5.38 连续 映射 的 肾 抗 动 


由 于 (5.3.1), 在 5.38 一 5.3D 中 ,我 们 将 限于 讨论 下 而 -类 特 
练 的 同 伦 变形 ， 
(5.3.2) 定义 Ws Banach SMX WTR, 还 设 了 是 X 
Y (Banach 空间 ) 的 固定 的 连续 映射 称 Me 在 S 上 (关于 从 
紧 同 伦 , 如 果 存 在 一 个 连续 紧 映 射 Aer); SX [0,1] Y, GR 
Bole) — fe) + k(x, 0), pa) = 10) HAG, 1), HAE SX 
10,1]. E, gles 0) = fle) + Ale, 1) 9 0. 

显然 ,在 了 的 紧 扰动 类 Er(S。Y) 上 , 紧 同 伦 定义 一 个 等 价 关 
A 其 中 EG. Y) = {gle =f +K, KR, g€C(S,Y)}. 今 
后 ,我 们 将 试图 用 可 计算 的 拓扑 不 变量 来 表示 所 得 的 等 价 类 ,并 供 
助 于 映射 了 的 紧 抗 动 的 性 质 来 解释 这 些 不 变量 .为 得 出 这 方面 的 
第 一 个 结果 , 设 3 是 X 的 闭 子 集 ,用 D 记 X 一 8 的 一 个 分 支 。 

D 记号 和 定义 记 $(5,Y)-—iele- ft KE, KŘ, gE 
€(5, Y)), GS, Y) = tel ge GS, Y), HS E g v 0]. 

WO X —S 的 一 个 分 支 ,8g € CS, Y), UR e AERE C 
COUS, Y), BARES GET OSEE E. MELAR, 
En 


Sr, Y) = (elg e &(5, Y), Esk goo nt. 
于 是 ,如 果 ge 加 (5, Y) 的 每 个 延 拓 FEC (OUS, Y) 任 0 中 有 
SA, 那么 8 (关于 OAR, 显然。 为 证 一 个 给 定 的 8 上 <@(OU 
s, Y) 在 0 中 有 零点 , 我 们 只 需 证 明 8 (关于 2) 本 质 ， 根 据 下 面 
一 个 结果 ,我 们 将 看 到 ， 如 果 &8 ES 上 与 某 个 本 质 映 射 8 紧 同 伦 ， 
38] e 同样 本 质 。 

6.33) ER ”关于 0 的 本 质 竹 和 非 本 贡 性 在 紧 同 伦 下 不 变 . 

证 明 :只 需 对 非 本 质 映射 g& C1(S, Y) 证 明 这 个 结果 。 d 
Zg REGS, Y) Es CERE, e AE Ge OUS, Y). 
RUE g TER Geo OUS, Y) BG MCE OUS 上 
Kit. 


+2926 


Ay edo g RA BARERA ASK o9 Y 满 
是 定义 ， 令 To= (SX [0,1])U(SUO X {40)), 定 义 各 :TT 


Y 如 下 ; 
. GG) — f(x), x €5U0, :一 0， 
^ DLE ZES, £€[0, 1], 

那么 好 在 T. RE, eR URE: (2.4.4), 8* 可 被 延 拓 
成 (SUO) X [0, 1] 一 了 RER H C). 

为 定义 所 要 的 延 拓 各, 我们 应 该 保证 在 SUO 上 O0, 令 
S, = Íx| ze SUO, (Ge) = — H*(x,0),:€[0,11), 3 和 3 是 不 
相交 闭 集 .根据 Tietze EH AESA YGO:SUO — [0, 1], 
在 & E29 0,28 5 E28 1, 在 (SUO)x[0,11 上 规定 AG t= 
H*(z,YG), WA GG) — 1G) + HG, 1). . 

下 面 证 明 , (i) € Re QE. BRAY, WR =l RI eS, 
出 

H(x,1) = H*(x, Y(x)) = H*(x, 1) = &(x,1). 
于 是 GG) = fe) + A(x, 1) = g, C) 对 xe SUO, 有 Gs, 
= f(x) + Hx, 1) 9, BMA ES, Mit 
Fo) + H(x,0) = fC) + H*(x, 0) = G(x) = 0, 

因为 G(x) 在 SUO 上 没有 零点 ,最 后 这 个 等 式 不 可 能 成 立 ， 于 
是 不 仅 延 拓 各 存在， 而 且 央 为 ix) + W(x, 0) 一 G(x),G HE 
在 SUO LRM. 

为 进一步 发 展 这 个 想法 ,我 们 指出 有 限 维 同 伦 中 的 如 下 事实 ， 
它 对 理解 后 面 理论 的 发 展 很 重要 . 
(5.3.4) 连 续 映 射 f; ~ S" 关于 开 球 XL — {aja eR, fell 之 
1} 本 质 的 必要 充分 条 件 是 局 伦 类 [J] € zo 5") (参看 1.6 节 ) 非 
平凡 

WR: 设 了 非 本 质 , 于 是 了 在 可 ,上 有 一 个 延 拓 F, 使 F(x) 关 
9. 对 ee [0 11, & HG, 0 = FGx)/1FG)).— 我 们 指出 ， 由 
这 个 同 伦 映 射 fx) 同 伦 于 点 H(x，0) 一 F(0)/IF(0)1。 于 是 
liem) = 0, 反之, 如果 [及 一 0, 对 te10,1], 有 Ke) 的 
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司 伦 映射 CHOMEICHD 一 1. 从 而 Fee) oe hla) 是 所 
要 的 1 到 于 ,的 非 零 延 拓 。 

为 犯 续 往 下 ， 还 需 建 立 (5.3.4) 在 无 穷 维 时 的 类 似 结论 , 它 将 
给 册 一 个 准则 ,以 晰 定 所 给 映射 g EE (5, Y) RBA, EF 
小 节 ，、 我 们 将 对 一 些 特别 选取 的 f 着 手 处 理 这 个 题目 以 及 其 它 间 
题 .首先 ,我 们 选 了 为 Banach ZEX SARAH. Fe. 
假定 f ERa B YII p ERRORE Fredholm JUN L, 

例 (5.3.1) 扒 出 ,无 穷 维 时 类 似 于 (5.3.4) 的 结果 是 更 精细 的 . 事 
实 上 下 面 我 们 只 考虑 固定 线性 算 子 的 紧 门 伦 ， 在 这 种 情形 我 们 来 
证 明 (5.3.4) 在 无 穷 维 时 的 一 个 推广 ， 但是， 一般 说 来 (对 index 
L> 0), 这 些 推广 要 用 到 相应 无 穷 维 映射 稳定 问 伦 类 的 概念 { 关 
于 稳 庆 这 个 癌 在 这 里 的 含义 请 看 (1.6.8)， 即 对 p> 0, Ae 

ine 221,2, «) 仅仅 对 充分 大 的 4 才 是 同 构 的 )。 于 
TRAK ,为 得 由 我 们 的 类 中 的 映射 的 本 质 性 ， 只 检验 充分 近 
ATH Miso ea KA 参看 下 面 5.3D 一 节 ). 


5.3C BERT X HUI de Leray-Schauder A 


用 工 记 某 Banach 空间 到 自身 的 恒 等 映 射 ，D 记 X 的 有 界 区 
Sk, 0D 记 刀 的 边界 。 和 有 限 维 情形 一 样 ， 借 助 于 称 作 Leray- 
Schauder 度 的 函数 ， 可 以 在 COD, X) 的 紧 同 伦 类 和 整数 集 Z 
之 则 建立 一 一 对 应 。 此 外 , 我 们 还 要 建立 映射 g€ CD, X) 本 
项 的 必要 且 充 分 条 件 , 这 正 是 它 的 Leray-Schauder 度 不 等 于 0, 

假定 在 OD 上 g(x) 关 妨 其 中 & 一 ! 十 C 是 恒 等 映 射 的 紧 
dtm. 由 一 个 类 似 于 5.2 节 中 Galerkin 逼近 的 程序 可 以 定义 8 
RF AP E 了 X 和 DD 的 Leray-Schauder 度 , 记 作 dU +C, P, D), 
假定 已 经 知道 秆 用 于 维 数 相同 的 有 限 维 空间 问 连 续 映 射 的 Brou- 
wer 度 的 事实 〈1.6.3)， 我 们 可 以 分 两 步 定 义 此 整 值 函 数 
7 二 CC 加 万 ): 

第 一 步 : WENGER E C: D—X AX BU GER CHO 
C(D)CX., X, 是 X 的 某 个 有 限 维 线性 于 空间 ), 候 定 ee Xa, H 
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AX ICED, X), EX rt CHP RK TDI Leray 
Schauder 度 为 
(5..5) ALAC, p, D) = dall +C, P, DN Xe) 
这 时 根据 假设 ,对 re ODNX,, (+ Che p, 所 以 Brouwer 
BE d, 是 有 限 整数 。 从 而 只 要 此 整数 与 包含 和 COD) 的 有 穷 
维 子 空间 无 关 ，Leray-Schauder 度 就 有 定义 ， 

第 二 步 : 对 一 般 的 紧 连 续 映 射 C:D 一 X, 由 (2.4.2), 我 们 可 
以 用 一 个 紧 连 续 映射 序列 C, VEC, C. BARRER: Cu: 
D->X,(X, EX AMET Sl) E suplC s Cal * ln, 


还 假定 pe XQ BAPAK Leray-Schauder 度 存在 《如 第 一 步 
中 所 述 ), 我 们 规定 
(5.3.6) 4( + C, P, D) = limd(1 + Cos Ps D). 


显然 ,如 果 极 限 5.3.6) HEA SHIP C, ARV, MAK 
数 a(I C. pD) 有 定义 。 

为 检验 刚才 给 出 的 d+ C. p, D) 的 定义 ， 我 们 作出 如 下 
的 
(5.3.7) 第 一 步 的 验证 : 我 们 证 明 , 由 (5.3.5) 定义 的 整数 207 十 
C, D) 与 包含 ?和 CW) 的 有 限 维 线性 子 空间 X, 无关, 设 
有 穷 维 子 空间 X, M X， 两 者 都 包含 {p} JC(D)。 因为 x,n 
X。 也 是 有 穷 维 子 空间 ， 且 包含 {2}U CLD)， 干 是 只 需 G) Bit 
I 二 的 定义 域 局 限于 DOX,, Gi) 假设 XCX, W Gi) 证 
明 

dall + C, P, DOX,) = d(1 + C, ps DNX,) 

(一 个 仅 与 有 穷 维 Brouwer PAH tr). oi, ik dimX, 
=n, dimX, =n + k, 选取 X, 中 的 基 48 使 我 们 可 以 把 X, 和 
R",X。 Al Rett 等 同 起 来 ， 因 为 Brouwer 度 与 基 B 的 选取 无 
关 , 所 以 如 果 一 旦 证 明了 下 面 的 引 理 , (5.3.7) 就 得 证 。 
(5.58) 引 理 RAR R + 中 有 界 区 域 , 1 是 AR ES 
射 * 对 于 任意 的 pe R"。， 只 要 对 一 切 x€0A 都 有 
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x+ Hae) Ap, 
那么 
dall + f, p, A) = dafl + fs p, ANB), 

证 明 : 根据 Brouwer 度 的 定义 ， 只 需 假定 了 是 C! RRA 
及 映射 x 十 Kx) 的 Jacobi 行列 式 Jarl) ERAS 上 不 为 0， 
其 中 一 {zlzk A, x 十 f(x) = p PER" Bz} BA, 由 1.6 
节 中 Brouwer 度 的 性 贡 ， 

dC + fs Ps A) m Y) sgn detain) 


-De O°) 


k 


= D sen de(. 0) 


= dall +f, p, AMR), 
其 中 n 是 R+ 中 的 便 等 矩阵 ，1ofs) 是 映射 x* 十 Ka) 在 ANR 
上 的 Jacobi FFIR, 
(5.3.9) 第 二 步 的 验证 ， 我 们 从 证 明 下 面 这 件 事 开始 : 对 充分 大 
的 整数 aU + Cus Pa D) (如 第 一 步 中 所 规定 的 ) 都 有 定义 
( 亦 即 对 一 团 x€ OD, (I+ Car e P), TEE FUE 

I4 C— pE GOD, X), 
我 们 首先 可 以 找到 一 个 数 "> 0, inf jQ + C — pl >a, 


否则 将 有 有 界 序列 (x) € 0D, & le + Cx; — ello, BCR 
紧 狂 (在 必要 时 选取 子 序列 )， 可 以 假定 Cry OCI v. 因而 
Uu SEC Bedok) z， 那 么 , 因为 OD A. 所 以 *6 OD, s+ 
Cx mm PP， 得 出 了 矛盾。 现在 不 难 证 明 , 对 充分 大 的 a, 
I+ C, — 0€ &(OD, X). 
这 是 因为 对 x& OD 和 z 关 为 《 某 个 序 分 大 的 正 整数 )， 
lls + Cae — Pll > lle + Cx — Pl — Cx — Carll 


pa-tastea, 
2 2 
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下 面 证 朋 对 充分 大 的 m. d, 一 dU + C,, p, D) 稳定 。 设 对 
ERER n,m > m apes — Curl X as RIBERA EN 
BB n,m D> my H ds 一 dm, ds 稳定 这 个 事实 保证 了 极限 (5.3.6) 
HE, DWBA C, ER. WILE n m >m, CADE 
Xas Ca(D)CXw， 用 Xun 记 由 X。 和 X。 张 成 的 子 空间 . 屠 
ASH (5.3.8), 

(5.3.10) dall 十 Ca, Ps DYX,) = doll + Cas Pa DX arm), 
对 映射 ! 十 C。 有 类 似 结 果 . 对 rE DNK uam & 
A(x, r) m x + tCar t+ (1 —2)Cyx — Ps 
使 在 ODN Xan b. 
NaCara) 2 le + €x — pl — Cur — Col 
— (1 = OC — Cal 


za quU O — i)a) 


根据 Brouwer 度 的 同 伦 不 变性 和 (5.3.8), de = dal 十 Co Ps 
DAX uS) m dall + Cos Ps DO Xam) = ding 

MATURA EHEHE Leray-Scheuder KEA 
PERE, 

(5.3.11) itj, ge OOD, X), HE DIEX MER, 那么 
f 和 紧 同 伦 的 必要 且 充 分 条 件 是 dU, 0, D) = dlg, 0, D), 
(5.3.12) ik fk GOD, X), 那么 当 生 仅 当 4,0, D) 0 
B, f 关于 号 本 质 ， 干 是 ,如 果 dO, 0, D) 尖 0, 方 程 fs) 一 0 在 
DAR, 

(5.3.11) 的 证 明 : 根据 刚才 给 出 的 Leray-Schauder 度 的 定 
X, 如果 lee (0D, X) RAS, WAR we 在 零点 有 相 
局 的 Leray-Schauder HE, 

反之 :假定 h ge (OD, X) 和 4(,0,D) — dlg, 0, DK 
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据 刚才 所 给 的 定义 ， 可 以 假定 紧 算 于 cmf—-l 和 一 8 了 
的 值 域 都 包含 于 同一 X, Zip, X。 是 X 的 一 个 有 穷 维 线性 子 空 
闻 ， 此 外 ,由 把 了 和 & 的 定义 域 限制 到 Xs 站 D 上 , 我们 还 可 以 假 
E dall +e, X, ND) = dell + 6,0, X, D), 根据 H. Hopf 
WAR (15.7), FREE X,nOD 上 同 伦 ， 于 是 有 定义 在 闭 集 
Z= [X NƏD] X [0,1] 上 的 连续 函数 A(x, 1) 一 x + ele, 2), 
使 Az,0) = fGO e noo 和 All) = gla) lenon TE X. 中 选 
BENE (eis eres …，e,), 可 以 把 cles) 写成 一 组 实 值 连 续 函 数 
eG, 站 (一 1 2，……，?)， 根 据 Tietz 定理 ,这 些 连 续 函 教 的 每 
一 个 都 可 以 连续 延 拓 到 OD x [0, 1] 上 成 函数 C;, 并 且 
sup| Cx, #)| = sup 1e Qo? Dh. 


GET] 


Edu 
H(z,0)) - x » Cx. e; 


因为 HG, 03x 有 闭 的 有 界 有 限 维 值 域 , 所 以 它 在 6D X [0, 1] 
上 紧 ， 此 外 ,对 *e OD, Hx, 0)=}, HG, 1) 一 8 而 且 HO. r) 
是 类 G,(0D, X) 中 了 和 8& 间 的 紧 同 伦 。 这 是 因为 ， 根 据 定义 对 
1€ [0,1]. 和 2€ Z A H(x, 1) #0, 同时 对 2€ ODNX,, BF 
x 和 C(x, 1) 线性 无 关 , 所 以 Hx. v0. Kt Mee OD 上 
KER. 

(5.3.12) 的 证 明 : ”首先 假定 je €,(OD, X) 和 d(f, 0, D) 
0, (5.3.11), SSR MAR =I +C, 

dlgs 9, D) = d(f, 0, D) v 0, 

其 中 # 在 上 有 定义 ,在 OD LMHS, ERE, f AERA 
组 合 定义 f 到 & 的 一 个 紧 同 伦 , TERETE 0) 一 0 有 解 。 
根据 Leray-Schauder 度 的 定义 ， 可 以 假定 存在 一 个 映射 到 ge 一 
{十 Co 其 中 C, 是 有 有 限 维 什 域 的 紧 映 对 ， 


sup Cas — Ca! L, 
d " 
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且 对 充分 大 的 w，d(1 +C,,0,D)=d1+C,0,D) #0, i 
了 十 5。 限制 到 丸和 X, 的 交 上 (X。 是 X 的 有 限 维 线性 子 空间 )， 
我 们 得 到 

aI + Cy, 0, DY Xs) = d(1 + C,0,D) #0, 
根据 Brouwer 度 的 性 质 ,由 此 推 册 (7 + Cx m OE tE D 
NX. 

其 次 证 明 {*o} 丰 收敛 子 序列 ,车 记 共 极限 为 , 则 g(x) 一 0， 
PRE, (n) 有 界 , 且 对 适当 的 子 序列 (tats 0x) 收 敏 , 于 
是 
(5.313) lee, Cx] < Nex ~ Catal] + Cute, + nul 
<1, 

ny 
Wino hh, {ra} KARRA z, 因 而 由 (5.3.13) 推出 
gx) — 0, 

为 证 其 逆 , RINE [ee (0D, X), 4(f,0, D) - 0, (8f X 
质 。 那 么 根据 (5.3.3) 和 (5.3.11), 所 有 使 dG, 0, D) 一 0 的 映射 
1e &:(8D, X) 都 应 该 是 本 质 的 。 因 而 根据 Leray-Schauder 度 的 
定义 ， 所 有 定义 在 站 X ERER IE A ECD, X), REE 
DNX 上 fs 0, 就 都 应 该 是 本 质 的 ， 特 别 , 常 映射 是 本 质 的 ,这 
就 得 出 矛盾 。 于 是 为 使 fe (0D, X) 本 质 , 必须 dCs 0, D)* 
[A 


Leray-Schauder 度 的 性 质 当 把 Leray-Schauder HE 2(/, 
Ps D) 看 作 三 个 变 元 f, P. D 的 函数 时 ， 我 们 来 描述 它 的 基本 性 
质 ， 然 后 再 用 这 些 性 质 讨论 COD, X) 中 一 般 映射 类 的 度 的 计 
算 。 为 此 证 明 : 
(5.3.14) 定 理 ” 设 是 Banach 空间 X 的 有 界 区 域 ,/ 一 pe CND, 
X), 那么 Leray-Schauder 度 4(f, P, D) 是 有 如 下 性 质 的 整数 : 

O (BEREE) 如 果 对 :6 [0, 1], (aCe, 0 — p) E CF 
(OD, X) 是 紧 同 伦 映 射 ，h(x,0) 一 那么 对 一 切 (€ 140, 11. 
dli, P, D) = d(&(x, 2, Py D), 
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Gi) iR Me iT X — (OD) 的 同一 分 支 中 , 则 
a(t, ps D) = dt, P, D), 
Gi 2(, p, D) HEE 3D 十 的 值 唯 一 -确定 。 
Gv) GESHE) ah p, D) 是 fe C(D) (对 一 致 收敛 而 守 ) 
和 的 连续 函数 (局 部 为 常数 )。 
O (区 域 分 解 性 ) 如 果 吕 是 有 限 个 不 交 开 集 Di(i=1, 2,…， 


N) 之 并 ，6DiCaD, dk |) OD; 上 fx) p, 那么 


(a 


(5.3.15) dj Ps D) = 91 d(f, P, Di) 


m 
Gi) CRE) 如 果 和 是 五 的 闭 子 集 , 在 其 上 f(x) p, B 
& d(f, t; D) = dl, ^D — A), 
(vii) (Cartese 乘积 公式 ) WF X 一 XX, D,CX;, f= 
Cha hs f:D; > XG — 1,2), D— D, X D, 和 pe (Ps P2. 
那么 当 右 端 有 定义 时 ，at{f, Ps D) = dlh, Pip DOdCS, Pas D1), 
(vit) (指数 定理 ) 如 果 f(x) =p 的 解 在 D 中 孤立 ，0; 是 


任 一 充分 小 的 只 含 一 个 解 的 开 集 , 且 U 0, 包含 所 有 的 解 , 那么 


af, Py D) = D3 df, Ps OG), 
7 


证 明 : (D. 这 个 结果 是 (5.3.11 ) 的 另 一 种 说 法 。 

Gi): 首先 注意 到 ,因为 了 在 OD 上 正常 ,所 以 MOD) A.F 
是 X —fK0D) 的 每 个 分 支 都 是 开 的 弧 连 通 集 ， 把 这 些 分 支 记 作 
Di WAA D; PRM pC), re [0, 11, 连 接 P 和 ,并 且 与 COD) 
不 交 。 于 是 由 (i), 对 #€[0,1], a(f, P, D) = 40. PG), D)— 
a(t, v, D). 

(i): XE f a ARUM MOR, TE OD 上 与 二 有 相同 的 值 . 
那么 ,根据 Ci), Aes 0) Sef + Oeh EER TR LORI 
所 区 dlho Ps D) = d(H, PD), 

Gv): 由 定义 和 (i) 直接 推出 。 
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Gii): 因为 这 里 的 每 个 结论 对 Brouwer 度 都 成 立 ， 由 
(f, P, DREN JEB A TAAR ERRIN 每 个 结论 都 成 
3x. :是 由 逼近 可 知 引 论 对 所 有 fe (OD, X) gar, 

Cii); 用 如 下 事实 ; 如 果 f) 一 的 解 孤立 , 那么 这 些 解 
的 个 数 有 限 。 再 出 麻 的 切除 性 和 文 域 的 分 解 性 直接 得 到 指数 定 
3. 

现在 把 刚才 建立 的 Leray-Schauder 度 的 这 几 个 性 质 用 于 讨 
论 那些 在 Banach 空间 X 和 的 有 界 区 域 吕 有 非 零 Leray-Schauder BE 
的 映射 类 ， 根据 (5.3.12), 这 样 的 映射 对 本质 ,因而 特别 重要 ， 
(5.3.16) 定 理 ik fe (8D,X), 那 么 

O 如 果 吃 包含 原点 ，f 一 【一 C RRA MA 

4(f, 0, D) = (— 1)’, 
其 中 8 BARA, co ) 内 5 的 所 有 特征 值 的 代数 重 数 之 和 。 更 
一 般 些 ， 假 定 | 是 恒 等 算 子 的 紧 沉 动 , 且 是 呈 到 自身 的 癌 是 ,那么 
4D@AaRAN, f. 0, D)= +1 

Gi) AR f NGEHUELBIMEXE— PF RRR C ,使 当 nom 
© 时 , (f) — x + Cal/ lisi +0, DRASRAKRSANE 
RIAH 7 — C 是 线性 同 琴 时 ,有 d(,0,D) = C71, Eh A 
是 5 在 开 区 闻 (1, ©) 上 的 所 有 特征 值 的 代数 重 数 之 和 . 

Gi) 如 果 f 是 奇 映 射 ,了 是 包含 原点 的 对 称 区 域 ,那么 dt, 
0 D) 是 奇数 ， 虽 一般 地 ,如 果 把 奇 竹 条 件 减弱 为 ,对 E10, 1] 
和 «€ OD, i(x) Æ ilr), IH af, 0, D) BR 

Gv) 设 了 一 上 十 NAN 紧 ,对 2€ 10, 1], 方 程 族 

LG) =x tN 0 
FADER TR TASER ASR D RM (f, 0,D)=1, 

(v) 如 果 X 是 复 Banach 空间 , f 复 解析 ,都 么 : 

(a) di, 0, D) = 0; 

(b) 4(f, 0, D) > 0 的 必要 且 充 分 条 件 是 0€1D); 

(c) df, 0, D) 之 2 的 必要 且 充 分 条 件 是 : REDE IOS 
EDRED, REE f(x) 一 0 的 唯一 解 和 处 线性 算 
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F F(x) Bü. 

WA, (CO: 设 1 一 1 一 C PRERE. 1660D, X), X 

设 X 是 5 的 相应 于 (1， co ) 所 特征 信 的 不 变 子 空间 的 直 和 。 根 
WR, dim X,— «o, Ai X — XOX, Hh X, def 
的 作用 下 不 变 . 由 (5.3.14)， 如 果 令 fim fx, 1,2, A 
im (ish), BAA 
(5.3.17) d(f, 0, D) = df, 9, DO X)d(f., 0, DX). 
在 有 限 维 空间 DAX b. BIET — 7. 事实 上 ,对 relo, 
VD AG, t) = — CU — Dx iO — C) = [DiC]*, 
我 们 指出 在 ODOX, 上 Arst) #0, + 一 0 显然 ,对 t 二 1 和 + 
的 其 它 信 可 从 假设 条 件 推出 。 设 若 不 然 ，C 将 在 X. 上 有 特征 值 
属于 区 闻 (一 00,1)。 从 而 由 (1.6.3),a(f, 0, DNX) = (一 1D), 
其 次 ,我 们 注意 到 ,由 紧 同 伦 g(x, 1) 一 x 一 1Cx, 记 和 忆 等 映射 了 
在 ODNX, LAR. BRE (DNX) X [0,1] 上 glr, 0 
0, 这 是 因为 ,如 果 为 0, C 将 在 X; 上 有 特征 值 属于 区 间 (1,00), F 
是 d(fa, 0, PN Xs) — 1, 再 由 (5.3.17), dlh, 0, D) = (SDP, 

最 后 , 设 f ERD. Noo f7. f(D) — D. BA, 因为 
DD 包含 原点 ,由 定义 得 @7,0,D) — 1, % 

1 = f^, 0, D) =d(f, 0, DYA, 0, D), 
从 而 al, 0, D) — +1, 

(i); 4 OD 是 其 个 包含 原点 的 充分 大 区 域 的 边界 时 ， 由 度 
数 在 OD 上 的 同 伦 不 变性 , f 紧 同 伦 于 7 一 C. 事实 上 ,如 果 f= 
1 一 C 一 N 线性 汤 近 于 一 C, 那 么 当 [xl — 0o h, INGON 
xl] 一 9, 因 而 连接 了 和 了 一 C 的 紧 同 伦 Bur) = ri CrtiNe} 
在 0D 上 不 为 0。 WEL, th Ax, +) 一 0 将 推出 存在 其 个 
to€ [0, 1] 和 x9 € ÖD E lx — Croll = nl Ns, E 1 CEE 
对 某 个 常数 o 0,8 edd] < Is — Cael] = eel] < INe. ER 
He Ej x ER, 这 最 后 一 个 不 等 式 与 zj 一 oo 时 Nete 
HPA, FE BEM ROCA LHR G) fü 

4(,0, D) — dF — C, 0, D) = (— 1, 
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fü Efe DN RARR NE., BAM VBA 
BRAT. 2(5, 0, D) 是 奇数 。 这 是 因为 ， 根 据 (1.6.3), Brouwer 
RAR MER. EME, RAED A AREER AR 
映射 N KEARDEN FERTREK RERNE. 使 对 一 场 
= € DEHER 8 > 0, MA INx — Naxl s, Oil MED 
LANA -PAREM IE, [Mx — Nell e. WARF 


Ne 一 二 (Mr 一 M(~ 2) 


显然 是 一 个 奇 映射 , 它 有 有 限 维 值 域 , 且 
INe — Mel <> {Mx ~ Nall + (= 2) ~ NC- 9 


<6, 
为 证 更 一 般 的 结果 , 我 们 指出 映射 f= 1 +N 在 OD EX 
ET 


、 &G) — 2-0) — C^ 0 


met LUNG) -NC- 9) 


从 而 可 应 用 度 的 同 伦 不 变性 ， 事 实 上 ， SRE ME OD 上 的 紧 同 
伦 

A(x, t) m 0G) t e) 

m xd (1 HHN GO — iN'(— x)). 

因为 对 £e [0, 1] 和 re OD, fG) 关 MC— x) 由 此 推出 ， 对 
1€ [0, 1] 和 3€ OD, A(x, 1) 9 0, 于 是 由 上 一 段 的 结果 ， 

d(f, 0, D) = d(5(x, 1), 0, D) 

-a(À -gK- 
a( EOG) — 79),0, D) 


是 奇数 。 
Gv): 根据 假设 条 件 ， 连 接 f 和 了 的 紧 同 伦 h=] +N 在 
9D X (0, 1) 上 不 为 0 因而 由 庶 的 同 伦 不 变性 ， 
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4(f, 0, D) = dU, 0, D) = dU, 0, D) = 1, 


O): 为 对 一 般 复 解析 算 子 16 60D, X) 证 明 (2) ft (>), 
我 们 首先 用 结果 (1.6.2)， 断 定 集合 “一 {zlxce D, 1G) —0) 是 
ARE TED HAH zis ta BEA 


(5.3.18) 40,0, D) 一 > 4f, 0,0.), 


Es 
其 中 0; 是 了 中 小 的 两 两 不 交 开 邻 域 ,对 P0 1, m x€ 04, 于 
是 为 证 (a) 和 (b)， 只 需 证 明 (5.3.18) 右 端 的 每 一 项 非 负 ， 为 此 
注意 到 , 在 加 上 任 一 个 小 的 复线 性 映射 Li(x 一 2) 到 了 上 后 (其 
中 Lla) 有 限 秩 )， 我 们 可 以 假定 f) BREA. BB 
4, 因为 1) = fG)( 一 x) + Ox — J|), BERERE 
变性 推出 ,如 果 O Ep MET M E 
dlfs 0, Oi) 一 以 fo 0, 0 一 (一 14 
但 是 因为 f(x) 是 定义 在 复 Banach 空间 x 上 的 线性 同 构 ，8 是 
偶数 ,从 而 (a), (b) 都 得 证 ， 
最 后 注意 到 ,对 于 f 一 1 十 N, 当 N 是 紧 复 解析 算 于 且 有 有 限 
维 值 域 时 ,性 质 (c) 成 立 ， 这 是 因为 它 对 Brouwer ERY (SA 
(1.6.3) (x)). 而且, 由 证 其 (a) 和 (b) 时 用 到 的 论证 ,如 果 fG0 — 
0 的 解 不 唯一 , 邢 么 dif, 0, D) Z2, AWAWI (c), RAE FIBI 
的 假定 下 证 明 它 就 可 以 了 。 即 设 f(x) = 0 的 解 在 DD 中 存在 且 唯 
一 ,不 妨 设 其 为 x) 0, 了 (0) EX ERAH, Xin Ker 了 (0) = 
OMX = Ker 了 (0)BX1. 那 和 (0) 一 1 十 C,C 紧 , 令 CPC 
和 Ci 一 (1 一 P)C, 其 中 了 和 了 一 了 分别 记 X 到 Ker /(0) MX, 
上 的 标准 投影 ， 那 么 1 十 C 在 X 上 有 逆 。 因 为 C; 紧 ,存在 一 个 
连续 复 信和 函数 a(:), 对 6 [9,1] 有 定义 ，c(0) — 0,al1) — 1, 
ERAT 7 一 at)C， H GALL, CARRIE, Bil 
一 可 能 的 极限 点 是 者 )。 那 么 ， 根 据 反 函数 定理 (3.1.1) 的 解析 形 
Xo MR Ke) et Cr + RO), Hob Rx = OCs), pt 
一 切 :€[0, 11, RF P+ oO Cus 十 Rx] E ase Kw 


+ 304° 


Alasti) = et a(t, 0, BEM hn 0) 9x EG, D) [rt Cet 
Rx] :， 在 原点 的 一 个 邻 域 已 中 ， 后 者 有 定义 旦 连续 。 而 且 ， 因为 
xm h(x, CC: + R)h x 1) RL x — Ale, t) = plast) 
对 < 和 * 紧 ， 如 果 在 UO X 0, 1] 中 oble, 0 = 0, BA 
外 #1) m OVER “一 0。 于 是 由 度 的 疝 伦 不 变性 (对 (e L0, 1D. 
44,0, U) = d(foh(«, 1), 0, U) 

= d(foh(z, 1), 0, U) 

= d(I + Chl, 1), 0, U), 
Chlir, 1) 是 紧 复 解析 映射 , 且 有 有 限 维 值 域 ,此 外 , x + Ch(x,1) 
在 x 一 0 点 的 Fréchet 导 算 子 是 I+ Ci(1 十 C) FER 
Bd) =e + CQ, 1) 《限制 在 X 相 应 的 有 限 维 子 空间 上 ) 是 
HERO RST. LA ARERR, O RAW, el 
时 d, 0, D) 有 定义 ， 应 用 Brouwer 度 的 类 似 结果 (1.6.3), 就 
得 4(/,0, D) 22, 

最 后 考虑 使 映射 fe COD, X) 关于 了 非 本 质 的 条 件 .。 
《5.3.19) 定 理 设 j= +C 定义 在 Banach 空间 天 的 有 界 区 域 
上 ,是 恒 等 映 射 的 紧 扰 动 ， 那 么 ,如 果 d(f, p, D) 有 定义 , 则 

O 当 f 颇 DAX 的 一 个 真子 空间 X' 且 pex 时 ,那么 

d(f, P, D) = 05 

Gi) 如 果 在 D 中 Ke) 去, 那么 dG, p, D) — 0, Mx EH 
Banach 空间 , f 复 解析 时 , Hei t 

TR: (G): 令 A, Æ X — (OD) 包含 ?的 开 分 支 ， 因为 
KD) 合 于 X 的 真子 空间 X’ 中 ,那么 有 点 4€ A, 而 不 属于 f 的 值 
3k. BM ACHD). HUS G.3.14Gi) UREN Leray-Schauder 
度 的 钼 质 (5.3.12) 时 用 到 的 论证 ,我 们 有 

dli, p, D) = df, 4, D) = 9. 
Gi) 这 是 证 朋 (5.3.12) 1 (5.3.16) Ru ffc ACTER f ier. 


5.3D 线性 Fredholm 映射 的 紧 拢 动 和 稳定 同 伦 
LRT EAH HATE Fredhoim Bh Al, 48 OR dE 
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ÜP, Li Banach 空 闻 X 到 自身 , 令 D — (xl lief <1} 有 和 8D= 
dalil = 1}, BMA ARIS RAR RES COD, X) HRA 
, 伦 类 , 此 外 ,在 某 些 情形 ,我们 还 要 侈 定 pe CD, X) 本 质 的 具 
体 的 必要 且 充 分 条 件 , 再 把 它 用 于 人 研究 算 子 方程 的 可 解 性 。 

为 达到 这 些 目标 ,和 球面 8% 辣 伦 群 的 序列 有 关 的 概念 neun 
(57)) RER (Ahr ME” Bb NO. 如 在 1.6 节 中 提 到 
过 的 ,对 固定 的 > 0, 只 要 a> ep +l, RE raS) 是 同 构 的 
APR Abel 群 。 这 个 同 构 是 由 标准 的 ,所 谓 Freundenthal 同 纬 映 
Bt Brora ((S°) mu CU). 给 出 的 。 这 些 同 构 群 称 作 S" 的 2 
次 稳定 同 伦 群 。 对 于 [1€ 2,57). 的 给 定 的 代表 fist sh, 
找 出 它 的 Freundenthal Hak Ef MBAR ERA 
用 的 。 为 做 到 这 一 点 , 令 ? 是 了 的 到 S*CR 内 部 的 任 一 连续 延 
拓 ， 那 么 根据 第 一 章 给 出 的 同 纬 映射 的 几 全 定义 以 及 Ef. 的 同 伦 
类 只 与 (f] 有 关 这 个 事实 ,不 难 验证 Ef Sete! 一 set 可 表 为 
CHD EA aig stan) m (Gne stus [Fas stm) |» 
中 加 一 # 十 PP 此 外 ,不 难 把 (# EU ES (E > 0) 的 
简单 解析 表达 式 ， 其 中 E^ 是 Freundenchal AWN Mas 
e 


合 


在 # = OWE, a(S") = Z 《整数 加 法 群 ), 所 得 映射 大 S"->S* 
ROLE SHELTER, RETIA AT T GREAT 
SARERAAE, MAR MPP > 0 就 不 再 是 这 样 ， 事 实 
上 ,在 经 过 同 纬 映 射 多 次 作用 后 ,映射 iSS 的 一 些 重要 的 
同 伦 性 质 可 能 被 丢掉 了 。 有 一 个 和 群 nC) 有 关 的 恰当 的 例子 ， 
EAD GU) RAPZ, BUM a(S) ~Z TR. WR lal 是 
a(S) WERT BAGH o ABUT BA Elna] 一 0, 

Se We AR KSes, RAAT E AOL A 


1) 读者 应 沪 注 审 到 ， 在 负 指标 Fredholm HF LIBERIS MERI IER RUE 
ABR. 事实 上 ,在 3.1 SERLATUEDIT BRL + CHC SCERS LUN AR 
的 .于 是 ,扰动 的 HE I. + C 的 入 域 中 的 点 乡 扰 动 到 附近 的 另 一 点 p'o 
而 不 影响 二 症 C 的 可 能 让 大 不 可 能 的 ， 这 与 (G3,1,46) 的 一 般 结论 相抵 甬 一- 原 
m. 
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LIVE rnt+p(5") 联 系 起 来 .此 外 ,还 考虑 它 经 过 Freundenthal 同 纬 映 
射 重 复 作用 所 得 到 的 序列 以 及 相应 的 同 伦 类 EL 有] € na pp S77). 
BRA nt h> ? 十 1 时 , 把 EST] 称 作 f 的 稳定 周 伦 类 . 
下 而 证 明 
(5.3.20) 定 理 (Svarc, 1964) 设 工 是 映 到 Y 的 线性 Fredholm 
算 子 ,指标 ? 非 负 , 那么 紧 辣 伦 类 CD, Y) 一 一 对 应 于 ? 阶 稳 
ERER mue (57) 的 元 素 (>p +1), 

TER: 基本 的 想法 是 重复 构造 Leray-Schauder 度 时 的 论证 
来 代替 Brouwer 度 的 稳定 同 伦 性 ， 设 je 62(0D, Y), 我 们 可 以 
假定 了 一 工 十 C， 其 中 : G) 由 G2.4.2), 当 n2 e+ lit, CH 
MAST Y 的 有 限 维 子 空间 You. Gih (1.3.38), 工 是 满 射 . 
因为 是 指标 为 ? 的 线性 Fredholm 算 子 ,可 以 分 解 X 为 Ker LO 
Xl， 其 中 dim Ker =p, L: X,— Y 是 有 界线 性 同 胚 , 其 逆 为 
LUIE 了 的 定义 域 限制 到 OD, (Ker LOL HY ,4)), 就 得 到 
一 个 自然 映射 RODA, > Yan, BELA: T0) = Fy 十 = 
Ln t+ C(m +7), 因为 je@(8D,Y)， 不 仅 对 xE8D 有 
Hs) 关 0, 而 且 存在 一 个 正 数 «> 0。 使 inf 2220. 8 


则 ,采用 (5.3.9) 的 证 法 ,再 用 上 线性 Fredholm 算 子 的 性 质 , 将 有 
序列 {xa} EOD, 使 x 一 x 和 Mx) 一 0， 从 而 KZ) 一 0 和 
26 8D。 于 是 对 :€0D,,, f(x) € 0, TUELA Srt 
的 自然 映射 如 下 : 对 rest, fol) 一 /2 fe 6 (D, 
Y) RERA r) 之 间 的 对 应 关系 * 定义 为 e(l) 一 
[he], AR? 有 意义 ,必须 证 明 SEM Dh] 的 有 限 维 子 空间 
Y, 的 选择 无 关 。 为 此 , 设 Yan 和 Youn 是 两 个 包含 COD) 的 
FA, n,m 之 十 1, 用 太 和 如 记 球 面 亿 的 相应 映射 那么 子 
空间 You Ynn AE COD), f go MBE LH 


WODA {KesL NAY aN Poss) } > Y aN Y mss 


经 过 同 纬 映射 多 次 作用 后 的 延 拓 。 BREAKER, fom [A 
两 者 的 辣 伦 类 thl.te] RS [ru] 有 关 。 再 由 Freundenthal [rj 
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SRW, [A] 和 [gs] 处 于 同一 稳定 周 伦 类 中， 

下 证 一 对 一 , 设 有 两 个 紧 连 续 映 射 f, CE E13(8D, Y)) 48 
是 工 的 有 限 维护 动 ,z[ 力 = cl el, RINER, f Me 在 2(8D,Y) 
A. 根据 和 (5.3.4) 的 第 一 部 份 中 相似 的 论证 ， 可 以 假定 
f 一 工 和 8& 一 工 的 值 域 都 包含 于 Y 的 同一 个 有 限 维 子 空间 多 中 ， 
那么 有 紧 同 伦 Lx 十 C(x, i): ÑX [0, 1] >? 从 + 到 g。 重 复 
(5.3.11) 的 证 明 , H Tierze 延 拓 定理 保证 映射 Le t Cls t) T 
议 被 延 拓 成 COD, Y) HW RRA, 

余下 的 只 是 证 明 ， 如 果 RL COD, Y) 中 两 个 紧 同 伦 
的 映射 那么 rl 一 +r[f1， 为 此 , 先 假 定 =L +C 和 = 
上 十 G3, 每 个 紧 算 子 C;6—1,2) 有 有 限 维 值 域 ,那么 和 (5.3.11) 
中 一 样 , 可 以 选取 连接 所 和 户 的 紧 同 伦 aCe, 1) 一 工 二 C(x, D. 
:€[0, 1], fERESI— UI E [0,1], C(x.) 的 值 域 都 含 于 同一 
有 限 维 子 空间 之 中 ， MH ESHA lA] 和 zr[ 户 ] 的 定义 ， 
可 得 出 r[f] 一 rtf]。 在 一 般 情 形 ， 我 们 首先 指出 , ARACA 
(hl MA) 来 说 。 每 个 都 有 特殊 形式 的 3; 一 工 十 C; 作为 代表 
G=1,2), Xh C; 紧 。 那 么 由 刚才 给 出 的 证 明 指 出 ,对 应 
rih] = rif G1 52) SRR P; MAREK, 
(5.3.20°) fü&ib 在 Svarc 定理 的 条 件 下 : 当 且 仅 当 (5.3.20) 的 证 
明 中 构造 的 自然 映射 + 使 z( 力 Olt, f= Lb +c 非 本 质 。 

证 明 : $ 8 一 工 一 6 其 中 o ESIY 中 的 常 映射 , 选 co 使 其 
不 属于 集合 (lem + to X = X Ker L, x € Xlll <1} 
在 工 下 的 像 集 ， 根 据 (5.3,20) 中 7 的 定义 ，r[g] — 0, mR 
rif] = 0, W rifl = rle], (Me 有 相同 的 紧 同 伦 类 。 根据 
(5.3.3), 因 为 上 SEA HR f 必然 非 本 质 。 

另 一 方面 , 如 果 { 非 本 质 , f DR Re F g, 但 rig] 一 0， 
& tif] = 0, 

用 下 面 的 办 法 可 以 简单 地 构造 出 一 个 index L 一 p AIK St 
ECOD, Y), WoR, 1-4 是 从 Banach 空间 X 到 线性 子 
空间 Y 上 的 映射 ,了 的 余 维 数 为 p, 同时 在 xX 的 单位 球面 O2, Lb, 
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x + pls) 0, AYE (5.3.19), Leray-Schauder BE dU + d, 0, 
8X = 0, 故 映射 了 十 ORF OA, EE, dd. DUNT P SCC 
限制 到 Y, 并 把 g — 1 +b ETE X KJR Y 的 映射 ,就 
可 以 用 来 研究 + ORE. BE rd L, CR 1,0 fà 
域 局 限 到 Y 所 得 的 映射 ，g€ CLD, Y), L BER IO P 
的 线性 算 子 。 我 们 将 确定 这 样 的 映射 8 本 质 的 必要 且 充 分 条 件 。 

对 具 奇 异 点 的 算 子 方程 的 应 用 

作为 Svarc 定理 (5.3.20) 的 应 用 , 我 们 研究 一 类 簿 单 的 半 线 
性 算 子 方程 的 可 次 性 问题 。 这 个 半 线 狂 算 子 是 工 十 NW、 其 中 
LELOX, YVETTE P RHE Fredholm f. N E-E RES REA 
HEPS 0 的 情形 , 当 把 > 看 成 rS) TERE ORSK). 
如 果 工 十 尺 相 应 的 稳定 同 伦 类 非 平凡 ,那么 从 (5.3.20) 可 得 到 
Let Nu 一 0 的 一 个 可 解 性 判别 准则 . YP > ONE, 这 个 结果 在 
应 用 时 显然 不 方便 。 事 实 上 ,如 果 p 一 0， 如 已 经 提 到 的 ,在 同 纬 
映射 的 反复 作用 下 ,映射 上 十 C 的 有 限 维 副 近 的 本 质 狂 仍然 保持 
不 变 。 但 是 一 般 说 来 ,如 果 p> 9, 情形 就 不 再 如 此 。 于 是 必须 补 
充 一 个 一 般 的 定理 , 它 的 条 全 比较 简单 ,在 具体 占 题 中 常常 又 易于 

今后 我 们 不 仅 假定 算 子 N EUER. EXN RTE ME 
RF SER: 

ACA): 没 X = KerLOX,, Po & y 到 cokerL WARE 
M.A, 每 当 x€X, 一 致 有 界 和 me Ker 工 的 范 数 充分 大 时 ， 
都 有 PNG H a)l 0. 

对 于 可 以 给 出 先 验 估计 的 那些 算 子 方程 来 说 ， 一 般 都 满足 这 
个 条 件 。 现 在 证 明 (5.3.20) 的 如 下 改进 ， 

(5.3.21) 定 理 设 De 是 Banach 空间 X 中 的 球 ， 其 半径 R 充 分 
大 ,再 设 L + NE CLODe, Y), ANNEX 上 一 致 有 界 , 并 满足 
上 面 的 条 件 (A)。 BALINAR MME ARSRE RAH 
Bla) = pla)/ | aa) |: S11 57. ORERE RIEN, Koh 
pla) = PN(Ra), d — dim Ker L, dy=dim Ker L*, a && Ker 
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工 上 范 数 为 1 的 元 素 。 

证 明 : 首先 证 明 , 如 果 算 子 f Lok C 满足 所 述 的 条 件 , 就 
可 以 由 一 个 紧 同 伦 在 OD, 上 形变 成 Kros x) = (Ln, PN: 
X,@Ker L — Y@cokerL, 然后 用 证 明 Svare 的 结果 (5.3.20) 时 
给 出 的 构造 法 证 明 , 在 Lx 一 时 ， 当 把 ?了 看 作 OD. 的 奇异 自 
由 映射 时 ,了 的 疗 伦 糯 对 应 于 正规 映射 的 稳定 同 伦 类 ,其 中 icd 
应 于 pla) 一 BN(Ra), HA, 因为 映射 LAER 
映射 下 不 变 , 就 不 难得 出 要 证 的 结果 。 

第 一 步 : 为 讨论 连接 1 到 7 了 的 紧 同 伦 ,我 们 把 写成 (Pfs 
Pof)， 其 中 忆 和 Po 分 别 是 Y 到 YY 和 coker L LAVA. dB 
4: SEE 1 和 ?了 的 紧 同 伦 ` 

A(x, t) = (Lx, + ££,Na, PoN (a Ft), 
WERNER TF CA), 那么 只 要 R 充 分 大 , 在 
BDr X [0,1] LUA ACs, 1) #0, BS ES MR PNG 十 t) 
和 Lx, + :PJNx 两 者 都 为 0, 则 [las] 和 de] Ou (etl) 就 应 
该 充分 小 。 

第 二 步 ; 我 们 注意 到 ,因为 LX > Y. 是 线性 同 胚 , 不 失 一 
般 性 ,可 以 设 Fes x1) = Gn, PN). 以 及 coker LC Ker L, È 
Ker L 一 coker LOW, ERII Fo 设 AHEM PNCRa) 相 联 
系 的 规范 映射 。 其 稳定 同 伦 类 为 [e]， 当 把 [5] 看 年 na^) 
的 元 素 时 ,用 (5.3.20) 证 明 中 的 构造 法 , 可 以 断定 了 的 间 伦 类 gl 
对 应 于 [站 。 为 验证 这 点 ,遵照 (5.3.20) 中 的 对 应 v KIARA, 我 
们 用 满 射 Lema tes 代替 Lxx, Khe >o ih, x— 
x dvo ow, vEcokerL =V, wEW, Cx = PN(t), Če = 
PN(%) —ev, CH RRGcokerL, 我 们 可 以 把 C 看 作 XO 
KerL—>X ,@eokerL 的 映射 (X4 J& k RETE k n7 9-2). 
令 S —dzllzl = 1r € Ker LOL VOX Y LRH LOVED 
Xa) = VOX, 我们 可 以 把 Se 和 XQQVOW 中 的 单位 球 等 
BER, TE] 和 映射 了 的 规范 化 的 同 伦 类 重合 ， 其 中 On) 一 
(ay + 80) b UNS, — bo = yt PON, x TU] d Aa 的 


E 


RE Freundenthal ASHRAM A Ela], HRA Be 
ELA] 稳定 ， 

第 三 步 ” 最 后 指出 ,由 《5.3.20'), 当 且 仅 当 A) 的 稳定 同 伦 
类 为 0 时 , 蕊 从 而 力 非 本 质 . 

不 稳定 同 伦 群 对 算 子 方 往 的 应 用 

类 似 于 (5.3.4), 取消 可 解 性 同 伦 判 唱法 中 的 "稳定 一 词 ， 还 
可 对 刚才 得 到 的 结果 (5.3.21) 作出 进一步 的 改进 ， 事 实 上 ,在 工 
的 指数 Pp 一 0 时 ,由 (5.3.21) 推出 ,如 果 映 射 AC) 的 同 伦 类 非 平 
包 , 那 么 算 子 方程 Le 十 Nx 一 0 可 解 . 另 一 方面 , 当 ? > 0 时 , 简 
单 考察 同 伦 群 n, (57). 的 表 (在 Toda [1961] 中 可 找到 ) 就 可 
看 出 ,在 利用 所 的 稳定 同 伦 类 作为 可 解 性 准则 时 ,很 多 信息 常常 被 
丢失 了 ,以致 & 的 同 伦 类 的 非 平凡 性 不 能 保证 可 解 性 。 但 是 与 此 
相反 ,有 下 面 的 化 较 强 的 结果 成 立 。 
(5.3.22) 定 理 设 LEL(X, Y) 是 指标 P 非 负 的 线性 Fredholm 
BF, NECX, Y) HERA) HE ING) 和 INGO 
均一 臻 有 界 。 还 假定 对 菜 个 > 0。 除 了 某 个 有 限 维 空 间 W 一 
Ker LOV 外 ,下 面 的 不 等 式 成 立 
(5.423) Ewl 2 Ce + Miel, PNG) wll < chel, 
其 中 P 是 从 Y 到 LOUW) 上 的 标准 投影 那么 如 果 dim V=m, 
只 要 E*1#] 是 mem a(S") 的 非 平凡 元 素 ， 则 方程 Lx 十 
Nz = OFT, Heh EUDR] 是 [a] 的 mw 次 Freudenthal MAE 
ACE LB 53D 中 的 定义 下 ), 而 A] EAR, Sl, dn 
果 p 一 0，、m 一 0, 或 者 更 一 般 地 ，E” 是 a(S) 到 uius 
(sean) 中 的 同 构 时 ,只 要 Lu] 非 平凡 ,那么 方程 有 解 . ， 

证 明 ; 这 里 用 到 的 基本 想法 是 ,应 用 简化 定理 (5.1.9) 把 可 解 
性 问题 化 为 有 限 维 的 河 题 ,然后 下 用 Freudethal (APR aT AE DR 
解决 有 限 维 问题 . 

为 实现 这 个 想法 、 我 们 写 X wow, ERE 
理 (5.1.9) JEH Lu- Vu = 0 的 可 解 性 问题 可 以 化 成 对 方程 
(5.3.23) Ly + PyN (wg t wlw) = 0 


un 


的 研究 ， 其 中 Py 是 Y= LO) = Yo 的 标准 投影 。 此 外 ， 
由 简化 引 理 和 Nw 在 Y 上 一 致 有 界 可 知 jn(wo) 也 在 本 上 一 
致 有 界 。 现 在 考察 (5.3.23 )。 再 次 把 它 分 解 成 两 部 分 ， 一 部 分 在 
KerL 上 ， 另 一 部 分 在 了 上 .于 是 有 W—KerLQV,.udB we W 
写成 wo 一 和 十 WAR (5.3.23) 的 左 端 可 以 写成 映射 gw) 一 
(Le +P, Nw), UN Gs + wai(wo)))。 其 次 ,我 们 注意 到 ,在 厂 中 
半径 RR 充 分 大 的 球面 上 ,由 同 伦 变 换 

hiw, t) = (Ly + IPN(GP) , PNC H t + wil eol)))> 
ge) 可 以 同 伦 变 形成 映射 gw) 一 (Le, PN(z))。 事 实 上 ,在 
半径 为 R 的 球面 Oe 上 (R 充分 大 )， 由 立 的 一 致 有 办 性 和 条 但 
(A) 再 次 推出， 如果 Ae, 0) o 0, Mol 和 jixoll 两 者 都 应 当 很 
小 。 从 而 在 0D. 上 Ale, 0] 0, 最 后 注意 到 ， 因 为 工 是 了 到 
LOU) 的 线性 同 乓 ， 恨 定 工 是 恒 等 映 射 不 会 影响 ole) WA 
类 的 本 质 性 ,于 是 可 把 gue) 写成 go(w) 一 (o, PN(Ra)), 其 中 
a€ (ala € Ker L, jal — 1), KIHEI a = go/ leol 
WHER [go] Sahm yw Freudenthal [jg E"[Z] 重合 ， 这 
就 得 出 所 要 的 结果 . 

HE: 

(2) (5.3.22) PERN RUE ER, AECH G.3.21) B—- TB 
FUE. 

Cb) 在 下 面 的 意义 下 结论 (5.3,22) 确实 是 加 强 。 我 们 不 难 构造 两 个 例 
子 : (i) 不 可 解 方 程 Lu + ww 一 0， 其 中 上 和 满足 定理 (5.3.21) OR, 
[B] 的 局 伦 关 非 平凡 ， 以 及 《ii 一 个 可 解 方程 ，[ 正 ] 的 稳定 同 伦 类 是 平凡 
的 ,但 是 [A] HAAREN. REPRESO Ci) 中 的 思想 。 选取 序列 
Sal}, A Hilber zd], 具 通 常 内 积 , 上 + NE M(B, B), 我 们 在 最 简单 的 
可 能 情形 indexL =1 来 投 所 希望 的 例子 ,再 利用 有 趣 的 同化 事实 : mS 
ZAR nO) za， 其 中 AS) 的 生成 元 < 的 Freudenthat 同 纬 Ele] 
09; 而 E[2c] = 0, FAL, MURPRATN AEEA A MORI [Rl 
[2e] € 2557), IBA [n] o0. IR, XJ 620, EA] 一 4。 为 更 清楚 些 , 我 们 
H r= (n BLA EXE 令 Le = (05 05054, ta, 5.) 使 
dimKer L = 4, dim coker L = 3 Aj index L = 1, 为 定义 AN 我 们 注意 到 :用 

e 


复数 5， a Rds 126] 的 一 个 代表 10 2) Dd 
As 2) 一 《2a [ar] 78,1 — 2|s]?) 

给 出 。 XXL 76. E[2a] 的 一 个 代表 申 = (06 Po 0 00, B 
s 5s 3,3) = OG, 2) 2Xs | sal) 给 出 .此 外 ;因为 Bz 非 本 质 , 它 有 到 5 
ABATE SIE ICE =B Bas Fs 90. LIP RS 1 令 BRA) 二 
Peleh 18 T8 A EIA R. H E 保留 (5.3.21) 的 记号 ， 令 # 一 re 十 
a, reékerL, lla] = 1, si Ker L, 定义 Ni(Ra + x)= $e) = 1,2,3), 
NaC Ra + 2) = Gi Oey 对 ABS, NU) m 0， 不 难 难 证 N = (Nis NssNs， 
Nar) 满足 条 件 (A), ILE, MSI, NARA (Blo, m 
[8 ; 的 稳定 同 伦 类 等 于 0。 最 后 不 难 证 明 方程 Let Na 一 0 在 1 中 没有 
M. 事实 上 , HS 的 构造 ，Lu + Nu 天 0。 另 一 方面 如果 RLQM 440, 
ta 十 Nu 的 第 四 个 坐标 是 n(2]n] + R 一 1)>0 而 如 果 一 0, 对 (4 
Arps) €, B= ($,,9:. Pas 040, 

(E) 当 把 一 个 非 线性 kredholm RTERRARAH, BLUE (5.3.21) 
AROMAS Lor. 


5.8E Rag CER Fredholm HFM RR 


WERA J(x) 一 p 属 于 EGRBD,。X)， 并 且 在 X 的 有 界 区 域 
D EHER MAET C”), 那 么 可 借助 微分 技巧 定义 它 的 Leray- 
Schauder 度 ， 更 明确 些 , 设 对 一 切 x6 6D，j(x) A p, RENER 
Leray-Schauder BF d(f, p, D) 可 以 这 样 计算 ; 

第 一 步 ; 设 o 是 jlx) — ”在 忆 中 所 有 解 的 集合 , BRE o, 
上 f(x) AR. A. BRR EM FRED EIBIESRUToa 有 
限 , 我 们 令 


(5.3.24) af, p, D) = >) a( G2, 0, D), 


ry 


第 二 步 : MR f(x) Eo, 上 没有 逆 , 由 (3.1.45)， 我 们 可 找 
到 和 中 序列 tw ~ p, 使 得 在 OD 上 Me) A ps。 HERB or。 一 
{alse D, f) 一 p.) 上 fGO BB. BARS 
4s p, D) = lim d(f, Pas D), 
(5.3.23) WA ats. dU. p. D) 的 定义 和 5.3C 中 给 出 的 定义 一 
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&. 

M: mA f(x) 在 sa, LAW, 根据 Leray-Schauder 度 的 
性 质 ,两 个 定义 必然 一 致 .另外 ,我 们 注意 到 ,因为 Leray-Schauder 
度 对 ?连续 ,在 OD L 1G) v pT Pap 时 lima(j, Pos 


D) 必然 存在 且 等 于 dU, Ps D). 

上 面 所 讲 的 定义 光滑 映 射 的 度 的 方法 显然 可 以 用 于 很 广泛 的 
一 类 非 线性 Fredholm 算 于 。 但 是 在 Leray-Schauder 度 的 任何 
这 种 推广 中 ， 如 有 果 同 伦 中 的 映射 是 加 定 指标 的 正常 Fredholm 算 
子 , 而 不 加 另外 的 限制 ， 那 么 就 不 再 保持 关键 的 同 伦 不 变性 。 例 
如 ，Kuiper 证 明了 , 定义 在 无 穷 维 可 分 Hilbert BEH LAM 
线性 算 子 群 是 可 收缩 的 。 于 是 定义 在 瑟 上 的 任 写 两 个 有 有 递 算 子 
LM La AWRA (5.3.24) 型 的 哪 种 定义 ， 通 过 有 北 的 零 指标 线 
性 Fredholm AF, LAL MEM RA {llzlu 1} 上 局 
fe*. 

因而 ,对 定义 在 站 上 的 零 指 标 光 滑 正常 Fredholm 算 子 ,我 们 
将 用 如 下 的 方式 定义 一 个 同 伦 不 变 ( 檬 2) 度 : 设 了 是 零 指标 正常 
Fredholm 算 子 ,在 Banach SAY PRE (ES ARDORD LAT 
C 类 ,还 设 对 ze OD, 1G) v p. 

第 一 步 : 假定 在 集 ce 一 tzlze D, f(x) = p} 的 每 一 点 , 映 
ot PEC f(x) Ex Y 的 满 射线 入 映射 )， 那 么 由 f 的 正常 
性 保证 集合 e, 紧 。 TAIT. BA 了 Cx) 的 指标 为 0 以 及 满 射 性 推出 
TG) 有 逆 , 因 而 由 吧 通 数 定理 ;jx) Lo, 上 局 部 同 胚 ,于 是 cr 有 
限 ， 我 们 令 广 义 度 da, p, D) 等 于 集合 o 中 元 素 个 数 的 奇偶 
性 ， 

第 二 步 ， 如 果 在 o, 的 某 个 点 上 映射 了 不 正则 ， 由 (3.1.45), 
我 们 可 以 在 了 中 找到 序列 bo 一 p EI re OD, f(x) H pa 并 
BE e, = izlee D, f(x) 一 po} LAER, BARS 

delf, P, D) = lim dlha Pas D), 


* PRUE RA BH E, 


oalde 


自然 , 仅 当 0, ro D) 与 序列 名 无 关 , 昌 相应 的 极限 存在 时 , 刚 
才 给 出 的 定义 才 有 意义 。 事 实 上 ,我 们 下 面 证 明 
(5.3.26) 在 上 面 责 步 中 讨论 的 函数 C, P, D) 有 定义 。 

证 明 : 只 需 证 明 , 如 果 ” 是 f 的 正则 值 , 昌 对 zt OD, fle 
ps 那么 在 OND 中 点 的 数目 是 CU) C( 万 ) 中 的 局 部 党 
值 函数 。 在 那 时 。 如 果 有 两 列 正 划 信 {2} M {4。}， 两 者 在 Y 中 
都 趋 于 那么 对 充分 大 的 #。di(f, Pas D) 一 dals Ias D) WE, 
BT dalhs po D) 稳定 ,于 是 在 第 二 步 中 aS P D) 的 定义 
是 合理 的 。 

我 们 证 明 稍 微 更 一 般 的 结果 。 如 果 对 xE 8D, f(z) sep. p 
是 了 的 一 个 正则 值 ,在 C:(D)n C(8D) ka 和 上 充分 接近 ,那么 
FOND 中 的 点 的 数目 等 于 4:Cp) miD 中 的 点 的 数目 。 如 在 
上 面 第 一 步 中 所 讨论 的 ， 广 (pmD 包含 有 限 多 个 点 。 必 如 说 是 
matt 设 OGI, 起 屁 两 丽 不 交 的 开 邻 域 族 。me 0,， 

k 

那么 (B-U o) 不 含 n Hs RABENO FATE 


fa 


k 
党 性 推出 c(D— U o) diet e. 因为 rG) RSS 
UA 


注射 线性 Fredholm 算 子 ( = 1, 2,…, As 故 对 每 个 i 一 1,…,， 
8 (4) VER, WB Arh iz 函数 定理 推出 8 是 从 0; 到 ?的 
某 邻 域 上 的 微分 同 幅 ， 于 是 恰 有 一 个 点 zE O05 gn) 一 加 这 
CREE COND 中 点 的 数目 和 ND 中 点 的 数目 相 
等 。 

PHAR 4,0, p, D) 具有 度 的 主要 性 质 。 
(5.327) V f EE D(X 的 凸 开 子 集 ) 上 ， TE 6D 上 fle) +p, 
是 零 指 标 C' 正常 Fredholm 映射 ,那么 

G) Ë d, p, D) + 0, 则 方程 fe) = p 在 D 中 有 解 (所 以 
DRED Ke) Ap, WA d, PD) = 0); 

Gi) EX CHE ER Aest) Fo dels Ps D) 是 不 变 
B Rh AG, 1) 是 零 指标 Fredholm MF, O4 read, 
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(€10,13, Alx) Æp: 

(Gi) des P, D) 对 ?和 fe C! BH, HS Y fOD) 
中 包含 p 的 分 支 有 关 ; 

GO MADE OER AMR, FEAR. BA 
delfa 0,D) #0, 

证 明 : (CO: 如 果 ds(f, P. D) 6 0, HEX, 有 点 列 Pa P 
和 xa€DD 使 (x) 一 pm。 因为 1 是 上 的 正常 算 子 ，{xs} 有 
WFR. IR s. (AR. 由 f 的 连续 性 得 出 f(x) =p. 
因为 对 xE 8D，f(x) se p, 所 以 FED, WEED p f(x) » p. 
那么 由 定义 ds(f, p, D) 二 0, 

Gi): WE Alr, 0) 是 定义 在 D X [0,11 LMS C ER 
Fredholm F, 4 Æ Ag, 对 x6 ÓD PM c6 [0, 17, Ales 
Æp, R P Ale, WEN, HA, 27>) 是 紧 一 维 带 边 
WE”, OBS CUR RUNE ASF Pr) 中 点 的 数目 ( 记 作 
de (OG ot) 中 点 的 数目 ( 记 作 并 (720) z RI. I 
为 紧 一 维 流 形 的 边界 有 偶数 个 点 ,所 以 
(5.3.28) 8(f7 (p)) = (g^ (p) (mod 2), 
现在 假定 ?是 f 和 & AVENE AE AENA, H (5.3.26) 的 
ipBj.scE4pE V, MAT eV, BUMP) = FU), 
Sg!) = Bee), E GLAS), &(, 0) EV AEE 
六 ,根据 前 面 的 证 明 ,(5.3.28) 对 $ 成立, 所 以 对 ? 也 成 立 。 

最 后 ,如 果 了 不 是 了 和 & 的 正则 值 ,由 (3.1.45)， 有 序列 p, 
PoPa 辣 是 和 8 的 正则 值 , HIE OD X (0,17 上 Ale, D v5 Py, 
于 是 由 dU p, D) 的 定义 和 上 面 一 段 ， 

d,(f, P, D) = delf, Pas D) = d(g Pas D) = d, (gy, P, D). 

Gii)—Gv): 和 5.3C 一 样 , 这 是 〈ii) WH ARIE. 


站 对 于 园 定 的 :， 所 x, {) ABH Fredholm Mwy. FAA DXI0,1) E 
Ales EC RARER, Aer) 是 指标 为 1 的 Fredholm (df, JA dft 
h(x, f) WENI By dim Ap) = i, 


316° 


5.4” 同 伦 和 非 线性 算 子 的 映射 性 质 


在 这 一 节 。 我 们 将 从 G) 各 种 有 界 区 域 DCX 上 的 (广义 ) 度 
BHR (b) 了 关于 的 本 质 性 来 导出 非 线性 算 子 fe CX, Y) 
的 映射 性 质 ， 除 非特 别 声明 ,我 们 这 里 讨 沦 芍 允许 映 计 类 入 限于 : 
WRDEX PAR MRR OD 上 do) p. 那么 信 在 一 个 度 
HR 4(f, P. D) (EZR Z HRE) E: 

G) 由 30. Pa D) = 0 fet PE f(D); 

(i) AO, pa D) 在 允许 的 紧 同 伦 变换 下 不 变 ; 

Gii) 如 果 记 是 中 心 在 原点 的 球 ，f EARUM, WA 1 关于 DD 
本 质 , 并 且 d(,0, D) #0, 

由 上 节 的 讨论 ， 和 包含 恒 等 决 射 的 紧 扰 动 和 非 负 指标 的 线性 
Fredholm $F, ARH 5.3E， 指 标 为 0 的 正常 C; Fredholm 算 
TRUE UL. 
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我 们 首先 证 明 
(5.4.1) 定 理 db fcC(X,Y)nA EM, ARTA pseY 使 
ahs pws =) 2- 0 其 中 > 是 款 心 在 原点 的 包含 六 (ps) 的 任 一 开 
FR USA f ERE, 

WR: 设 PEY，, 工 是 了 中 连接 ”和 bx 的 直线 段 ， 因 为 1 正 
常 , 工 紧 ,所 以 PML) 也 紧 ， 从 而 有 界 ， 故 可 找 一 个 半径 只 充分 
大 的 球 Zr iz dele RI E HL) MRA PG)== 夫 十 
Q — 25, 记 工 的 点 GELO, 1]) ,由 度 的 同 伦 不 变性 推出 
(5.4.2) ŽC, P, Zr) = dG, PG), Zr) = dU, Pas Xn) 0, 
于 是 方程 f(x) 一 ”在 38 中 有 解 , 故 1 是 满 射 。 
(5.4.3) 推 论 设 feC(X,Y)mA RSS SUE EH, 那么 是 满 
射 。 

证 明 : 因为 € or 是 正常 映射 MAO ER UR 

Zr = dallal S RP OE (SR J& GA. E UC A 


EER 


94,0, Sx) #0, ALR (5.4.2), f RET. 

《5.4.4) 推 论 设 fe C(X, Y) A 是 作用 于 复 Banach 空间 之 
间 的 正常 复 解析 映射 ， 假 定 (和 Leray-Schauder 度 的 情形 一 样 ) 
Susp PERD) ~ (OD) 时 都 有 30, P, D) #0, BA 
E . 

证 明 : 由 定理 (5.4.2), 只 需 找到 一 个 点 如 上 Y 使 得 当 球 X 
足够 大 ,包含 了 fra) 时 ,就 有 IE, Pes 2) 0 i Pa BX) 
中 任 一 点 ,由 假设 条 件 ,因为 pw < (X) — FOE), He dO, Pas Z) 
+0, TE f 是 满 射 。 

(5.45) 推论 设 C 是 定义 在 Banach 空间 X EMRE 
子 , 其 渐 近 导 算 子 为 C1, LE L(X, Y) BERMAN: Fredholm 
RF, 工 十 C, AWWA 1 一 工 寸 C BMH. 

证 明 : 我 们 首先 证 明 ,在 所 给 条 件 下 ,如 果 fe LC, BA 
Y 中 有 界 集 B 的 原 像 集 在 Xx 中 有 界 。 并 且 + 是 闭 映 射 ， 再 完全 重 
复 定理 (5.3.16(ii)) 中 对 Leray-Schauder iE 4(f-p,0,，D) 给 出 
的 证 明 , 我 们 就 证 明了 了 是 满 射 。 

FRE, MRBRY PAAR, BAB) EXHAR 
集 。 设 若 不 然 ， 将 有 序列 ze X. laud > 20 和 一 个 与 ?无 关 的 
RM, 使 得 
(5.4.6) IG + Cies + (C — Cite) <M, 

另 一 方面 ,因为 L -- C. 有 逆 , 存在 常数 27 0 (与 ?无 关 )，。 使 
NL + Cadell z Klin. Dini (5.4.6) 推出 
paj {x ~ ME = Coal) cy, 
isl 
如 C: 是 C 的 斯 近 导 算 子 , 当 = 充分 大 时 有 CC — CO ud << 


JE RS comb. 


其 次 证 明 f RAR. DEBBIE, EMD), BYE 
yy. 由 上 面 的 证 明 ， 有 有 界 集 {2} 使 ee) 一 yj， 必要 时 
选择 子 序 列 后 ,我 们 可 以 假定 Co, > 2 (Y Hii) onu] 在 


1818 


YP ARC, (ET 1.3.37), BA d 收 伍 到 基 元 
T, 由 连续 性 得 n) — y, Fie KD), 
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和 5.1 节 一 样 。 RATA Waa UEDA E cts Sep Me 6i 
果 。 作 为 例子 ,我 们 证 明 下 面 的 唯一 性 结果 ， 
(5.4.7) 定 理 DS Banach 空间 X 的 有 界 区 域 ， 了 是 D 一 X 的 
RAB, 如 果 ECOD, X) 是 重 等 映射 的 紧 统 动 ，a(f, v, 
D) 一 土 1， 那 么 方程 f(x) =p 在 D 中 恰 有 一 个 鳅 . 

证 明 : 我 们 首先 注意 到 ， 因 为 了 是 局 部 同 胚 , 而 且 了 是 五 上 
的 正常 映射 , 所 以 集合 o, 一 {x11(x) 一 p, ED) 离散 ， 因 而 有 
限 ， 由 (5.3.24)， 
(5.4.8) +1=d(f,p,D)= D>) 455093, 


xe fp) 


Rh OO, 是 包含 * 的 小 的 不 交 开 集 ， 于 是 只 需 证 朋 
OZ 0G) 是 也 中 道路 时 ，d(f, IO), OL). 为 常数 ， 因 为 这 
样 一 来 ,如 果 *，?E cr， 就 有 Aa 2.0.) = 40, P, Ov), 所 以 
由 (5.4.8) 得 出 c, 中 点 的 数 日 是 L 

为 证 (*), 令 PG) 是 六 中 任 一 道路 。 对 国定 的 了 , BR Onn 
如 上 所 规定 。 并 令 &a)e On, 根据 度 的 同 伦 不 变性 ，dD 一 
dC, PO)» Onn) 是 rE Ln, T]. RAAR, RITEN AG) = 
aC, 10PG)), Ono) 是 t€ [n, T] 的 常 值 函数 ， 为 此 用 Spon 记 
围绕 PEBRE OoN Onn 中 的 开 球 ,那么 
GAS) 4G. HPC), Oreo) = df, Hp(1:)), Spay) 

= alf, GG), 0). 

于 是 只 要 ln 一 Ti 充分 小 ,小 到 P0) € Onno M49) 就 可 
推出 对 一 切 cela, T], de) 是 常数 ， AMR (eld) = 20)} 
是 [0,1] 中 的 距 开 又 闭 集 ,于 是 如 所 要 求 的 ,az) 是 re [0, 1189 
常 值 函 数 ， 
(5.4.10) 推论 假定 (5.4.7) 中 的 条 件 满足 , 且 DNAD) = 
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BAF RDB JOD) WAH, 

证 明 : 为 证 这 个 结果 ,我 们 指出 KD)C(X 一 1(3D)), 于 是 
对 PERD), dfs P, D) AEN. HH AD) WRB, ZEE 
Be WRI d. P. D) 一 土 1. 根 据 定理 {5.4.7), 方 程 fo) 一 
P 检 有 一 解 ,因而 了 在 (D). ES ewe, 

在 上 述 观点 下 。 自 然 贾 问 是 否 从 有 界 开 集 忆 到 (D) 上 的 一 
对 一 且 射 了 是 同 胚 里 射 。， 和 有 限 维 时 一 样 ， 任 何 这 种 千 果 部 需要 
严格 论证 。 实 际 上 ,我 们 要 证 明 
(5.4.11) 区 域 不 变性 定理 设 fe C(D, Y)NA 是 线 狂 英 射 工 的 
紧 扰 动 ,其 中 世 是 零 指 标的 Fredholm 算 子 ,了 是 Banach 空间 X 
WATE, WE DÀ) (D) 的 一 对 一 映射 ,那么 了 是 开 映 射 
因而 是 了 到 f(D) AER. 

征明， 我 们 分 两 步 证 明 1 把 D 中 的 内 点 xs BR OD) 中 的 内 
点 ， 首 先 证 明 , 在 给 定 的 条 件 下 ,如 果 觅 射 1G) 在 以 e A 
个 小 球 S PAM WAM s> 0i) 包含 一 个 以 Gn) 为 
ib, 8 HEBER, OKIE, BRE F KO — Hl) 在 
SPAR, RTA OP BUM 26 A。 以 及 定义 A 时 的 
性 质 《证 ) 得 出 。 

不 失 一 般 性 , 设 x 是 原点 , 于 的 半径 为 1， 那 么 ,为 做 到 刚才 
所 说 的 ,首先 注意 记 , 罗 为 在 加 的 有 界 工 集 上 PE, BELL 
AOI) RRR. uE X 上 Fe) 一 f(x) 一 1(0) se 0, BB s 一 
4(1(02),0) >0, 没 |y — Ol x 6 AG 0 = EGO ty— 
G — 0f0), (€ [0, L]RATIEBE g(e) 一 f(x) — y 和 jCx) 在 
ez 上 紧 同 伦 ， 在 83 上 有 

aCe, 00 2 FG) — (001 — MOD — yf > 6 — (62 0. 
HGRA TG) 在 OS 上 本 质 ,很 据 (5.3.3) 可 知 # 也 在 OX 上 
SK. FEN ly -HOl<s, (Oy ELDER, Wü 
f) ESTAA 10) 为 心 的 s。 开 球 。 第 一 步 证 毕 。 
其 次 证 明 ， 在 所 设 条 年 下 映射 了 (x) 一 1G) — 100) XT X: 
本 质 。 我 们 由 证 明 了 IMECO—AMEHÉUN Fe or 来 做 到 这 点 。 
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事实 上 ,如 果 了 一 工 十 C，C 紧 , 令 Ae) 一 Lx 十 {Ctz/ 
G0) 一 C( 一 ww/(1 1). TR AC, 0. 是 所 求 的 紧 同 伦 . 
这 是 因为 ,如 果 对 某 个 上 zo 一 1 MEA E10,1] 有 Ato r) 
9.852, xf AnD 一 天 一 xo/(1 十 4))， 因 为 在 全 上 一 
对 一 ,这 不 可 能 .现在 AC e) 把 了 和 一 个 奇 映射 


e no [e(2)- (72 


连接 起 来 ,因为 A(*, DEW TEX EUR, TREIREESORRI. f 
#2 LAR, 


54C 不 动 点 定理 


如 在 第 三 章 已 提 到 的 ， 给 出 确保 从 Banach 空间 发 到 它 自 身 
的 映射 地 必 有 不 动 点 的 明确 条 件 常常 是 很 重要 的 ， 由 例 (5.3.1) 
可 知 ,如 仅 要 求 f ES, Brouwer Aap AE (1.6.4) 的 直接 推广 
是 失败 的 。 于 是 自然 想 在 映射 ! 一 je A 的 假定 下 解 方程 x 一 
f(x)。 作 为 第 一 个 结 打 ， 我 们 证 明 Schauder 不 动 点 定理 (2.4.3) 
ih PRE, 

(5.4.12)(Rothe) 设 了 是 定义 在 Banach. 空间 X 的 闭 单位 球 = 
ille <1} EAR, Bik 了 映 33 = {elje 一 1) AS, 
那么 #4 在 了 中 必 有 不 动 点 . 

证 明 : RETA, AHR *e[0, 1] 和 +602, RA 
B(x, t) = x — f(z) 95 0, 由 Leray-Schauder 度 的 同 伦 不 变性 ， 
有 

d(1 —f, 0, E) = dh( x, 2), 0,2) = d(1,0, 3) 1, 

于 是 方程 x 一 f(x) 在 中 有 解 ， 此 与 4 在 3 中 没有 不 动 点 相 矛 
B. 

RS HAMM 了 来 说 , (5.4.12) 可 改 述 如 下 : 

(5.4.13) 推 论 ” 设 1 是 定义 在 复 Banach SM XH X, 上 


1) Farle 和 Hamilton BAERI DARRAREN E. 
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鬼 紧 复 解析 映射 ,还 假定 了 映 OE, m (xl lx] 1} 到 名 的 内 部 ， 
那么 二 在 二 中 有 且 仅 有 一 个 不 动 点 ， 

证 明 : 上 面 (5.4.12) 的 证 明 指 出 dC? 一 1,0, 2.) — 1, 由 结 
果 (5.4.7) 推出 1 的 不 动 点 唯一 。 

不 难 推广 刚才 给 出 的 证 明 ， 以 证 明 如 下 的 先 验 有 界 原 理 . 
(5.4.14) 定 更 设 Hx, :) 是 定义 在 Banach 空间 X 上 的 单 参数 
WF HE [0, 1]， 对 圈定 的 € X, f(x, 1) 对 :一致 连 绕 . 还 
假定 对 任意 2€ [0, t], rm first) 的 每 个 解 部 属于 二 定 的 球 
E = {riie < Mh} Be fx,0) s 0， 那 么 紧 算 子 Hx, 1) 有 
RAR TEE, 

证 明 : 因为 对 固定 的 +，f(#,t) 在 了 上 紧 , 对 周 定 的 x, f(x， 
1) 对 :一 致 连续 ,所 以 f(x, 0) 在 X x [0, 11 上 紧 ， 由 假设 条 
性 ,对 eom ALE [10,1]， x% f(x 2), 所 以 (xut) =x 一 
f(x, 0 & OF X [0,1] 上 的 紧 司 伦 映射 。 根 据 度 的 同 伦 不 变性 ， 

d(x — fC, 1), 0, X) = dala, £), 0, E) = (1,0, E) — 1. 
所 以 (Ces 1) 在 3 中 有 不 动 点 ， 

时尚 样 的 想法 ,我 们 证 明 
(5.4.15) 设 了 是 映 Banach 空间 X 中 闭 单位 球 I m {al Hall 1) 
AX PURER ST, LRAT E 一 工 一 了 满足 
(5.4.16) g(x) pel x), RHEW P > 0 M—W x€ 65,. 那么 
1 必 在 2, 中 有 不 动 点 。 

证 明 : 再 次 假定 在 对 中 没有 不 动 点 ， 令 


1 
ao) tO 1i; IO 一 二 一 z)。， :€[0,1]. 


我 们 指出 ,从 条 件 (5.4.16) 可 推 册 ,对 一 切 *e 0X, 16 [0,1] 有 
£0) 7 0,8 gle) = gGO. 于 是 对 1€ 10,1], d(g,0, 2) 有 
定义 ， 根 据 Leray-Schauder 度 的 人 性质， 由 e AEB dle, 
0, Z) 为 奇数 。 再 根据 度 的 同 伦 不 变性 , d(g,0, 3.) 一 dlgs 0， 
Z)#0, g) — 0 YE Z SRM PEL aR. RST 
ES, PRATI ARP. TESS. 
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这 方面 的 另 一 个 有 趣 的 结果 是 类 似 于 (5.4.12) 的 如 下 结论 . 
(4.17). 设 f 是 定义 在 有 界 区 域 D LOR, 0D 不 包含 
Hilbert 空间 X 的 原点 ， 此 外 还 假定 
(5.4.18) 对 一 切 x€ 8D E UW, 2) < lal. 
那么 了 在 五 中 必 有 不 动 点 。 

WA: 设 f 在 D 中 没有 不 动 点 ,那么 映射 x 一 1 一 f& GOD, 
X), 其 Leray-Schauder if d(I 一 f, 0, D) 一 0。， 于 是 在 3D 
上 不 能 紧 同 伦 于 1， 从 而 对 某 个 le [0, 1] 和 2€ 3D, z 一 
ofla), {EE (5.4.18) 推出 h > 1, A a Ls BOD LA 
ADA, ROGER, EMNE 

Banach 空间 中 类 似 于 (5.4.17) 的 一 个 有 元 结果 是 
(5.4.19) WE TE CCD, X) 中 紧 映 射 ,其 中 D m (al lx < 号 ,而 
且 对 一 到 xe 8D 都 有 dx — Tal > ITI! — lal, MAT ED 
PERDA 

iA: 考虑 定义 在 OD X [0, 1] 上 的 紧 同 伦 Art) = x 一 
Ts, HS (5.4.14) 的 论证 ,假设 工 在 五 中 没有 不 动 点 ,又 由 证 明 
在 9D X [0, 1] 上 Ale, 1) 二 0 得 出 矛盾 .事实 上 ,如 果 me OD, 
€ (0,1)? B BG, n) 一 0, 那么 


(Pe = T, 


in — TadP = O — Tey = C a AY, 
由 此 得 到 
ITa = pum tm 一动/ 二 
于 是 从 (5.4.19) 的 很 设 条 件 推 出 


CL — 4p) Poroll? (CL 189/83 
OG TAPSEA + ae? 《因为 al), 


各 对 一 网 «€8D, gi (ixl 1, BA Wo, 2980 pri T GD IPBORCRIB A S M 
AK ay 1) 0 - Heil. 
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OSATA] 2 t+ GERARD, 
Ee TEMA, HERE 


5.4D KEJ fe ak BUE c PAG 


ME (n, 2) 定义 在 DXR E, RCo gnane 
BEBOER RMT NBM 2, Korb DE Banach 空间 X 的 一 
个 区 域 。 还 设 (0,1) = 00, HAA Leray-Schauder YD 
大 地 推进 对 方程 fx, 1) = 0 的 解 (x, 1) 的 赋 究 , 这 些 解 不 同 于 
显然 的 "平凡 解 ”(06, 7)。 作 为 简单 的 例子 ,我 们 证 明 
(5.4.20) 定 理 ” 设 单 参 效 污 16r. 1) 满 吓 上 面 的 限制 ,对 1 两 个 不 
HIR 4 Mds Leray- Schauder 度 有 定义 ,是 

a(x, 1), 0, D) # d(f(x, 1), 0, D), 
那么 方程 r, 4) 一 0 有 解 (E, 1), TEOD, AE (hs al, 

WR: 设 方程 f(x,1) 一 0 BAIRG, THe 2€ 0D 和 16 fa 
A BA, 对 i6i0,1], h(xs D — f, Uta) $E 
义 一 个 连接 fle, 1) 和 Kas) WERC. BOAR, 
ale, 2,), 0, D)  d(f(, 41), 0, D), ATER PE HA IB 
于 是 ,对 某 个 EOD 和 HE [0,1] A Alen) = 0. 

作为 (5.4.20) 的 一 个 简单 电大 有 意义 的 谁 论 ,我 们 提 到 
G.421)838 WEN OE XE Banach 空间 YX 上 的 紧 渐 近 线性 算 
了 可， 其 浙 近 导 算 子 为 C， 如 果 AS 是 C at dH, HARE 
S20, HEX RE. ETUA I WHE D, 方程 r= 
aNs 都 有 解 (x,4)， 其 中 EaD, 1€14,—e, à +e], 

证 明 : e> 0 给 定 ,我 们 计算 算 子 工 一 (十 es)N 和 1 一 
(à, — e)N 在 D 上 关 寸 寒 点 的 Leray-Schauder Æ, His DJEX 
的 任 一 有 界 集 , 它 包含 球 I (ate SRR > 0 充分 大 ,我 
们 将 证 明 这 两 个 度 不 等 ,从 而 由 定理 (5.4.20), 方程 * 一 XNx 有 
一 个 上 面 所 讲 的 解 〈z。2). 

为 计算 Leray-Schauder 度 d(1 — (4, 十 8)N, 0,D)， 我 们 
SB, RE OD, 0) IA, 1 — (a o e)N (EOD ESA 

EE 


BE L= tet RAG. FRE, Re >o 充分 小 ， 
那么 下 C 紧 ， 工 有 逆 , 就 有 常数 8 与 无关) 使 Lux] > allt. 
因为 C EN 的 渐 过 导 算 子 可 二 Ra 足够 大 ， 使 对 re 10,17 以 及 
lel > R, A 


We — Caj < pel /2( 4%] + Ds 
于 是 


[Lex — (Qs + £)i(Nx — Cx) 
> Lexi] — (Gs 8)lNx — Call 


上 
> (a— 54) lel 
= Haley > 0, 


因而 由 度 的 同 伦 不 变性 和 (5.3.16), 和 如果 DD 包含 Zro IA 
(5.4.22) d(I — (Aa + E)N, 0, D) = d(14,0, D) (7005s 
BPA CHAE Ote) 的 特征 值 的 个 数 。 类 似 地 。 如 果 
Ls 一 1 一 (i 一 8)C, BA 
(5.4.23) d(1 — Ch — E)N, 0, D) == d( Lass 0, D) = (710^ 
其 中 p 是 C 的 大 于 (2, — 6) TEAM. 因为 5' He 
数 是 奇数 ,所 以 nÆ (mod 2), 二 是 如 所 希望 的 ,7 (GLEN 
在 D 上 关于 0 的 Leray-Schauder 应 不 等 ， 推 论证 毕 。 

我 们 用 同样 的 方法 证 明 
(5.4.24 HEV Dab Banach 空间 X 中 含 原 点 的 有 界 开 党 ,六 是 
BAF, ROD SIX BUE 
(5.4.25) A—y) zE 0D 有 Nell Su > o*, 
那么 方程 x 一 2Nz BP G4), EOD, 

证 明 : ARRI, HAE (5.4.20), W—W AER, BA 
AA) = d(I — aN, YD) "GE X, BREEAM, LR“ 
2 一 0 时 ，d(4) —4(1,0, D) = 1, PTAA (5.4.25) 证 明 , 对 


© 此 处 原 六 为 "对 一 团 ks 94 WO [Nrj207, BAR. 下 文 证 明 中 也 相应 作 了 
eR taR, 
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某 个 绝对 值 充 分 大 的 + 有 4(1) 关 1, 这 就 得 出 矛盾 (根据 (5,3.14)， 
区 个 事实 与 N 到 刀 的 任何 紧 延 拓 无 关 )。 

为 此 注意 到 ,由 (5.4.25), 对 一 切 ze 8D, Nell >a > 0. 同 
时 由 DD 有 办 推出 al cR ORT R 2 0). 那么 对 充分 大 的 ts 
wit > 22, 就 有 anes] > ia le> R FE 
Leray-Schauder 度 的 定义 , 存在 xX 的 有 限 维 子 空间 X, ARRA 
Ns。:D 一 X。 WEN, {E d(1 一 4N, 0, D) = d(i 一 4N,,0,D). 
此 外 ,如 果 把 N, Æ DNX,。 上 的 限制 记 作 向 ,那么 

d(1 — AN,,0, D) = dall — AN,, 0, DN Xa). 

不 失 一 般 性 ,我 们 可 以 假定 dim X。 是 奇数 ， 以 及 在 ODNX, E 


TE 
Nxt 2 -m 
I ty 


其 次 证 明 
{*) 当 |2| 充分 大 时 ,在 ODNX, (KARA) 1 

+ AN, 
一 县 (*) 成 立定 理 就 可 得 证 。 实 因 从 X。 是 奇 维 这 件 事实 推出 、 
对 1 关 0，Brouwer HE d,(4À,, 0, D'Y X,) 和 do(— aN, 0, 
DNX.) 或 者 两 者 同时 为 0, 或 者 符号 相反 ,从 而 它们 中 必 有 一 个 
不 等 于 1。 于 是 由 上 一 节 的 结论 ， 正 如 所 希望 的 ， 存 在 某 个 
i€(— c, 0), 使 d(I — AN, 0, D) e 1, 

为 证 (*), 让 18| 充分 大 和 x€ DO X. (€ 10, 1]. 

lx + BNox) + O — 1) aN, xl) 
= EN E + oxy > (pilah — ile 


DAN, AEF 


>i lle Roo, 


M CO Dr ER UE, 

对 复 解析 映射 ,我 们 有 (5.3.16(v)) 的 如 下 重要 推论 。 
(5.425) fib ik DEM Banach BAXMA RKR (0€0D), 
(21) 是 定义 在 DXR 上 复 解析 映射 的 单 参数 族 , ED 7R 
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REM A FRA FE, A fx, OO, 此 外 还 假定 
(MAJED XR BAR g(r, 1) —e—f(x, 1) —0 WRAL 
那么 方程 g(x, 4) 一 0 WAM (3,4), FEOD, LE (0, 2], 

证 明 ; 因为 《zu 1) 是 g(x, A) — O RORE, Relo 22) 没 
AWARE (5.3.16(v)) ,如果 g(x, 4) 一 0 在 9D 上 没有 解 ， 那 
4 elt, 2), 0, D) 22, Ah, HOBBRT DRE d(g(z, 
0),0, D) 一 0 SE 1, 无论 在 哪 种 情形 , 都 从 定理 (5.4.20) 推出 所 
要 的 结论 。 

现在 用 刚才 建立 的 结果 研究 两 个 有 关 的 问题 : 

G) 方程 x o fx, 4) 的 谱 的 问题 , 设 f(0, 4)- 三 0, 当 2 在 
实数 成 中 变化 时 ,我 们 研究 “ 谱 ” 

2, = {alae RY, (s, 66,2 0}, 
Rob SHR r= fo 1) 的 解 (x, 1) 的 集合 。 

Gi) x= f(x, A) 的 连续 统 问 题 ， 假 定 (m, 1) 是 方程 r= 
Ke, 2) 的 歧 点 (在 第 四 章 的 意义 下 ): 我 们 研究 非 平 凡 解 (3, 1) e 
的 闭 包 中 包含 (x,， 4,) 的 分 支 . 

我 们 用 dZ, Y) WES Z, Y 之 间 的 距离 。 作 为 和 o, 有 关 
的 第 一 个 结果 ,下 面 证 明 
(5.4.26) 定 理 Vb fx, 2) 是 定义 在 X x (一 co, +0) 上 的 紧 
HF, (0,2) = 0。 当 1 一 oo 时 |ie, > 00 在 3 上 一 致 ,其 
中 3 是 Xx 的 任 一 有 和 界 集 合 ，d(3,0) >0, 假定 对 包含 原点 的 每 
个 开 集 Us JE x m f(x, AAR (U), ty), 2(U) € BU 和 
Ay € R 使 得 当 |z(Z 川 一 oo 时 tutas |z(Z)1 -0 时 dg 
da BAREM LE (us ta) 一 {0} :方程 — f(a, 1) AR CZ, 
1), 8550, BD Léa, 

WH: XE pe (4, 4。) — {0} 不 属于 co 那么 我 们 将 得 到 了 矛 
轩 ， 即 可 构 选 一 个 包含 原点 的 有 界 开 集 V. XE OV 上 g(x, a= 
x 一 瞩 z, 1) 没有 非 平凡 解 。 为 此 , HIE, fr E, iB. R' — (4) 8 
两 个 分 支 , 其 中 1。€ Eos LEE. 此 外 还 假定 Fs 一 (rule 一 
Feus My), Ay € Fahy Fo— Up] xy = Hxo, du), w € EU), 
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最 然 ,由 He, O WRI ROM FL FS, 同时 AU 
P. 包含 定 至 中 提 到 的 =fr, 的 所 有 非 平 凡 解 。 于 是 
ARa 0) > 0， 同 时 FL 的 元 素 一 致 有 界 。 其 次 可 以 证 明 CP, 
Fo) > 0。 事 实 上 ,不 然 的 话 , 将 有 序列 {xJCF。 和 SIC 
它们 的 范 效 既 有 上 界 又 有 正 下 界 , 但 le, 一 yl 一 0, 局 时 mm 一 
Hens An), ya =H yas 42). Hop REEL HEEL, 根据 假设 条 
件 , 可 设 Dna 和 | 加 | 一 至 有 界 ， 可 能 经 过 选 子 序列 后 , 还 可 假 
Lolo, AGNES, Be PRE 
lee} MAT (yo) BERRIRA zA 0, 并 且 xe FN F。 最 后 这 
个 事实 就 是 所 要 的 矛盾 .于 是 有 数 A> 0,18 dF, FL) 一 8. 现 
在 用 OO 记 一 个 有 界 开 集 ， 它 是 所 有 中 心 在 Fe PED LA 
的 开 球 的 并 ， BA DOF) 与 FMP 不 交 。 这 和 定理 的 假设 
相 了 矛盾 ,所 以 ke a 

下 面 转向 4.1 节 中 提 到 过 的 连续 统 问题 , 对 方程 
(5.4.27) U — AL)s + g(x, 2) — 0 
证 明 如 下 的 和 (4.2.3) 类 似 的 全 局 性 结果 . 
(5.4.28) 定理 (Rabinowitz) 设 工 是 映 Banach 空间 到 自身 的 线 
HRW, lg) 是 它 的 奇 重 特征 值 ,同时 g(x,1) 定义 在 XX R 
的 区 域 D XU 上 ,对 * 连续 且 紧 ,对 4 连续 ,在 原点 是 x 的 高 阶 项 ， 
RP del om flee, D= oD 对 有 界 的 4 一致。 如 果 用 
€i (5.4.27) 的 非 平凡 解 集 包含 (0,1) 的 分 支 C 的 闭 包 ， 那 么 
下 看 两 个 结论 之 一 成 立 :或 者 (i) C 在 D xXURAR (如 果 Dx 
R 和 X x R 重合 ,那么 Z ER) RE Gi) 5 至 少 包含 一 个 ,但 
是 至 多 有 限 个 点 {0, 5)， 其 中 17 是 工 的 不 司 于 为 的 特征 值 ， 
而 县 奇 重 的 2, 的 数目 (不 包括 4) 是 奇数 

证 明 : 假定 5 在 D XU PE BARR (0,1) 的 不 同 点 (如 
SERI BH HAE LAR. SUG LAR ORE TE 
为 证 定理 ,只 需 证 明 点 《0, a) 的 数目 是 偶数 ， 其 中 ay 是 工 包 
含 在 RARE, 

1328 * 


Silt RD x UA Made CHER HO. 使 (5.4.27) 在 
99 LBA (2,4), HAO RMS C LUND A (0, 24) 的 
点 。 为 估计 其 rz, à) = (0 — AL)x + ale, a) Æ lal — o 上 的 
非 平凡 解 的 个 数 , RAAB jo(z, 2) = Go 2), [xl — 9?) 
在 如 上 关于 点 (0,0) 的 Leray-Schauder BF, 根据 的 结构 ,这 
个 度 dp = d(f5, (0, 0), Q) AEX. 

我 们 分 成 简单 的 三 步 以 得 对 所 要 的 奇偶 性 结果 ; (G) 由 度 的 
同 伦 不 变性 ，2 与 "无关 ,事实 上 它 为 0， 这 是 因为 我 们 可 久 把 e 
选 得 很 大 ， 以 致 ie, i) = OR AH: Gi) 然后 选取 小 的 p > 0, 
并 指出 ， 对 于 小 的 027 0, (5.3.14) 推出 ,对 d, 的 唯一 贡献 来 自 
BA O, e 的 点 附近 的 局 部 贡献 ; BUA. Gia p> 0 计算 
4(f,, (9, 0), 0), 我 们 断定 ESTTECOAESE. TRU, 
GDE RIRE 


(x) o= D (aU ~ (iy = 8), 0, lel < p) 


— dl — Q4 + E)L, 0, al < p)} 
- 5? 


PETI 


其 中 D 仅 对 奇 重 的 4 求 和 。 由 此 我 们 可 以 得 到 结论 : AB 


ax Gn 
HOH, 
WiE Git), EBT (0, 1). 附近 计算 2,00) 对 d, 的 贡献 
对 于 小 的 8 > 0 和 小 的 p > 0, 在 集合 X = (Gs e)l ila + e 
ed) 上 ,考虑 关于 (0, 0) 的 同 伦 
A(z, t) = ron, 1 be) + (1 — 0 {1 — (ag t e)L, sb — 8}, 
显然 只 要 选取 (o. 6) 充分 小 ,在 OF LRA Ae, 1) #0, RB 
因为 当 Als, 1) = OIE e 一 +e 和 zx — 0. FRAN 
EREHE, dos (0, 0), E) = d(C — Cag + e)L, $ — 8), (0, 
0)、3)， 为 计算 后 者 ,我 位 用 (5.3.16), AH Alx, 1) 一 0 只 有 解 
p—0,5-— Xo H Ae, 1) 在 (0,e) 的 Frécher 导数 是 . 
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WO, e), €) = (CT — AL)R, — 288), 
从 而 在 s 一 Łe 处 ,对 6l» 0, 局 部 指数 为 一 401— (ae ol, 
9, lel « e). AIR, 4 4 一 4 一 8 时 它 等 于 d(1I— O4—8)L, 
9, [x] < p). FEA (5.3.25) 和 Leray-Schauder 度 的 可 加 性 推 
出 Gi), 


5AB THUMM ARR RR Hit 


RATHER Lu vNu =f 的 形式 ,其 中 Le LX, Y) wm 
Banach 空间 X 到 Banach 空间 Y, 是 具 非 负 指 标 b 的 线性 Fred- 
holm 算 于 ,N:X — Y 是 紧 映 射 ， 满 足 (5.3.21) 的 条 件 ， 那 么 前 
GRAS AME, MEHE: (a) 此 类 方程 可 解 的 必要 且 充 
DR JL +N 值 域 的 开 集 性 。 我 们 从 零 指 标 和 dim Ker 
L> 0 的 情形 开始 , 先 证 明 : 

(5.4.29) 232 ELE Hilbert SHARES, BANA BE 
Fredholm RP, N RH AH ÉQ— SCR FERGESRUUN , TB 
ARW lels 极限 pla) 一 imPiN(ra +2) 一 致 存在 ， 其 中 


2€ Ker Li fall 一 二 。 此 外 还 假定 对 一 切 正 数 * 有 
(5.4.30) (N(ra +), a) < (pla}a) xi KerL, 
BAG) FR Lu 十 Nu 一 ERRARE ERE AUS sa) 
(o(4), a); Gi) BU LN ATR, 

证 明 ; 对 Lx 十 Nu 一 1 和 aéKerL 作 内 积 ， 由 工 的 自 共 
HERE, M (5.4.30) 直接 推出 条 件 (£5 a) < (ola), a) 的 必要 性 。 
为 导出 条 件 的 充分 性 ,我 们 首先 断定 ,如 果 满 足 此 条 件 , 由 (5.4.30)， 
WF LANE (5.3.21) 的 条 件 (A)， 此 外 ,在 Ker L 中 半径 为 
+ 的 充分 大 的 球面 BZ, b. Brouwer B da( (oa), f, 2) = 1, 
于 是 由 (5.3.21) 的 判别 准则 推出 fe Range (L +N), 

为 导出 工 十 N 的 第 域 的 开 性 ,我 们 证 明 ,如 果 fo € Range (L4- 
如 ), 则 工 十 订 的 什 域 也 包含 一 个 以 广 为 心 的 正 半径 的 球 。 这 个 结 
时 可 证 明 如 下 : 首先 ， 如果 f 一 he (Ker 工 )+。 那么 方程 Lu 十 
Nu 一 可 解 是 刚才 建立 的 第 一 剖 分 结果 的 直接 推论 ， 其 次 ;如果 
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J—H 到 -KerI 上 的 投影 按 范 数 充 分 小 据 所 述 必要 充分 条 件 的 
严格 不 等 式 和 Ker lL 的 维 数 有 限 , WRF LINER, Jam 
(5.4.29) 得 证 。 

作为 这 个 结 轩 的 应 用 ,我 们 给 出 在 定 埋 (5.1.8) 中 曾 讨论 过 的 
一 个 偏 微 分 方程 育 解 的 另 一 证 明 。 RAPES 2 UE SU 上 负 
常数 Gauss 曲率 度量 有 关 , 可 以 写成 ; 
(5.4.31) — As — erm K(x), Vo(M, g) = 1, 
HAE MERE (M, e) 上 的 Laplace-Beltrami BF, 因 
为 在 迄今 提 到 过 的 任何 Banach 空间 中 非 线 性 项 exp2u 都 不 一 
WAR. BK (5.4.31) 不 满足 (5.4.29) 的 条 件 ， 为 克服 这 个 困难 ， 
对 和 在 喷 上 应 用 极 大 原则 ， 妈 如果 w(x) Æ (5.4.31) 的 光滑 解 ， 
那么 在 w(x) 的 正 的 极 大 点 n Kb, Aw( a1) exp 2u(a)+K( 2) < 
0， 从 而 e(z) S c。( 某 个 绝对 常数 )。 这 就 保证 了 我 们 可 以 用 方 
程 
(5.4.31’) Au — filu) = KG) 
EREDE (5.4.31) H fo RIA. meus fi( a) en, 
对 a Ses, fla) 严格 递增 到 极限 f(00), 现在 fj(w) 一 致 有 界 ， 
我 们 可 以 对 结果 (5.1.8) 给 出 另 一 个 证 明 ， 
EM: (5.4.31) 可 解 的 必要 且 充 分 条 件 是 去 < 0, 即 K(x) EMN, 
8) 上 的 平均 值 是 负数 ， 

WEB]: 显然 只 需 考 虚 截 段 方程 (5.4.31')。 在 Sobolev 空间 
WU g) 中 ,这 个 方程 显然 可 以 写成 

Lu + Nu =— g» 

其 中 工 是 与 A 相 应 的 算 于 ，Neu WEF f(a), 对 应 于 Kla), L 
B3, 


Gas e) ed dus 
(o, v) = | Gv, 
(eo) o |, Ki)e, 
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《5.4.303 满 足 ，Ketr 工 由 常数 组 成 ， 二 是 (5.4.31") PRS REE 
形式 并 可 应 用 结果 (5.4.29)。 我 们 注意 到 ,对 a 一 一 1, 可 解 性 准 
则 (5.4.29) 成 为 


pd &o«ia[ ioc ns 


王 是 只 要 Ku) 定义 中 的 常数 = 取得 足够 大 , E a 一 1 时 的 不 
等 式 自动 满足 > 可 解 的 必要 充分 条 件 也 就 谢 足 了 ， 

m So ett 
六 章 中 我 们 将 再 次 研究 方程 (5.4.31) 在 高 维 时 的 情形 。 
mua imd CERE. 此 外 在 5.5E — AiR eS DUM, 
AAA BRT, EA (5.4.29) 对 它们 也 有 效 。 

现在 讨论 更 一 般 的 情形 ， 映 射 f— LN Bk Banach 空间 
XA] Banach 空间 了 ,其 中 是 线性 Fredholm BF, Hi P 
0, 
(5.4.32) 定理 用 已 记 了 到 coker L LARERE, Koh 
LéO(X,Y) 如 上 所 述 ， 那 么 ;如果 NE M(X, Y) 紧 且 一 致 有 
界 ， 还 满足 下 面 的 条 件 : 

G) 如 re (Ker L)+ B. jixi AAR, M 

limPN(Ra + x) — nla) v0 


一 致 地 成 立 ,其 中 a€ Ker L, lal = 1; 
Gi) PN( Ra + x2] < InCaDlls 
Gi) a) 的 稳定 同 伦 闫 lim Ei[nCe) 405 ABE Lot 


Na 中 可 解 的 必要 县 充分 条 件 是 对 所 有 的 ,1PH < hdt. 
JEAN, BM. LEN EY rh ERSTE IS, 
证 明 : 设 fe Range (L +N) PARRA ue X, 
PN(u) = Pf, 
(ii) 有 BEES 
于 是 定理 中 所 述 条 件 是 必 度 的 。 另 一 方面 ,如 果 这 后 一 条 件 成 立 ， 
我 们 指出 ,根据 (5.3.21), 只 需 证 明 ( 对 充分 大 的 R),PLN(Ra) 一 {1 
"e 


的 稳定 同 伦 类 +0. 但 是 由 条 件 ()，(iD 推出 。 在 足够 大 的 
球 画 上 ( 亦 即 充分 大 ), 通 过 简单 的 同 伦 映射 h+ 一 Ob. Be 
射 f= PLN(Ra)—f] W h= PLN(Ra)] 同 伦 , 洒 为 PINCRa)] 
ORE ORA0 ,根据 假设 条 件 Gi), PLN(Ra) —11 的 稳定 
同 伦 类 天 0。 应 用 (5.3.21), 定理 的 第 一 部 分 得 证 . . 

至 干 工 十 N 有 开 的 值 域 这 个 结论 的 证 明 可 和 前 面 的 (5.4.29) 
一 样 得 出 ， 

(5.4.29) 的 一 个 有 意思 的 推论 是 : 4 index L = on (RE 
NEPER) JUPE LHN RU) LPS Lu 十 Nu 一 1 
解 的 个 数 有 限 ， 在 index L > 0 时 有 相应 的 引 果 成 立 ， 下 面 证 明 
(5432) 定理 ”假定 (5.4.32) MARI, LINDE XESS 
IHREN EK. DARPA AYE € Range (L +N) (也 就 是 
说 ,根据 (3.1.45), 可 能 除去 一 个 第 一 类 Baire 30, N ESE 
时 , 方程 Lu 十 Nu 一 了 的 解 的 个 数 或 者 有 限 ( 当 index L 一 0)， 
或 者 是 Y 的 ? 维 紧 子 流 形 ( 当 index L 一 yp > 0), 

证 明 ; 首先 假定 fe Range(L +N) 和 index L = 0, RATE 
证 朋 从 (5.4.32) 可 推出 如 下 事实 : 
(*) 任何 使 Lus 上 Nu, 一 州 一 0 的 序列 {aoi 依 范 数 一 致 有 
R. ` 

暂时 假定 (*) 成 立 ， 我 们 指出 ,如 果 f 是 工 十 NN 的 正则 值 ， 则 
Lu 十 Nu 一 f tO a Boe (BI) LAN ARE). IAA (*) 扒 
出 , 如果 La 十 Nu 一 有 无 穷 多 的 解 《 革 ， 它 们 必然 一 致 有 界 . 
从 自 反 Banach 空间 中 有 界 集 的 弱 紧 性 和 入 的 紧 性 推出 ， 对 基 个 
HARTA {uj}, Las; 强 收 化， 于 是 根据 Fredholm 算 子 的 
MERE. (uuu) 强 收敛 ， 这 和 La 十 Nu =f ARTS, 
从 而 这 些 解 只 能 是 有 限 多 个 。 至 于 index Lc OMI, TA 
Smale 定理 (3.1.29) 后 的 附注 得 出 结论 . 

下 面 证 明 (*) ,为 此 假定 序列 # 满足 如 下 条 件 : 

F(a) = La, + Nu, —f 

RUPERT 0, oa, DMM ws = Ya H zas 其 中 zs€ Ker L, 
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eX, 我 们 得 到 

[Leal] < ME GaU + Nee — fl. 
从 NN 的 一 致 有 界 性 推出 Lol 一 致 有 界 。 另 一 方面 ， 因 为 工 在 
KerL PRAE, Clo ll) 也 一 致 有 界 .从 而 ,为 证 (*) 只 需 证 ssi! 
一 致 有 界 , 而 这 可 由 反 证 法 得 出 ， 事 实 上 , 因 fe Range(L +N), 
由 (5.4.32) 推出 ,如 果 [zal] > 005 则 IPIE IP Cos + els 
但 是 因 F(u,) — 0, i PNG, +v) 一 太一 0, 得 出 矛盾 。 


SAF RRIT HR 


对 实 Banach 空间 和 可 以 定义 锥 天 ,天 是 X 的 闭 凸 子 集 ,满足 
(如 xcK, WAERM o, ere K; (ii) Wk 20, 由 
* 《天 得 出 — EK. PPR XBR f, ORL 
证 明 的 很 多 结果 都 可 以 大 大 加 强 。 这 种 映射 称 作 保 锥 观 射 。 作 为 
这 种 改进 的 例子 ,我 们 证 明 (5.4.24) 的 如 下 推广 
(5.4.33) 定 理 设 D 是 Banach 空间 X 中 (包含 原点 ) 的 有 界 开 区 
BKEXWE. EN 是 紧 的 保 锥 映射 , 且 
(5.4.34) inf |Nzxl| > 0, 

E 
那么 方程 x 一 AN 有 解 (tost), 1770, nE ODNK, 

证 明 : 105.524) 中 一 样 ， 我 们 把 问题 化 成 有 限 维 的 情形 来 
证 .事实 上 ,如 果 x 一 Nx 没有 定理 中 所 述 的 解 ,那么 由 (54.34), 
4512520, 使 
(54.35) [Nx —:x| >a > 0, H—-We>0 M2 ODNK, 根 
所 (2.4.2), 存 在 紧 算 子 N。, 它 有 奇 的 有 限 维 值 域 Xt， 使 得 对 一 切 


x&BDNK, 有 Wat — Nall Ln, FEH GA) I0 


和 任何 x6 DMK。 有 Wee — tl > os 从 而 对 *e ODNK 


和 1 > 0, 方程 x 一 1N。ox RAR (x,4)。 
BUTS EN X Rep E Banach 空间 的 情形 证 明 这 个 定 
H, 于 是 方程 * 一 XN。x ASR (x,2), 其 中 se X,N(ADNK), 
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4 > 90， 从 而 与 上 面 最 后 一 段 话 相 矛盾 ， 当 X 是 奇数 维 时 ,暂且 假 
ENE OD LAR N, tE G) Ñ k aD BK, (i) 对 xe aD, 
IÑO 2 ac 0. BARH C424) 的 证 明 ， 方程 x = aN 有 
解 (n. 1). xE 8D， 我 们 再 证 明 对 充分 大 的 1 有 dall — aN, 
0, D) 2-0, FR 如 > 0。 一 且 圭 到 这 个 结论 ， 就 有 加 一 
Nee ODAK, 从 而 Nx, Nx 由 此 ， 方 程 x 一 XNx HAE 
(5, 4), «S € ODNK, 1,2» D, 

为 证 对 充分 大 的 1 有 40 A8, 0,D) -0, RAB BE XE AY 
ABA, 向量 场 x 一 Ns 漏 掉 了 一 个 方向 ， 事 实 上 , 4 weK(s 
90), 并 假定 当 A, 00 时 ,有 序列 (1。, ae) 使 
(5.4.36) xu — Iie, = 2.0, 其 中 x6 OD, 1,77 0, 
那么 (必要 时 选 子 序列 )， 可 以 假定 Nam o; 因为 对 *e oD, 
nf [Nell > 0， 所 以 05 0, e€ K,T E B — Ñr, — v. 但 是 


a 


由 (5.4.36), 2—R s, m u, BUE n, z «€ Ky 而 ~vEK, 
这 就 得 出 矛盾 . 

最 后 证 明 六 的 延 拓 N 的 存在 性 ， 其 中 N(ODNK) REX 
YA BREF AST] X, 之 中 ， 以 及 对 一 切 *e ADNK, Nall > 
A> 0, 那么 coN(8D 人 KRK) 不 包含 0. 由 在 X, 中 选取 正 交 基 , 我 
们 可 记 

NG) = (Ge), mG)), rxé ODNK. 

根据 Urysohn 5|Bd, RIDABUEPRUÉ me) 可 连续 延 托 成 函数 
G(x) EID. Süufexkk N, 4 yeint coN(ADNK) r(x) 是 
X, 到 coN(ODOYK) Hy RRA A, r) 定义 如 下 : 对 
xécoN(OD AK), E X, 中 构造 连接 x My OBR Lez, y), 令 
rE) 是 交集 L(x, y) 8o N(ODOK). 中 的 点 ,现在 在 巨 上 定 
X NGO 为 RG) 一 PRCw)。 其 中 FG) 一 (Rh GD s HO), 
显然 ,对 xE ODNK, NG) 一 N(x), FE Ñ ENED 上 的 连续 
WE, Web N(D)Ccon(ODNK)CK, Aw xc D, 
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IÑ GO = 4(co N(AD NK), 0) > 0, 
TIEN 就 是 所 要 的 延 拓 . 

(5.4.33 ) 的 一 个 重要 推论 是 下 面 的 Krasnoselski 定理 (1964 》， 
(5.4.37) 单 调 甬 函数 定理 ” 设 NN 是 定义 在 锥 K 上 的 紧 的 保 锥 算 子 ， 
且 有 线性 保 锥 算 子 工 ( 它 是 保持 关于 天 的 序 关系 的 单调 算 子 ) 和 非 
零 元 ue K, 使 得 
(5438) — Nr Lr Ñ Le bax, Hio, 
那么 对 任何 包含 原点 的 有 及 区 域 了 ,方程 “一 2Nz HR (2), 
其 中 xcBDME，1>>0， 

证 明 : 对 任 8 > 0, 令 Nir = Nr tex, BAN, K, EX 
—# re 8DN EK, IN.«l| > inf lvl] > 0. 因而 由 《5.4.33)。 存 在 
一 对 (46, x) 满足 
(5.4.39) — Nz, + 8x, = hres A> 0, ze EADAK, 

BE e 0 (必要 时 取 子 序列 )， 我 们 可 以 假定 Nx。->y 和 
AA. BR y€ODNK, 于 是 只 得 下 证 明 4 + 0, 

为 此 ,我 们 先 注意 到 从 (5.4.38) 可 推出 
(5.4.40) Lee + exo mA. 和 ox, Gm ATEN, 

于 是 ,存在 最 大 的 4 > 0 使 n 2n, BE Le, > nom, 但 
是 从 (5.4.39) 推出 Lr, S 4x。, 因 而 x. nakis H i ERK 


的 ,可 得 Amt, BU 4 Ba > 0, 从 而 ac, 


55 对 非 线性 边 值 问题 的 应 用 


在 对 非 线性 伪 俭 分 方程 或 常 微分 方程 边 值 问题 解 的 结构 作 定 
FRAN, 5.3 节 和 5.4 池 的 结果 有 着 巨大 的 价值 ， 对 于 下 面 要 考 
上 碟 的 一 些 问题 尤其 是 如 此 ， 这 些 问 题 包括 (a) 存在 性 或 不 存在 
3E), (b) 唯一 性 (或 非 唯一 性 ),(c) 对 参数 的 连续 相依 性 ,以 及 (d) 
依赖 于 参数 的 问题 的 解 的 连续 统 。 

为 把 前 面 几 节 证 明 的 抽象 结 里 用 于 具体 问 是 ，-- 般 都 需要 下 
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LAP, HGB A RL Ne ER Eh 
的 任何 参数 变 成 晶 式 的 。 其 次 ， 选 取 适 当 的 Banach 空间 X 和 
Y, 使 所 考 功 的 微分 方程 可 以 用 基 个 映射 来 表示 , 其 中 f 定义 在 
X 的 区 域 上 ， 在 Y 中 取 值 ， 再 下 一 步 应 该 证 明 f 的 基本 性 质 : 有 
FU, BREAD. RAEN Ee RT 
论 的 具体 问题 是 必需 的 。 最 后 应 该 证 明 计算 f 的 度 时 所 必需 的 解 
Vidt. 

我 们 由 考虑 一 个 问题 开始 ， 这 个 问题 与 Leray 和 Schauder 
在 他 们 的 基本 文章 (1934) 中 考 碟 过 的 问题 类 似 。 


5.5A 入 线性 精 国 型 方程 的 Dirichlet 问题 


Woke RY 中 有 界 区 域 , 边界 为 99， 考 起 定义 在 下 上 的 如 
下 方程 组 ， 


(5.5.1) J) Alx, 6, Du) DD u + Ax, u, Du) = 0, 


vajtim 

在 2 中 。 
(5.5.2) #loa™ £. 
经 典 的 Dirichlet 问题 (5.5.1) 一 (5.5.2) 在 于 决定 一 个 函数 
«€ C(Q)NC(2), TRAR (5.5.1) 一 (5.5.2)， 如 果 存 在 党 数 
e>0, M>0, 使 得 对 任何 VSM, lal M, «eO, 部 有 
Au rs Yo n )baks 之 ulEl?, IBA (5.5.2) 左 端的 微分 算 子 是 精 贺 型 
的 。 L2 hilt. STARRE, RAO 
Dirichlet 问题 可 以 没有 解 。 MHRA Gufe Wn ER, AN, 
Adz, y, o) 的 增长 速度 及 符号 等 等 。 

这 一 类 ”Dirichlet 问题 的 可 解 性 问题 是 中 Hilbert 于 1900 
年 在 他 的 著名 讲演 中 提出 来 的 〔Hilbert，1900)， 然 后 由 S. Ber- 
nstein 进行 了 广泛 的 研究 ， 当 N 一 2 时 ，Bernstein jt Al ae 
(5.5.1) 一 (5.5.2)， 其 办 法 是 (a) 在 方程 组 (5.5.1) 一 (5.5.2) 中 引 
人 参数 : 得 到 一 个 单 参数 方程 组 族 P,、 当 :一 0 时 方程 组 Po 可 
RES e 一 LIS RAE PL BD 5.5.11) — 5.2): tb) 小 连续 入 方法 证 
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明 对 :e (0, 11, AES P, 可 解 ,1934 年 , Leray 和 Schauder 大 大 
地 推广 了 连续 性 方法 ,借助 于 讼 理论 ， 他 们 把 它 变换 成 同 伦 论证 . 
但 是 这 个 方法 要 求 困难 的 解析 先 验 估计 ， 以 保证 映射 了 的 度 有 定 
X. 一 且 有 了 这 个 箔 计 ， 基 本 思想 就 是 应 用 (5.4.14) 中 讨论 的 先 
验 有 界 原 则 。 

作为 一 个 简单 的 例子 ,我 们 提 到 
(5.5.3) 定 理 设 OO 和 8 BF CS, 同时 函数 Aalt, y, 2) 和 
Ax, yox) 对 zy,x 属 于 5: 类 。 那 么 当下 面 的 条 件 满足 时 ， 
(5.5.1)—(5.5.2) 的 Dirichlet 问题 有 解 。 这 条 件 是 , 当 在 (55.1) 
中 把 do BERK 1o, & 换 成 ig 时 (+E L0, 11). 得 到 的 解 o 满足 先 
wit 
(5.54) sup| vl SM, sup |Vorl < Ma 


其 中 M, MM 是 与 + 和 v 无关 的 常数 。 

证 明 的 要 点 : 如 上 所 述 ， 我 们 用 (5.4.14) 证 明 结 论 。 但 是 首 
先 必须 对 算 子 确定 一 个 适当 的 Banach 空间 ,为 此 我 们 采用 2.2 
D 节 中 讨论 过 的 Schauder 反 演 法 。 事 实 上 , 先 验 估计 (5.5.4) 表 
明 ， 代 换 后 的 每 个 方程 组 的 任 一 解 ”都 有 Holder 连续 的 梯度 ， 
其 指数 sk (0, 1) Mr, RR, 令 X — CD), AFERY 
法 定义 一 个 中 C(O) WA BT: 固定 we X， 考 起 线性 
MARAE Dirichlet 问题 


Aa x, 4, Du)D*D*U + A (x, u, Du) = 0, 在 9 上 ， 
OET EE] 


Ufaa = g 
BU, HE 22D 节 的 结果 ，7w =U RXR, EAR 
H, 事实 上 它 映 X 中 有 界 集成 CO0) 中 有 界 集 。 因 为 CAD) 

是 (D) 的 紧 子 集 , 所 以 映射 了 紧 . 
现在 对 J(w, 1) 一 1Tw，X — CD) 应 用 先 验 有 界 原 则 
(54.14) ,根据 假 设 ,如 果 > 满足 4 一 To, 那么 "6 C(O) 也 满 
是 代 换 后 的 方程 组 。 于 是 oleas « M +M, MH REEN 
一 并 始 耻 提 到 的 先 验 估 讨 (5.5.4)， 以 及 Ladyhenskaya 和 Ura- 


T 


Isteva (1968) 的 Holder 连续 性 , 存在 数 a€ (0,1) 使 
(Vole) — VrO |< Mile — yl", 
其 中 Ms > 0 与 :€ [0,1] Meo MER. 于 是 
ll < Mi + Mi + Ms, 
得 到 这 个 不 等 式 后 , 根据 (54.14), (55.1)1—(5.52) 有 解 
we C(O), 证 肖 的 细节 请 看 Ladyhenskaya 和 Uralsteva (1968). 


55B Au + f(x, a) = 0 f$ Dirichlet 问题 的 正解 


Schauder 不 动 点 定理 的 一 个 有 意思 的 应 用 和 如 下 Dirichlet 
问题 的 正解 有 关 , 该 问题 定义 在 有 界 区 域 OCR b, 

(5.5.5) Au Vf(x,u) 0, Heed f(x, a) 28770, 
ujao = 0, 

下 面 证 明 , 对 方程 组 (1.2.3) 一 (1.2.4) 每 到 的 结果 可 有 如 下 推广 : 

(5.5.6) 假 定 对 一 煞 «So, f(x, 0) Se 27 0, 还 设 对 于 固定 的 x， 

Kesu) HURR EOS «22 078 f(x, 4) 2 eee, 那么 必 存 在 

一 个 有 限 (临界 ) 数 1. > 0, 使 得 对 15, (5.5.5) 至 少 有 一 个 正 

解 , 对 1 > le, (55.5) 没有 正解 。 

证 明 : 证 明 可 以 很 自然 地 分 成 三 步 。 首 先 证 明 在 所 给 条 件 下 ，(5.5.5》 
对 某 个 > 0 有 解 。 其 次 证 明 , 如 果 对 和 >0 (5.5.5) 有 正解 ， 那 么 对 区 间 
(0, Ao] 中 所 有 的 和 它 都 有 正解 . 最 后 证 明 , 对 所 有 充分 大 的 1。 (5.5.5) 
FER. 

(D 5.5.53) 对 革 个 和 有 正解 : ERE G 5.5) 的 正解 一 一 对 应 于 积分 
方程 
6.5.7) m eT oc oso 
的 人 正解， 译注 意 到 在 0 中 Green (ER G(x, ¥)>0, Cz, y) 在 9 上 可 积 ,我 
们 断定 ,对 umo. 

G4) Tu= | one Orel oo =r 


FA C(O) ARNE o HIERARKI Banach 空间 , 取 上 兢 界 范 数 ， 那 么 刚 


9 WR £20, SIBI Belt. 
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二 定义 的 算 了 m PERIERE. TR C(2) 的 正 锻 到 自身 。 不 等 式 
(5.5.8) 保 证 可 对 映射 sw == Teelen BRRR E ES 是 紧 连 
KRH CRA RAS Et {4 |e 0,llelle <1} 到 85+ = (pz, linlic= 
让 ，5 的 不 动 点 # 正 是 (5.5.5) RR, A = 1/ 扩 大， 从 Schander 不 动 点 定 
理 (2.4.3) 推出 S 有 不 动 点 ae 32+, 因 而 (5.5.5) AER A>o, 

(E) BAA >, (5.5.5) EM Mes 那么 对 区 间 (0, 入 ] 中 所 有 的 
4; (3.5.5) 有 正解 : & 


Tee f. Gn XS), 


我 们 将 证 明 ， 对 一 切 2600, 1, T, AFR D = [norm 
*€0(2)) 到 自身 . 据 此 以 及 了 ， 紧 连续 ; 故 从 Schauder 不 动 点 定理 推 出 T， 
在 z 中 有 不 起 点 4 ， 民 本 满足 (5.5.5)。 为 证 了， RS 到 自身 ;我 们 六 
意 由 Kerr) Re 不 减 , 又 在 9 中 有 OCs, v)m0, Mat He Les 
fxs OSHE, i) fn, te) 
且 
f, ee eb aite [oi no. 
于 是 对 ECO. A] 和 &€ Z,, 0«T((0)& T (6) Ti 0n) m ty， 这 就 是 所 
要 求 的 Tlu) es . 
Gi) 对 这 分 大 的 2 (5.5) AER: RA (s AD 记 
Au + jg 人 zj 一 0 
在 Dirichlet WIRE loo mo 下 的 第 一 特征 元 和 特征 值 ,那么 在 中 m> 
0。 用 各 (5.5.5) 理 两 次 分 部 积分 就 得 出 ,如果 满足 (5.5.5), 那么 


0 一 f. (Au + A(x, uy}, 
= G, Chiste iC wu) 


2 NC BETEA 
但 这 和 iA. WFE. 


55C 周期 水 波 


这 里 考虑 -个 经 典 问题 ,证 明 左 重力 作用 下 ,在 理想 不 可 压缩 
流体 的 自由 表面 OF 上 在 在 一 个 稳定 的 周期 波 , 由 于 这 个 问题 的 
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Ti MORIA REE, DUA PUPA DOT AT ERR 
性 特征 值 问 题 最 成 功 的 尝试 之 一 。 我 们 假定 流体 在 好 空间 中 占 
据 一 个 区 域 HIRREN. TREIMER. R 中 的 点 用 坐 
标 (x,7) 表示 ,那么 这 个 问题 的 连续 性 方程 和 Euler 运 成 方程 是 
(5.5.9) AL—0, ÆT, 


(5.5.10) i 17 十 gy 一 常数 ,在 OT E 

其 中 记 流 动 的 速度 位 势 ， 因 而 我 们 需要 去 解 一 个 非 线性 自由 边 
值 问题 。 按照 Levi-Civita 的 论证 ， 引 进 复 变 元 z= rt iy 和 
= 的 两 个 解析 函数 


ule) =O + ip 
和 


au tog (2 一 ip) = C(O) + i5, 


其 中 由 是 的 流 函数 ,四 是 速度 向 量 了 在 点 kx*，?) 处 的 角 ,C(@) 
是 外 的 共 恩 调 和 函数 ， 为 了 在 已 知 的 区 域 进 行 讨论 ,选取 “一 十 
io 为 独立 变 元 ,把 看 作 4 的 函数 。 为 简单 起 见 。 假 定 流体 处 于 
无 限 深 处 ,经 过 所 涪 的 周期 变换 后 ,所 希望 的 局 期 解 一 一 对 应 于 下 
面 的 非 线性 丰 分 方程 的 周期 解 . 


(5.5.1) 9(0) = a [xen ayer ingit, 


其 中 ) 一 r 是 波长 ， < 记 运 动 波 的 不 变 的 水 平 速度 ，K(6' ， 
0) AERAR Neumann 问题 的 Green 函数 ,由 
[ette =o 

决定 Clo) BRR, RNE 6.5.11) RRR 
值 问题 。 关 于 记号 可 参看 图 5.3， 

和 (5.5.11) 有 关 的 问题 基本 上 可 分 成 两 类 : (i) 由 很 小 时 的 
局 部 分 歧 问 题 。 i) 对 del 不 加 限制 时 ~- 般 的 全 局 性 问题 。 局 
部 问题 在 1925 年 由 Levi-Civita 解决 。 但 是 全 局 性 问题 (我 们 这 
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053 周期 水 波 问 题 的 记号 . 


里 要 讨论 的 ) 一 直 和 遗留 下 来 ,直到 1961 年 才 部 分 解决 ,当时 苏联 数 
学 家 Y. P. Krasovskii WEAR Sa FR. 
(5.5.12) 定理 ”存在 满足 (5.5.9) M (5.5.10) 的 稳定 周期 波 , 波 形 
的 切线 的 极 大 倾角 可 在 开 区 间 (0, 2/6) 中 取 任 意 值 ， 该 波 关于 
通过 波峰 的 因 轴 对 称 。 不 存在 具 任 意 大 Froude 数 1 的 这 种 类 型 
"ey, i 

在 概略 地 叙述 这 个 有 趣 的 结果 的 证 明之 前 ,我 们 指出 ,在 如 下 
意义 下 定理 中 的 数 x/6 是 够 好 的 了 。《i 对 Stokes 周期 极限 淡 ， 
maxl|o| = «/6 (818 54), FARR, Ci) (5.5.9), (5.5.10) 的 
解 表 明 , 当 marjo) > x/16 时 ,不 存在 稳定 周期 波 (可 见 Wehausen 
(1969)). 稍微 修改 下 面 给 出 的 证 明 ，Krasovskii 对 有 限 深度 和 
有 周期 底部 的 波 证 明了 定理 (5.5.12) 加 强 了 的 类 似 结论 。 

定理 (5.5.12) 证 明 的 梗概 : 证 明 分 为 以 下 几 步 : 

(1) 在 适当 的 Banach 空间 X 中 , 把 方程 (5.5.11) 表 成 形 若 
+ 一 44x 的 算 子 方程 ; 

(2) 在 XX 中 证 明 映 射 4 的 紧 连 续 性 ; 

(3) 把 Leray-Schauder 度 用 于 这 个 算 子 方程 ; 

(4) 证 明 对 计算 Leray-Schauder 度 所 必需 的 估计 。 

为 实现 步骤 (1) 一 (4)。 我 们 需要 知道 如 下 的 分 析 上 的 事实 。 
它们 和 调和 函数 的 共 轿 算 子 C 以 及 核 K(9 ,9) 有 关 (有 趣 的 是 ， 
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图 5.4 周期 水 波 波峰 处 的 极限 形式 . 


从 这 些 事实 以 及 对 算 于 4 全 连续 性 的 要 求 中 ， 很 自然 地 导出 极限 
z/6 这 个 数 ). 
ise inde GA YL, 估计 设 «GO 是 定义 在 复 平面 
的 单位 图 1x| <1 内 的 调和 函数 ， 其 边界 值 为 wx(e”)e L, [0， 
2z](1 < p« o0), BAMA eG «(ee |z| <1 内 的 共 
HARAR dr E v(z)d9 = 0 规范化, 则 FG) =u le) rie GO 
在 le] < 1 内 解析 ，f(0) 是 实数 。 定义 线 福 映 射 
Cule) = v(e), 
JtRHE CBS L, 有 界 性 。 我 们 有 如 下 的 结果 。 
WRI M. Riesz 定理 对 1 <p<0o,CHL,[0,2eJ> 
L,10, 2«] WAAR EES «KR RK c, te 
Culley < eplleele,. 
京 实 2 Zygmund 定理 MR jw <1, PAW-Wo< 
"C 4x 
Is f en Q169]) d E. 


通过 把 (1.3.18 ) 推 广 到 "周期 的 情形 ”的 方法 ,可 用 奇异 积分 算 
子 的 方法 再 次 证 明 这 些 结果 。 请 看 Zygmund (1934), 
事实 3 KWL, iit 存在 C >o 


max |" K, 09129 < Cos 
a 


EE 


Bx l<p<oco ABER S, oF y L,[0, 2¢]->L,[0, 2x] & 


界 。 这 第 三 个 事实 是 A 的 Green BRM RMR, 

第 一 步 和 第 二 步 : HX 一 Cof0, x], 即 I0, x] 上 在 0 和 = 
两 点 取 值 为 0 的 连续 函数 的 集合 ， 令 lol 一 supla), E 
XT . 

(55.3) — A@(8) 一 (xe, 0) 2 sin pdt, 

4 定义 在 X 中 半径 为 p 过 x/6 的 球 S(O, o) 上 ,下 面 要 证 明 4 是 
紧 连 续 映 射 ， 反 (5.5.13) 和 事实 2 结合 起来 自然 就 出 来 个 /6. $ 
然 , 由 上 硬 的 事实 1 和 事实 3, 4 有 定义 ,是 从 5(0,p) — X HER 
映射 ,其 中 pe < ox/6. 事实 上 ,用 Holder 不 等 式 不 难 证 明 , 对 du. 


DE S(0, p), ema (4 > 0), 有 绝对 常数 Ks > 0, 使 


{Ad — Aall < Kilos — oil. . 
为 验证 4 的 紧 性 ,我 们 又 用 事实 ! 和 3 证 明 ,如 果 $(9) 一 4@, 那 


ARI > 1 对 一 切 06900, | < Karsih 


e= Z —d, FAME? p> 0, llo, < Moe, RRS TH 
要 的 4 的 紧 性 (这 里 Cu EIRO A R Holder VERRE. Bana- 
ch 空间 )， 

第 三 步 : 为 用 Leray-Schauder 度 证 明 (5.5.11) 解 的 存在 
性 , 令 


4,9 = 1] 40+ Exe, a) sin a8}, 
R44. RARERS. RINER 
(对 大 的 和 > 0 和 小 的 1 > 0,1 — Asa EEH K0 < 8 < 2/6) 
上 的 Leray-Schauder 度 不 相等 ,其 中 
Ks 一 {8(8)|1@6 CO, x], 0 > 0, Pllc, < 8. 
对 证 定理 (5.5.12) 的 存在 性 部 分 米 说 ， (5.5.12) 结论 的 后 一 部 分 
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以 及 (1) 是 充分 的 .为 看 出 这 点 ,我 们 首先 指 测 ， 可 由 (+) 推出 存在 
序列 Adah, Leet, (Pa) HEA 2, > 0, 6, 080 Bat Col0, x] 
使 

Quom ish. abes  idullc, = 8, 
根据 4 的 紧 性 和 |%。| 的 有 界 性 ， 再 由 于 定型 5.5.12) 的 不 存在 
部 分 ,存在 强 收敛 子 序列 14wj 和 dOn) RERI ss Oy) ,使 
(5.44) Ds 一 hsADs, lOslc, — 8, 在 [0,w] 上 有 d8) 2-0. 
于 是 可 以 把 eQ(0) 延 拓 成 8 的 奇 的 2x 周期 函数 。 

第 四 步 : 首先 我 们 证 明 上 面 第 三 步 中 提 到 的 结论 (+). 当 1 很 
小 时 ,因为 对 4 一 0 有 dea = 0, RA d(I— Ala, 0, Kg) HL 
一 方面 ; 当 2 RAN. AT max|@(6)| <p, o(6) — 4.,0(8) 不 
可 能 是 正 的 ,所 以 这 时 有 d(1 — 4,4, 0, Ks) = 0, 

定理 (5.5.12) 的 平 寿 在 性 结果 更 图 难 。 它 直 于 对 (5.5.11) 的 
解 8(9) WE RA Tie iT: 


(5.545) 3 iplo < B it, TEM A EY > 0 dno > 0 iE 
or(9) > (3) «o». 
其 中 
Lo) = |, KO, OPU as, 


(5546) 存在 绝对 常数 8 > 068 O'(8) SBsind, —— 

1EGE (5.5.15) 8 (5.5.16) gaz Jos PRO P. 且 是 使 该 不 等 式 成 
立 的 最 大 值 ,那么 不 存在 性 的 证 明 如 下 : 抬 算 子 二 用 到 (3.5.16) i 
去 ,再 用 (5.5.15)， 我 们 有 


(žy @ > Lg' (8) > BL( sin8) = psing, 


ASH oF > (3 8sin6， 从 出 (A) «ctam am ots 


BOB MC 20 HR TAS SE SEO.5.12 ) UERITAS. F TLE 5.5.15) 
fu(5.5.16), BEHE (35.15), Aig uk, a we Ks, 
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(5.17) Lc sin) > x Lary’, 


因为 由 Hilder BRERA 
L( "nd sind) > L( eg) 
Be {L(a Lp) 7, 


+i- 4 < 0。 从 而 推出 (5.5.17)。 于 是 从 基本 事实 2 和 


3 推出 ,对 9 一 一 二 和 81 << 卫 ,有 LC) cane, 
最 后 证 明 (5.5.16)。 把 不 等 式 (5.5.15) H RK L 


Gr(6) 一 > a, sin nO, 


我 们 得 到 

(5.5.18) Le = È tristes (2 y p(o). 

再 由 ` 
xS sin 2a in — | D>- «| 

和 


|È Stina] < maxi, | > ising 


aa 221 


FRM (5.5.18) 推出 
OR (y (a —max| 2,1 x + 1) sino, 


因为 在 [0, «1 上 9(0) 之 9, a > 0, 把 取得 充分 大 , 我们 就 
有 a 一 maxlasl Ste 


55D 自治 系统 周期 运动 的 连续 性 
考虑 如 下 二 阶 方程 的 周期 解 
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519) eb Axe IG) 0: [FG] mol lel), 
这 里 x9 ENR. 4 是 一 个 N XN 正定 答 阵 , f(x) 是 
属于 (类 的 奇 入 向 最 函数 , 是 * 的 高 阶 项 ， 在 4.1 节 中 ， 借 助 于 
分 歧 理 论 , 我 们 考察 (5.5.19) 在 奇 点 * 一 0 附近 的 周期 解 。 这 里 
RAAB (5.5.19) 的 周期 解 的 整体 结构 ， 

作为 第 一 个 结果 ,考虑 类 似 于 Liapunov 定理 (4.1.4) 的 一 个 
全 局 性 结果 ， 
《5.5.20) 定 理 ” 设 非 奇 异 和 矩阵 4 的 正 特 征 信 为 ti, > AERE 
个 整数 i(1 SIN), 总 有 


(5.5.21) Pals i-a, NGA, 


那么 6.5.19) 有 一 族 周期 解 *(s) ,其 周期 (e) 连续 依赖 于 实 参 
me, 使 得 


G) Seo ae) -0，r(e) > 2, 


(i) M &— œ 时 ， 或 者 suple(e)| + r(5) 0o, mE 
z(6) 一 0 并 且 (>EE, LEE: 


是 ,如 果 0 = 1A ka}, RED, 或 者 r(e) 的 振幅 ->co， 
周期 r(s) -> o, RE (e) 赵 于 线性 化 方程 周期 解 的 覆 壮 ( 可 
能 是 多 重 的 )。 

WEA, 重复 4.1 节 的 证 明 , 令 :一 4, 那么 (5.5.19) 的 奇 周期 
解 一 一 对 应 于 算 子 方程 
(5.5.22) xc (Gr + R(x)) 
在 Sobolev 空间 H = V 4([0, 2]; RY} 中 的 解 ， 这 里 算 子 多 和 
RAK VEH 由 下 列 公式 隐 售 定义 


(5.5.23) (9s, y) = [T Aale) Cs 


(te, y) = [f(D ya 
从 条 件 (5.5.21) HEBL EH RES EROTA EO WEE 


ame 


避 是 简单 特征 信 ( 参 看 4.1 节 )。 于 是 由 定理 (5.4.28), 有 (5.5.22) 
的 解 的 连 组 统 (ele), r(s)), 把 (o. 4) REO, mtd 


N? a 
(0,2) SHR, HE NRL kml 2 N, 当 
à 


N= lit Ri, 定理 得 证 ， 

下 而 对 (5.5.19) 中 的 向 景 函 数 f(x》 加 上 其 它 限制 以 加 强 刚 
才 得 到 的 结果 ， 把 (5.4.37) 用 浏 单调 的 强 函 数 上 去 ， 可 以 得 到 一 
类 重要 的 结果 ， 例 如 令 g) = Ar + ia) iE 

gla) = Certs), c es G2), 

其 中 rm Cac, ew), RATA CERT 
(5.5.24) 定 理 设 eC) Bx MARA FER: 

G) AB « 2 0( 1,2, N) WA ele) 20; 

Gi) 存在 常数 上 > 0 ARIA ERN) 使 得 对 所 有 非 负 
fE x, g(x) 2 xy, 

352,35 F2 (5.5.19) FBSA (8) 1103 028. r(e), 
其 中 e = sup IsCe) | € (0, s), 


证 明 : 29/8 (5.4.37), & Banach 空间 X= H C[0, 2x], 


i 
考虑 两 点 边 值 问 题 

(5.5.25) ty + (Ax + fx)) = 0, 
(5.5.26) x(0) — (1) = 0, 


和 (5.5.20) 中 一 样 论证 ， 我 们 可 以 假定 (5.5.25) 一 (5.5.26) 的 2 
周期 解 对 应 于 (5.5.22 ) 的 解 。 而 后 者 的 解 即 积分 方程 


(55.27) xs) = 2 f. Gt, sgl) de 


WOH, Rh GRAF x, 和 边界 条 件 (5.5.26) Green BEL, Gi 
ARKE X LAUR ME, BA GK SIE AR 
RH, REBRE sl) BAKIK, TE 


Tels) 一 f GU, gl a)de 
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DAE RBH, 1 (5.5.24) 的 做 设 条 件 推出 Te > Ge, Mut 
(5528) Bas) = |o, Ors GODRO HATES 
显然 SEK LOREEN. AT h 5.4.37), (5.5.25) 和 
(5.5.26) 有 解 族 (r(e), Me))， 其 中 Jale) =e,a(e) > 0, 把 
这 些 僻 延 拓 到 (一 co， oo) RA s AMAR, IK SRR 
所 希望 的 《5.5.19) 的 周期 解 族 。 


^ 


SE 强制 半 线 性 畏 园 型 边 值 问题 有 解 的 必要 且 充 分 条 件 
我 们 由 考虑 如 下 的 半 线 性 Dirichlet 问题 开始 。 设 问题 定义 
在 有 界 区 域 OCR p. 
(5.5.29) Lut fla) =g, 

D'&oo—0, lal «m —1, 
cbe EART 
a= D] (~ Dawe) Dein}. 


Ew 


ET SE JO RET 
(*) Jim f(s) = f(s 00) < co 存在 , B. 


K= œ) « fG) < f+), 

我 们 证 明 如 下 的 结果 : 
(5.5.30) 定 更 529) 可 解 的 必要 是 充 分 条 件 是 对 Kerec 
LAG) 中 每 个 范 数 为 100563 m 有 下 面 能 不 等 式 成 立 


[enter E isi fef ia. 


" 
证 明 : 用 2.2D FoF REAR (5.5.29), REHE (5.5.29) 
改写 为 Hilbert 空间 中 的 算 子 方程 
(5.5.31) Lu + Nu cg, 
rh LAN ER Sobolev fi V^,u(9) 到 自身 ,由 公式 
(Lu, v). Di | au) D'aDo, 


NT 
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Qu) sone, Game 

定义 。 
现在 可 把 结果 (5.4.29) 直接 用 到 (5.5.31) 上 。 这 是 因为 。 如 
将 要 看 到 的 ,从 条 件 (* ) 可 推出 条 件 4.30) 自动 满足 ， 事 实 上 ， 
我 们 指出 ,对 * 上 Ker 且 lol -BERN v, 


(5.5.32) lim (NC Ray + v), 20) = (+ | [sol 
Ree > 


L 


K-00) | l» 


一 致 成 立 。 一 旦 证 明了 (5.5.32), BA (5.4.29) 直接 推出 我 们 的 
结果 。 为 此 ,用 n(zo) id (5.5.32) 的 右 端 ,并 注意 到 由 定义 有 


(N(Rzo + v), z) 一 NC bor. 
对 任 给 s 0, 下 面 证 明 , 对 充分 大 的 RH. 
(5.5.33) | alm) 一 | Ra 十 ends <e, 
首先 注意 到 ,存在 一 个 070, (8 ERRARE mO) 
5, RA 
NOCTES 6/4, 


这 里 m(A) RA AW Lebesgue WE, RME AH Ker 工 
是 有 限 维 空间 ,所 以 3 TARE s€ Ker L 无 关 , 其 中 eol Le 
范 数 等 于 1。 

对 任何 loll  & Bv, & Oy = {rE O, IoGO | SN}, TY 
取 六 充分 大 ,使 得 对 所 有 这 样 的 wm(9 一 9v) < 3。 于 是 (5.5.33) 
的 左 端 不 超过 


Jon HC) 一 KRm Mass 
me 


+ |f na, UC 99) T KG 21s 


x 


x 


+ nm f(Ray + v Jerda 


(Mes 


+ NEED . 


SERIA HI SE. ER RET — 其 次 证 明 ,对 充分 大 


的 R, 前 两 项 也 都 小 于 4. 这 可 由 Lebesgue 收敛 定理 推出 天 


为 对 lo SNE Q.D Qu. 上 ,每 个 被 积 函数 按 点 趋 于 0, 同 时 
一 个 可 积 函 数 。 这 就 证 明了 《5.5.33), 定理 证 完 。 

F (5.3.22) 和 (5.4.32) 可 对 与 Dirichlet 问题 (5.5.29) 有 关 
的 定理 5.5.30) 作出 价值 重大 的 实质 性 的 推广 。 用 Pu 记 有 个 
RAEN HAD HBA WE RMA RA Bu, Bu 由 
TSCT m RD ER (2, Du) 记 向 量 “ 的 连续 有 界 向 量 
{PERL BER lim f(x, Rw) 一 致 存在 ,那么 在 (5.4.32) 的 基础 上 ， 


我 们 可 以 找 出 衫 圆 型 方程 
Pu + f(z, D'u) = 0, dE OCR" E, 
Bulao = 0 
有 和 解 的 必要 且 充 分 条 件 .这 样 的 方程 可 让 一 个 算 子 方程 来 表示 ,其 
定义 域 为 由 向 量 值 函数 组 成 的 Banach 空间 XX 该 向 量 值 函数 的 
每 个 分 量 是 Sobolev 空间 W (0) 的 元 素 ,满足 边 办 条 件 B. Z 
个 映射 的 值 域 是 向 量 值 函 数 的 工 ; 空间 。 此 外 ,由 (P. B) 定义 的 
抽象 线性 算 子 工 定义 在 Banach SAX b, AMLER RR 
Fredholm 算 子 , 从 而 (5.3.22) 的 条 件 (5.3.23) 一 般 都 满足 。 
注 记 
A 正常 非 线性 Fredholm 算 子 进一步 的 线性 化 结果 
很 自然 想 把 5.1 节 关于 线性 化 的 结果 推广 到 更 一 般 的 情形 ,在 这 个 方向 
上 ,和 Banach-Mazur 定理 有 关 的 如 下 结果 成 立 : 
(1) 设 了 是 指标 ”> 0 的 非 线性 Fredholm WF, HEART Banach 空间 


和 和 了 间 。 那么。 如 果 1 还 是 正常 瞎 射 , 则 7 DAAC BM Berger 和 Pla- 
tock, 1977), 


这 个 结果 的 证 明基 于 如 下 考察 : WRB AMR, f 将 决定 空间 X 
351。 


和 之 癌 的 一 个 " 妊 维 化 ”( 者 Spanier, 1965), MA. AURAL GT SUUS 
一 个 推论 ,对 每 个 ，ey ,由 了 的 收 扩 性 可 推出 (0) NURSES MO) 
ENRI EA P RRETA. 
B。 具 奇 点 映射 的 其 它 结果 

在 (5.1.14) 的 证 明 中 采用 的 确定 算 艺 4 的 信 域 的 半 沟 的 论证 ,可 在 不 同 
方向 上 进行 推广 ， 其 中 算 子 4 定义 在 R" 中 有 界 区 域 2 上 ,由 

duc Au pilu), "am 

SUE. ERRESIRE Podolak (1976) 的 结果 : 


《1) REDERE. 1.1308 
(3.1.13*) A lim HN Ne lim FO) Apis 


Xd Ani Aus 记 入 的 三 个 依次 的 特征 值 ， 那 么 以 要 恨 定 
dim Ker(A + 和) e1 和 [bros 


其 中 n 是 相应 的 特征 函数 ,就 有 一 个 类 似 于 (5.1.145) 的 结果 成 立 . 特 
别 : 在 (5.1.14c) 中 g60， Bape AL 
Au + Kujang, "joo c0 
至 少 有 两 个 解 。 
(2) RA Le OX, Y) 是 指标 ”> 0 的 线性 Fredholm WF, 
dim coser 革 一 158 是 从 X 到 Y 的 紧 非 线性 了 映射 ,满足 整体 的 Lipschitz 条 件 
《其 Lipsehie 常数 充分 小 ) 以 及 渐 近 条 件 


lim No) = nu), 


如 果 用 Po 记 Y 到 cokerL 上 的 投影 , 用 对 一 切 范 数 为 1 的 re Ker E, Pone 


《xo) 天 0 那么 ,只 要 把 a6 0， 解释 为 方程 re + Nu — 。 有 重 解 (在 现在 的 
铺 形 是 一 个 p 维 紧 子 流 形 ), 就 有 类 似 于 (5 ,1.14c) 的 结果 戌 立 . 


C Leray-Schawdor 度 进一步 的 性 质 和 应 用 
CD 设 D 是 Bonach BAX MAAR, fie SRE. 
那么 ,对 fg 的 Leray-Schauder 庶 , 有 下 面 的 分 解 定型 成 立 : 


alfas Py D) D 4, Py Ad By Ses 01), 
7 
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其 中 sea FER, Aida X 一 «(6D) WH Har Xo 

作为 这 个 结果 的 应 用 ,可 以 建立 Jordon 分 离 定 理 的 如 [下 推广 . 

(2) Dip D' 是 Banach SX WAAR, de 5 和 DO 间 有 同 
HERS (GRANT RED, XEALX — DO X — D' 的 分 支 的 个 数 相 
A. 

D RSH wid Be Dirichlet 问题 的 进一步 结果 


eod RN 中 有 界 区 域 ,边界 20 X. Sane FAR 
BATIRE 

O) Sy erts = ors s HDs 

Gi) wero, 
这 里 / RRM, RNB PR out o EUR CO. E 
满足 边界 条件 (i)， 给 出 O 和 (ii ALARMAT A: 求 一 个 非 参数 所 
Nt RUE 8 RPE BE LUNES 

由 Leray-Schouder REDI Rc ARNAR G TARREI (一 
(ii) 的 在 在 定理 ， 当 用 于 方 和 


{Q + [eels — vus) 


ae 
rðr 
br k+HRAE LAR ER 0 LARR PHR & ig ici, RAH 
下 的 结果 : 

定理 ”确定 2 中 具 常 平均 曲率 起 后 面 的 Didchlet HATER C 边 
办 条件 有 区 的 必要 充分 荣 件 是 : 对 边界 上 的 每 一 点 带 边 曲面 的 乎 均 曲率 如 
满足 不 等 式 之 [a/(# 一 1)]k， 而 且 , 如 果 解 存在 则 唯一 . 

关于 这 些 结 兴 的 充分 讨论 ,建议 读者 去 读 Serna (1969) 的 文章 - 


c [esp 


E 参考 文献 


5.1 节 : 本 节 讨 论 的 材料 有 个 有 请 的 历史 。 例如 可 看 Hadamard (1904) 以 
RELA DIMER. BIRT (5.1.1) 的 讨论 属于 Plasock 
《1974)， 也 建议 看 Browder (1954) 和 John (1968) 的 文章 。 满足 诸如 
{5.1.6) 的 条 件 的 算 子 称 作 强 单 诈 算 子 ， 关 于 它 的 理论 是 无数 近代 文章 和 专 
车 的 课题 ,建议 读者 去 读 Brezis (1968), Lions (1969》 和 Browder (1976). 
在 Banach 和 Mazur 的 文章 中 (1934)5 读 省 可 以 找到 结果 《5.1.4)》， 我 们 关 
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于 5.18 一 节 的 讨论 基于 Berger 和 Podolak 的 文章 《1976。1975)、 带 限制 
条 件 (5.1.13") 的 非 线性 Dirichlet 问题 (5.1.13)。 最 初 由 Ambroseni 和 
Prodi (1972》 加 以 研究 。 

5.2 节 ; 本 节 的 讨论 基于 Lions (1969) 和 Pohozaer (1967) 的 工作 . 在 
Browder (1968) [AR Rabinowitz 《1973》 中 对 非 线 性 特征 值 问 题 的 Rayle- 
igh-Rire 逼近 作 了 很 好 的 讨论 。 关于 Navier-Stokes 方程 的 稳 态 解 的 结果 
《5.2.29) 是 根据 Fujita 的 工作 《1961), 而 他 又 基于 Hopf (1951) 和 Leray 
(1933) 的 文章 。 

5.3 节 :分析 中 非 线 性 问题 的 同 伦 论证 开始 于 Schauder. 我 们 关于 本 质 和 非 
本 质 映射 的 讨论 洲 特 Granas (1961), 在 Leray 和 Schauder 的 文章 (1934) 
中 ,把 Brouwer 度 推广 到 恒 等 算 子 的 紧 扰动 , 在 这 篇 文章 中 还 可 找到 对 非 线 
性 椭 画 型 方程 Dirichlet 问题 可 解 性 的 应 用 。 在 很 多 书 中 都 有 对 Leray-Schau- 
der 度 的 精彩 处 理 及 其 应 用 。 其 中 包括 Kramosclski (1964), Cnonin (1964), 
Scbwartz (1969), Nirenberg (1974) 以 及 Bers (1957)， 这 里 提 到 的 还 仅仅 
是 一 部 分 . 在 Svarc (1964) 和 Geba (1964) HX RG, 可 以 找到 同 伦 论 对 
正 指标 线性 Fredholm 算 子 的 紧 扰动 的 应 用 .这 个 理论 对 实 区 型 边 值 问题 
的 应 用 首先 由 Nirenberg (1972) 给 出 ， 也 可 看 Berger 和 Podolak (1977), 
在 那里 给 出 了 结果 (5.3.22)》， 我 们 关于 零 指标 正常 Fredholm 算 子 的 广义 
度 的 介绍 取 自 Elworthy 和 Tromba《1970)。 至 于 较 高 指标 的 算 子 的 类 似 结 
果 可 在 Smale (1965) 中 找到 ,也 可 参看 Palais (1967), 

5.4 节 : 在 Plastock 《1974》 中 可 找到 结果 (5.4.1)， 而 结果 (5.4.5) 属于 
Krasmosclski (1964 )。 区 域 不 变性 定理 最 早 由 Schauder 获得 , 这 里 给 出 的 证 
BAKE Gravar (1961). 在 Rothe (1953) 中 可 以 找到 Rothe 定理 (5.4.12). 
而 (5.4.24) 可 在 Cronin (1973) 中 找到 。(5.4.28) 最初 是 由 Rabinowitz 
(1973) 证 明 的 ,这 里 给 出 的 证 明 属 于 [ze (1975), (5.4.29)8]4E Berger 和 
Podolak(1975) 中 查 到 , 它 的 推广 (5.4.32) 则 可 见 Berger 和 Podolak (1977). 
5.4F HPUSB EET Kresnosclski 的 论证 (1964)， 它 已 成 为 当代 
大 量 研 究 的 课题 ,可 看 Amann 对 现代 工作 的 评述 (1976)。 

5.555: 如 书 中 所 述 , 拟 线性 本 圆 型 方程 的 Dirichlet 问题 是 Hilber 在 他 的 
演讲 C1900) 中 提出 的 间 题 之 一 .在 Serrin 的 文章 (1969), 以 及 Ladyhenzskaya 
和 Uralsteva (19638》 写 的 所 中 可 以 找到 关于 这 个 问题 的 非常 好 的 现代 评介 、 
其 中 有 很 多 新 的 结果 。 半 线 性 实 回 型 边 信 问 题 竟 正解 已 经 吸引 了 那样 多 的 
现代 研究 ， 它 们 比 《5.5,6) 要 前 进 了 很 多 。 如 想 对 这 个 问题 有 一 全 面 的 了 
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解 , 可 看 Amann (1976) 以 及 Krasnoselsks (1964). 在 Levi-Civita (1925) 
中 司 找到 他 们 关于 局 期 水 波 的 早期 工作 。 Wehausen (1968) 是 从 物理 学 观 
点 所 作 的 很 好 的 总 结 。Krasovskii 的 文章 (1961) 包 含 了 结果 (5.5.12). 关于 
Hamilton 系统 周期 解 的 连续 性 问题 可 以 追 澳 到 Poincaré, 这 方面 有 趣 的 实 
验 结 果 是 由 Stomgren 和 他 的 同事 得 到 的 、 可 看 Stromgren (1932)、 可 在 
Krasnoselski (1964) 中 找到 (5.5.24)， 结 果 (5.5.30) 属于 Landesmann 和 
Lazar(1974) 以 及 williams《〈1972)， 这 里 给 出 的 证 明 属 于 Podolak (1974). 
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第 六 章 ”梯度 映射 的 临界 点 理论 


这 一 章 讨论 与 实 度 兢 对 有 关 的 算 子 方程 的 某 些 基本 性 质 ， 因 
AARRE F'GO 8538 AEE SII ERI F HERA RIS 
重 讨论 F POR EEA FRA 
讨论 ， 对 于 属于 变 分 学 范围 的 许多 古典 问题 来 说 ， 所 得 到 的 一 般 
结果 有 着 基本 的 重要 人 性 。 和 第 一 章 一 样 ， 还 通过 解 一 系列 微分 几 
何 和 数学 物理 中 的 问题 来 说 明 这 些 结果 的 应 用 ， 

梯度 映射 的 特殊 性 质 以 及 与 之 有 关 的 临 抢 点 理论 导致 对 第 五 
章 中 所 述 一 般 问 题 的 深刻 理解 。 我们 将 蛋 划 ， 六 些 相同 的 问题 怎 
样 可 用 变 分 法 进行 研究 。 与 第 五 章 一 般 的 技巧 所 能 得 到 的 结果 祖 
比较 ,这 里 的 方法 一 般 担 供 了 喝 多 的 信息 。 

首先 ， 我 们 研究 那些 是 泛 函 在 线性 空间 和 上 的 绝对 极 小 点 
沟 临 界 点 。 GRO AD, HU Ze x eA Ss [HE 9T 
Bub. EFFEEF LAZAR, ACS AB BEX E 
2A PROBE RII SEED. RUBRO AT EAN RRA 
HOA, BUREAUS RAR CA F Se OFT} AE T RR 
条 ， 这 些 拓 扑 不 变量 不 为 零 保 证 了 各 种 类 型 的 临界 点 的 存在 性 ， 
在 每 个 情形 ， 我 们 都 把 所 得 结果 用 于 讨论 几何 各 物理 中 的 有 关 问 
题 。 


61 极 小 化 问题 
科学 上 一 个 基本 的 且 富 有 户 发 竹 的 原则 可 以 归纳 为 ， “很 多 
RTARTA p(w) ET BOA ER S C E BS 
极 小 化 "。 在 第 一 章 ， 我 们 从 这 个 角度 讨论 了 测 地 线 和 极 小 曲面 。 
对 数学 物理 中 的 问题 来 说 ， 周 期 的 餐 正 . 弹 此 不 稳 定性 、 光 的 衍射 
SEM RT RA AA BIAIS ER CIL RREA 
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FEDR MRENA ARE JA, vh D A aE AR HB 
基石 。 

于 是 ,对 定义 在 Banach 空间 X 的 开 集 U 上 的 实 值 RR 
p(w#) ,在 数学 上 ,很 自然 变 研 究 它 的 一 类 简单 的 ,但 是 重要 的 临 罕 
点 ,这 就 是 相对 极 小 点 , 亦 即 点 mE U SET m DEBIT VD RE 
olu) > plm), 

除了 上 面 富有 启发 性 的 原则 外 ， 这 类 点 的 重要 性 还 在 于 如 下 
的 事实 ; 这 祥 的 点 不 仅 是 梯度 算 子 方程 p(w) 一 0 HR WER 
湖 值 得 注意 的 稳定 性 。 焊 糙 地 说 ， 这 些 稳定 性 分 为 两 类 : 第 一 类 
断定 ， 在 m BHR MAIER p(w) 的 光滑 扰动 也 应 在 附近 有 相 
对 极 小 ;第 二 类 断定 ,从 p(s) 的 严格 相对 极 小 点 v 附近 开始 的 摆 
动 总 停留 在 m 附近， 我 们 指出 , 无 论 对 于 相对 极 小 的 实际 计算 或 
者 对 它们 的 实际 意义 的 解释 来 说 ， 这 样 的 稳定 性 都 是 关键 的 ， 在 
这 节 和 下 一 节 , 我 们 研究 泛 际 的 极 小 ,并 把 所 得 的 结果 用 于 有 一 般 
意义 的 具体 问题 ， 


6.1A 达到 下 确 界 


在 一 个 有 穷 准 Banach 空间 xX 中， 定义 在 有 界 闭 集 术 上 的 任 
一 过 续 泛 涵 都 达到 它 的 极 值 ， 众 六 周知 ,对 于 无 穷 维 空间 来 说 ,这 
个 性 质 不 一 定 成 立 9, 因 为 这 时 的 有 界 闭 集 不 一 多. 紧 于 是 ， 在 一 
个 无 穷 维 的 Hilbert AH rp — 4 Bots SB IE REA 
子 工具 有 这 样 的 性 质 ， 在 单位 球面 62 一 Gul 一 1} LARA 


“一 世代 Fasw)。 事实 上 ， 如 果 在 OX 上 达到 ,将 是 工 的 特征 
值 ,因而 是 工 的 点 谱 。 

自从 Weierstrass 第 一 个 举 出 了 达 不 到 下 确 界 的 泛 苞 的 例子 
之 后 ， 人 们 一 直 研 究 这 禅 一 个 问题 : 对 Banach 空间 和 的 闭 子 集 
MAIER p(w) 加 些 什么 限制 条 件 就 可 以 保证 达到 下 确 界 ? 基本 
限制 条 件 主要 围绕 集合 Me 一 (ulue M ,p(w) So} 各 种 紧 的 概 


D HREM PUBMIG Riemann 方法 的 合理 修 来 说 ,这 点 是 间 常 关键 的 . 
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您 以 及 中 的 各 种 下 半 连 续 性 。 在 第 一 章 讨 论 极 小 曲面 时 已 经 引进 
了 下 半 连 续 性 的 概念 , 它 是 Lebesgue Morb (BB Fatou 引 理 ) 
TRATEN, ZE p(w) 的 下 半 弱 连续 理解 为 : 每 当 u, EXT 
收敛 于 u, 就 有 p(w) < imqp(ws)， 于 是 根据 (1.3.11)，Banach 
空间 X 的 范 数 在 xX 上 下 半 弱 连续 。 
这 方面 的 一 个 简单 结果 是 

(61.1) 定理 VEX ELS. Banach 空间 ,M 是 xX 中 (序列 ) 弱 闭 非 
BER, oe) 是 定义 在 M 上 的 有 界 泛 函 。 如 果 ole) 在 M 上 强 
WER: 当 we M, lal co 时 就 有 p(w) ~ 00), WE p(w) 在 
METRE WA m info) EARE HERA mE M 达 


到 。 特别, 如果 M = X H p(w) 属于 CRRA p'(m) 一 0， 从 
The = plu) 是 eG) HERH p Ce) 中 任 一 元 素 是 p(w) 的 一 
个 临界 点 。 

证 明 : 根据 9 在 对 上 的 强制 性 ,对 任何 有 限 数 s, 集 M" 一 (n 
le M,p(u) So} AF. AMER pl) 本 身 有 界 ,于 是 < 一 inf 


p(w) 有 下 界 大 于 一 oo. 此 外 ,任何 没 小 序列 (s) CMT 有 界 。 于 
是 有 而 收 化 于 序列 ( 仍 记 为 {w,})， 其 现 极 限 记 为 大 HAM pu) 
ATEAREN 

9G) < ings) = « = infole), 


由 此 可 得 e 一 pl), KAMEA MAREM. iim m FERES 
望 的 极 小 点 。 如 果 M =X H p) 属于 Ct 类 ,那么 对 任何 点 we 
ec), eG + h) > plu), TRAE Ce R MAE X, 
(6.1.2) (dí dr)g(u + ae (pu) ,8) = 9, 

所 以 p'a) = 0, 

为 能 应 用 这 个 结果 , KET SEU REZ plu) G) FES 
连续 , (ii) 强制 的 判别 法 。 下 面 两 个 引 理 提供 了 漂亮 的 一 般 判别 
i.e RBS. 

(61.3) 下 半 能 连续 的 判别 法 ” 设 2 Qu) REEL Banach SiR] X. E 
的 可 徽 泛 函 , 如 果 可 以 表 作 S7 Qa) = pie) e qnn), Jer iG) 
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Palu) 弱 连 续 , 那 么 Su) 下 半 弱 连续 。 更 一 般 地 ,如 果 plu) 一 
Plusu), 其 中 p(x,y) 是 定义 在 X X X. LMR TREN», 
play) 对 xz 凸 ,对 ? 弱 连 续 , 且 这 弱 连 续 对 入 中 有 界 集 一 致 ,那么 
Olu) FEREZ, 

证 明 : HARE Sie) 的 下 半 弱 连续 性 。 根据 
Q.111.), 如 果 在 X 中 e, BIE x. 那么 


$6.) — FC — [6 = e] os)» 


- fe ass Gs + D Gs = ntn tu 
— F (£) )ds, 
XcBoxQG) — sxs (0 — 2. 由 A aR 
Pi CES SUBBEDSUK Fr EA). BH AWE XH x, BUR 
Bs, B- METE TEMS (r) — 97] z 0, 

其 次 假定 9G) 满足 定理 中 提 到 的 更 一 般 的 性 质 。 BA, n 
REX ch x, WAAR x, 改写 
(6114). gn, x) = pu, 2x) + (Plas m.) — OC ens 26). 
我 们 得 到 eC ux) 一 970) ch, PEER, TEH no okt, 
g(x, x) & lim p(x, x). 进一步 ,因为 x BALE zx, LI 一 
BAR. HERA Plta, #4) 一 plr 20] 一 0 一致 成 立 , 因 
if 


ple) = q(x,x) S ling(z,,z,) = limq(z,), 
SARE, 
(6.1.5) 强制 性 判别 法 ” 设 p(w) 是 定义 在 自 反 Banach 空间 X 上 
的 C: RR WEFIREZ—*, 
G) Co's), u) S gClnlD 对 某 个 连续 函 煞 g(r) TEs alr) 
满足 n" g(rMrdr = oo; 


Gi) o'(u) 一 Lu + R'(w) 是 半 线 性 算 子 ,使 得 m mint (Lu, 
men 


P (O SOCRISE X, (QD px URE Hilbert 空间 一 详 者 注 . 
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ujen dL)”, HX liull 充分 大 时 ， 

Ru) 十 2 Vll = Colo. 
其 中 X 连 续 嵌 人 到 Banach SH X, 4(+) E — 4c E UR, 4 
rol alr)» oo, HBA p(w) 在 X 上 强制 。 


证 明 : G) RATE. S4 lull > oo Em p(s) = co， 对 X 中 
范 数 为 1 的 任何 w 和 s 2 0, 


eGw) — p0) = ws pla) = ws oF ued) 人 
根据 定理 条 件 ,有 正 数 R > 0 (R SH EK), 
plow) SPO) 十 PCRw) 十 | E ay, 


BERE lol eo, mote) > [EP we 十 党 数 ,从 而 p00 BL 

|G) BEN ARE ml 的 有 限 维 要 化 于 空间 , (a) 是 使 jn 
一 WEIRIN m= t y, Mh LW, CEN. RY 
mee, (L) , 有 绝对 常数 co > o, E 


eG) = ALm) + RG) > eol I + aC ed, 


3 


于 是 ,如 果 |e lx 一 00, 我 们 有 eG) > 00, BRIA ie 
C (EDER Mle le> 90, 1829 dim(L — mi) < co， 并 且 
定义 在 有 限 维 Banach 空间 上 的 一 切 范 数 等 价 , 所 以 lla lle < C 
( 某 个 正常 数 )，lleela 一 0， 由 此 得 出 urla 一 oo， 因而 又 有 
ig) 7 ©, 
(6.1.6) 例 

G) AUR p(w) = Le +0 (0) 是 半 线 性 算 子 , 工 的 本 质谱 
eL) FEA MBA plu) EX FEHER. PREJ 


* LERAREN T-—— Fae. 
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Cu) = Las) + 9a), 


由 工 的 本 质谱 非 负 , b= L + Ls L> 0, La% FEW 
LARUE E CL a) MEK pa( 一 T s n) + NU) 之 


和 ,显然 ps(w) 弱 连 续 , 于 是 可 用 (6.1.3)。 
Gi) 设 (guis i, j= 1, 2,……, N} 是 光滑 函数 ， 在 函数 空 
闻 Wn = Wallac}, BY) LARZA 


N 


eG) = >} li gi Gs. 


ut 


x 
其 中 evades 是 的 正定 二 次 型 (%€ R* 固定 )。 为 用 


(613), 4 


LA b 
oe, y) — > f ZIOLA 


对 固定 的 y, plr, Y) 定义 在 Ww 上 ,对 * 凸 . 男 一 方面 ,如 果 在 久 
tho y BR, WAE La, 53 Es gilye) BRE guy), 
于 是 有 绝对 常数 天 > 0, 使 

le(z, Ya) — ele, Y) 


= | too sows| 
po 1 

< Ksupsupl gi(y,) — ga O) Hali > 0, 
HP [ab] 


SCHULTE Wa RAA RELE, 

设 p(w) 是 定义 在 Hilbert 空间 X 上 的 C ZE ABT 
用 的 判别 法 可 昼 断 它 是 否 达到 下 确 界 .这 个 关 别 法 不 要 求 
但 要 求 p(x) WETER REA 
SF CC): 如 果 序列 {zo}CX 使 p(t.) -BAR PCa) 一 0, 屠 
A, 有 收 全 的 子 序列 。 

事实 上 ,下 面 的 结果 成 立 ; 
LORE ek ple) 是 定义 在 Hilbert 空间 X 上 的 C ZR 
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pC) 满足 一 致 Lipschitz 条 件 ”, 并 且 plx) 有 下 界 。 那 么 ,如 果 
P) 满足 条 件 (C), 则 在 某 点 # 达 到 infp(x), Bo’) = 0. 


证 明 ; 假定 达 不 到 极 值 “ infpGO. 于 是 < 不 是 p) 的 临 
FHA. BAM CO) 推出 ， 对 某 个 8 > 0, I = (eG < 
‘十 8} 也 不 包 合 临界 点 (否则 将 有 收效 的 临界 点 列 rn) ple) 
ECT cy 由 条 件 (C) 推出 tims, = E 是 个 临界 点 。 p(#) =e), BE 
在 把 3.2 节 中 的 最 速 下 降 法 用 于 这 种 情形 ， 考 虞 初 值 问题 


E -—9G), x(0)-—5, 


XB gi 中 的 任 一 点 。 根 据 前 面 的 结果 ， 只 要 lO — RA 
界 , 对 于 所 有 的 :这 个 初 值 问题 有 解 x2)。 此 外 , 沿 警 xD。 


(O) Zoe) = =p 


于 是 ,因为 pO) 有 下 界 , 当 :一 oo hf, lim ||p' (3G) — 0. 其 


次 ,由 eG WERE (C), ERFA n > co, 因为 p(x(z)) 
BAR, BVA x(#。) AFA x(1wj)， 其 极限 记 为 x， 由 
TO RERE, pG) — 0， 于 是 3 是 plx) 的 临界 点 ,由 (六 )， 
ze 1 这 就 是 所 要 的 了 矛盾， 


61B 一 个 例子 


定理 (6.1.1) 的 一 个 简单 (但 并 非 平凡 的 ) 例子 是 : 考虑 非 自 
JB Hamilton 方程 
(6.1.7) $e VU(x,!) 
的 工 周期 解 ,其 中 0) 是 一 个 N ERAR, Ula) E r, e BIC 
实 值 通 数 ， 假 定 U(x, 1) 对 “是 了 周期 的 ， 求 (6.1.7) 的 工 周期 
解 。 我 们 可 以 证 明 


9 当 oC) 满足 局 部 Lipschitz 条 件 时 本 定理 仍 成 立 一 - 译 者 症 。 
3362 。 


(6.1.8) 定理 ”如 果 了 周期 函数 U(x,7) RE 4 |x] 一 co 时 ,对 
一 致 地 有 UC 2,2) -> 00, BA 
(63.7) 47 ERE CEZA 


(6.19) gp) 一 (he + UG) d 


在 所 有 的 工 周期 C: 28 N eA T «GO 上 的 极 小 值 点 。 


证 明 : 用 Ww 记 所 有 绝对 连续 , 且 策 ELLOT] 的 工 局 期 向 量 函 数 
AO OBA, BRA WEW, [0,T LR) 是 Hilber 空间 ,其 内 积 为 
(6.1.10) Gao = f, BEIO) ORO). 

下 面 证 明 , 在 某 个 $00) € Wn 达到 
(6.1.01) dee) E Hs) 4 U(s))di, 


那么 由 1.5 节 中 提 到 的 结果 , z( 纺 是 ORAR, MAT C) 是 (6.1.7) 的 所 
希望 的 了 RR. 为 验证 intp(*) SARK, BE) 达到 , 我 们 用 定理 


(6.1.1) 并 验证 eG) OF ERATE, 首先 注意 到 ， 如 潜在 
Wu IRAE x, 根据 Sobolev AERE, x 在 L0, T) 上 一 致 收敛 到 .于 
Bol) etai, econ sstistiazi Cesi 之 和 ,由 C6.1.3)， 
9G) T Bk, DUE gCx) 强制, 令 


(6.1.12). (Eryx) 一 [leer 和 
T 
Ra) = f Us yit, 
BARREN HRT LRG Fredholm MF, m= inf (Ley) e 0.75 


H KerL HENARE {e} 组 成 ， 所 以 Wn 中 的 元 素 C) 可 以 唯一 表 成 x0) 
X) t 6， 其 中 人 ) 在 [0，T] 上 的 平均 值 为 0. 现在 有 

(6.1.13) fey S ElIGD cor RA K> 0, 

当 |z| 一 oo 时 Us) BATES, 所 以 Uas) dE [9, T] LAB 
TROU K) FE 


(6114) 9G) = we + DEL WIE, — ETSK, Mey — KT, 
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其 中 Ka gre BA Oleo Hs eG). Bi, RESE 


PERRET HERE UN 24 FB VIDES ME TEPORE ORE UM nd — 

EORR. XA 

(6115) 2. ELI, OSE lols 

maj, E aKO, BBO, 使 得 MaKe, 0, 的 余 集 

0, 的 测度 COST 一 +Cojci， 令 = 足 禹 大 :使 K 0) > 了 12. 那么 在 9, 上。 
La} = Lyn + ela enl — [yal Lend /2, 


MERER, FERS x(+), 使 得 当 + > oo 时 有 mr) 00， 
Ulase) Sale), AK 


(6116) Rl) = [voco son]. - 


meet 
FEY ca。 ool], Rte) — oo。 我 们 断定 p) TE Wy 上 强制 ， 
从 而 定理 得 证 . 


6.1C ”和 拟 线性 粮 国 型 方程 有 关 的 极 小 化 问题 


在 一 些 具体 的 变 分 问题 中 ,有 一 些 水 及 到 症 重 积分 , 另 一些 则 
和 多 重 积分 有 关 ， 已 知 在 这 二 者 之 间 有 着 重大 的 差别 ， 但 是 前 一 
节 的 一 般 考 虑 没有 区 分 这 个 差别 。 事实 上 ， 对 于 一 大 类 "正则 ”的 
REB eG) 一 | FG min 的 变 分 问题 (CO 是 * YN TUR 


数 ), 在 小 范 国内 , 可 以 同时 建立 p(w) 的 任何 临界 点 GO. 的 存在 
性 和 极 小 性 。 于 是 寻求 p{w) 在 大 范 国内 的 临界 点 问题 可 以 分 解 
成 局 部 问题 的 连接 +。 对 于 涉及 多 重 积分 的 变 分 问题 则 柯 能 这 样 
作 。 例如 曲线 的 长 度 可 以 用 折线 还 近来 定义 。 重 是 在 1.1 节 中 马 
讲 过 ,曲面 的 面积 就 不 能 用 类 似 的 简单 东西 来 送 近 . 
而 且 , 相 对 地 说 ,与 单 重 积分 有 关 的 泥 函 多 绝对 极 小 的 正则 性 
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较 容 易 建 立 ,而 迄今 为 止 多 重 积分 的 极 小 的 类 似 正则 性 项 却 只 是 
部 分 得 到 证 明 . 

然而 ， Fe A RRO ASE 
有 趣 的 “局 部 ” 极 小 性 质 ， 事 实 上 , 设 8 是 有 界 区 域 ,z(*) 是 


(6.1.17) pla) 一 L F(x,D*u,D^u)dx 


的 一 个 光滑 临界 点 ,其 中 lal m — 1, 18 m m, uo RE CO) 
中 的 函数 ,它们 以 及 它们 的 小 于 m 一 1 的 导数 在 00. 上 都 为 零 ， 函 
数 F(x,y, 2 属于 C? 类 ,对 于 固定 的 x,y,F 对 2 严格 三 (于 是 
与 9 相应 的 Euler-Lagrange HERMANO). BAe AMER 
极 水 性 质 ; 
(6.1.18) 设 n(x) 3e 0 是 C” A RETR ime un GO TE s RD 
小 邻 域 8: ZH, BA eG +a) > ele), Wikis RATE 
相对 极 大 。 

WA: 因为 (的 一 0，Taylor EAMH, MRT 4 to, 1) 


有 . 
(5149) (E + n) = pla) +4 OH + ny. 


其 中 OM m D |, exiis Dr)pnsDAs R 


jar, rim. 
们 证 明 (6.1.19) HAE ME ITE (I + a) > 92). 
为 此 注意 到 ,对 jal < m, (ahe CO Dinlaa. Ff EC) Bi 
nC.) 一 0 而 趋 于 零 .由 简单 的 计算 可 知 ,对 于 充分 小 的 上 (Qn)， 
有 与 上 无 关 的 常数 cs c > 0, 使 


CP” + ()n 3) S callie — cilius 
= (e, — 680.) inl > 0. 


其 次 考虑 这 样 的 问题 , 找 一 个 定义 在 有 界 区 域 90CR* 上 的 函 
Bou, 这 到 泛 落 p(w) = | FCs, D'u, Drs EA RE GER 
Jal < m), 生 在 0 的 边界 Ba (00 Ji) WR Dirichlet 边界 
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条 件 Dula — 16) Ud 1a] & m 一 1)， 这 方 醉 的 一 个 已 知 结果 

是 

(6.1.20) 定理 ” 设 在 Wms(9) HEE I(x), 使 得 D'f dk 69 

ERM. BA, |e] « m — 1， 进 一 步 还 假定 遂 数 F(x,y,s)】 和 

它 的 篇 导数 OF /Oy, OF /Oz ER, F 满足 下 面 两 个 条 件 ; 

(6.1.21a) F(z,y,2) Belz]? 一 co 其 中 coe, 是 大 于 堆 的 常 

En 

(6.1.21b) 对 于 固定 的 x, y, F(x, y» 2) 是 z BS ER IC. 

BBA pls) XE € — lulu € W ,, (9), D'u]oo = fasa) & m — 1} 

ER FRA infplu) ARK. ABER GO) € © KA, 
证 明 : 首先 注意 到 ,根据 条 件 (x) € ©, 所 以 @ 非 空 。 其 次 ， 

AT p(w) 和 p(w) + c Ce 是 性 一 常数 }) 有 相同 的 临界 点 ,我 们 可 

CLE (6.1212) Ac 一 0 成 立 。 从 条 件 〈6.1.21a) 还 推出 p) 


在 @ 上 强制 。 这 是 因为 p(w) > co | 1D"wj?, 同 时 由 Sobolev tk 


人 定理 ,存在 与 = 无关 的 正常 数 ca jaj < m — 1 使 得 
IDs, < lC — Alle, + Dll, 
< eD” — Diu, + IDH 
< clD"wll 十 常数. 


困 而 当 Doan = [ Sr WOME, + oot, wu) o. 此 外 


p(w) 有 下 界 ， 于 是 一 旦 我 们 由 (6.1.21b) 证 明 , 对 s, C0) 中 的 
Bka pH) FEER, BERTH (6.1.1) 得 到 证 明 。 设 we 在 
Wm p(2) PHBE ve, € C, 那么 Ee, MARE) om. 在 
L,(Q) 中 Deu, -> Dru UR, (ea) ARBRE PA ( 仍 记 为 
Qn D FEO HHL PADRE RS u. 根据 Egorov 定理 ,对 任 给 。 > 
0, 存在 集合 O,CO, 使 得 对 lel « m —1, 在 9 上 一 致 地 有 
Dru, 一 Dr， 同时 #(Q,) Sula) —e, & 


Quy = bise Q,, >> | Deu} <n}. 


AY EW mlO), 26 0RN — cht alo ~ 0,4) 20,8 
* 3666 


TREE BUTS Ae (6.1.21b) 证 明 所 希望 的 下 半 连 
Buh. EM 


Pawlu, v) 一 f, x F(x, D*u, D”v)dx 


和 Poul) 一 Paws n), 
我 们 有 
urn) 一 Pon) 
一 {Pen Hansa) 一 pun n) } 
+ {Panl Host) — Pawlu) }, 
根据 条 件 (6.1.21b), 


Panes Ha) — Polar n) 


mj) rs Drs Du) D*un — D"). 
LO 


同时 在 906w 上 一 致 地 有 
F(x, D'ua, D"u) -> F(x, D'u, D*u), 
F(x, D'un, Du) 一 F.(x, D*u, Dx), 
于 是 ,因为 在 Li(0) 中 Dew, > D"u BKK, MAH n— colt, 
limus.) > pow(w)， 因 为 P(x,y,z) FEMS Pal He) So (nn); 
Rs ANE, KY n colit lim plu) > plu), FH (6.1.20) 
得 证 . 
如 已 提 过 的 ， 如 果 m. N 同 时 大 于 1, 还 没有 找到 一 个 一 般 性 
的 结果 ,以 保证 在 《6.1.20) 中 得 到 的 极 小 值 点 GG) 的 正则 性 。 于 
是 一 般 不 能 说 (x) 满足 所 得 的 Euler-Lagrange HR 
XX — D" D*Fs, Du, -, D") = 0, 
D'u|so = fo la| «mci, 
其 中 F. = OF (x,X*)/Ox*, 
Hm= 时 ,最 近 已 对 任意 Y 成 功 地 解决 了 这 个 问题 ,这 是 好 
几 本 书 的 课题 (例如 Morrey (1966), Ladyhenskaya 和 Uraltseva 
(1968)). XI N 一 1 问题 相当 简单 。 事 实 上 此 时 aw) 绝对 连续 ， 
面 且 在 所 mola,5) 中 (p > 1), 8) EBA me 一 1/z 的 Halder 
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连续 函数 .在 1.5 节 已 得 到 这 个 结果 。 

下 面 需要 用 到 两 个 简化 假设 ， 首 先 假定 泛 函 ple) 相应 的 
Euler-Lagrange 方程 p(w) 一 0 是 半 线 性 的 ,其 次 设 方程 p(w)=0 
是 二 阶 的 。 半 线性 的 意义 是 双重 的 : 

《iD Ju 15 节 所 述 ,任何 广 义 解 的 光滑 性 常常 可 以 归结 到 线 狂 
RARD ERE NEE; ; 

Gi) 已 有 下 学 连续 性 准则 (61.3) 和 强制 性 准则 (6.1.5) 以 供 
应 用 ， 于 是 如果 


eG) = 去 (Luge) + Nu) we Waal), 


Se (Law) — |, XD enue) Duin BO MET LIBRI 


ta Blom 


的 二 次 型 ,9itw) m | Pis. Flee) 是 C def MEIE 


的 抛物 线 p(4) 一 ca! + calc, > 0) 作 下 界 ， 假 定 OCR’ 是 有 界 
KR AA aalr) 在 OQ 中 光滑 ,把 Girding 不 等 式 (1.4.22) 用 于 
(Lu,u)'), 3& Fatou 定理 用 到 Nu) 就 可 得 出 p(z) de Wa) 
上 上 的 下 半 弱 连续 性 ， 为 得 岂 No 下 半 弱 连续 ,请 注意 ,如 果 x 在 
Wal Q) HB RE u, 那么 mm 在 Q 上 依 测度 收 伍 到 u, H Fatou 
定理 就 及 FO HEAREN im] Fru) m] FCs, 9. 

vu) 的 强制 性 的 证 明 较 困难 ， 但 是 ， 只 要 p(x) 中 的 正常 数 c. 
WEG BDO, J (15 GI) 也 可 推出 强制 性 (此 时 六 一 


一 -一 一 e 

© 所 说 * 拒 Gácdiag 不 等 式 用 于 《ZLwyw)” 似 不 爱 。 IRUCKSE AUN PRU E Æ 
BAART MARE LARK. 
(Lege) 的 下 半 弱 连续 性 可 这 样 米 得 到 ; 

记 工 一 也 + La Hp (es) S, fat KODUD u WA Qaa) 


而 不 难 证 明 iur ERER —— 


i 
DOA ARS) PF ERER. 
Wem. 
we jun m REL OS DORIA SENECA 4G RAE. 


ESI 


£(0)), XBR NET FC, 7) 的 增长 加 以 限 
S EEE: uE (0), F(x, a) 非 负 的 假设 已 经 保证 了 
Firs) 可 积 。 以 及 , 如 果 eG) EE Y aal) LFS inip) 
是 有 限 数 (譬如 说 是 “), 对 任何 固定 的 6 > 0, RIRES GE X 
ERS Wal) T p (ese +6) ER plu), 
Oh ER MEER BF AB ze 1 foL LES TB 
质 ， 这 主要 是 由 于 W. (2) PRRWPRERUR FBS A 
周知 的 方法 (例如 极 大 原则 )， 朋 这些 方 法 可 得 到 这 类 方程 的 解 的 
先 验 估计 ， 我 们 用 这 种 简化 的 一 个 简单 (但 是 有 上 骨 ) 的 镜子 来 结束 
RANE, 
(6.1.22) 关于 先 验 估计 
HER pu) 一 | Fla,u, Dw)dx fe S) 达到 @ 上 的 极 小 ， 


Xu 6 EW (0) (o z 1) 中 所 有 满足 给 定 边 界 条 件 xlas 一 了 的 
函数 * 的 集合 。 如 果 有 0 使 得 对 所 有 的 x€ 9 和 |z| > 0: 

G) HY z kth, F(x, y, 2) > F(x, k, 0); 

Gi) P4 y < 一时, F(x, y, 2) > Fle, 74,0) 

(ii) 在 08 上 ess supl] < k; 
那么 在 OQ 上 ess sup|#(x)| « &, 而且, 如 果 

(iv) Hel 一 coh, HARR lel 十 yl, Fun Y, z) 一 
OC lela), F,Cr y, 2) = OCz’), 
那么 是 相应 Euler-Lagrange BMW MM, 

证 明 ， 首 先 指出 ,从 WoC) 的 特性 可 推出 E 上 函数 的 截 短 
函数 仍 属于 €. EXC E BE e € @, ess supjz| > 4, H7 lc e AR 
RM 


n inf(v, £) wt emo 
(6.1.23) SC) cs ec, 
BA FH) € WoO), (iii), Foo =f, TR 2€ 6, 
其 次 ， 用 (i) M Gi) 可 证 明 pl) < pl), MHR ENT 
(6.1.22) 的 第 一 部 分 ， 事 实 上 ,从 CO 和 Gi) 推出 


E 


(6.1.24) plr) — (3) 
~ | (F(2,0,02) — F(x,2,9,))dx > 0, 
leak 


于 是 在 Q 上 ess sup] Hx) | & k. 

下 证 第 二 部 分 。 我 们 指出 , ZG) 也 是 ols) 在 限制 类 Crn E 
MBA, Gin m (n|n € €, lule SHIR M Civ) HEB. XE 
t€ C$(0), p + i0) 在 Ca HR. Ai 


d og = 
p PE +E) | soy —0, 


UBM BAH TECO), 
n (FG, RS + Pus Bode = 0, 


于 是 如 所 希望 的 ,六 是 p(w) 的 Euler-Lagrange 方程 的 广义 解 。 
现在 考虑 定义 在 有 界 区 域 0CR* 上 的 一 阶 半 线 性 边 值 问题 

(6.1.25) Lu + f(x.) — 0, ulso = ete), 

RE LBA AEM GAS ALIE MAD BT. 
RERITVT lee) eM eR, WEA (6.1.22) 第 二 

部 分 中 所 用 的 论证 ， 事 实 上 ,我 们 证 明 如 下 的 命题 

(6.1.26) 无 需 对 Gc u) 的 增长 加 上 任何 限制 只 要 g(x) 连续 , 且 


Lum D) Düag()D'ub — cu, c > 0. 
[MELIUS 


TSR M > 008 
(6.127) (sgn )f(z, y) <0, A Iyi > M max|g(x)| RY. 


那么 方程 (6.1.25) 总 有 解 GO Aa) 使 相应 的 泛 函 四 达到 极 小 .此 
外 ， 在 上 述 条 件 下 ， 方 程 (6125) 在 9 中 所 有 的 解 久 (*) 满足 
spi WD <M, 
A: RATAA Dy EARE (6.1.26) 的 
第 二 部 分 ， 定 多加 (*， y) 为 
fo M), * y M, 
(6.1.28) fue, y) = fley), 对 My M, 
f(z,—M), 对 y < 一 M, 


tage 


它 是 Lipschitz 连续 函数 . 方程 

(6.3.22). Lu + fy(x, u) = 0, slo = g 

在 乡 中 的 任何 解 都 与 (6.1.25) 的 解 重 合 ， 事 实 上 ,如 用 也 记 户 (r) 
在 9 中 的 正 的 极 大 值 , 并 设 它 在 某 点 和 me 4 KIAL (s) 一 
0, FE flees W (82) 守 0。 从 而 根据 工 的 极 大 原则 (参看 Protter 
和 Weinberger, 1967), WS M. SA WHOM V. 出 
MERERI F >M. FEIW, <M, ful x, W Go) 
Ka, W G2). 

BA ful x0) 自动 满足 正则 化 (1.5.7),(1.5.8) 所 要 求 的 增长 
限制 条 件 ， 与 (6.1.29) 相应 的 极 小 化 问题 就 不 难 解决 ， 把 艇 记 作 
Gr) , 由 定理 的 第 二 部 分 ,应 有 1#(x)| < M, BON I8 (6.1.25), Bg 
WAGs) 也 使 


plu) =F ua) 一 | E 


达到 极 小 . JR FC) = ff Has 06. 


(6.1.26) 的 重要 性 在 于 它 与 非 唯 一 性 的 务 虑 无 关 。 考虑 定义 
在 2 上 的 如 下 Dirichler 问题 ,可 对 这 点 作出 很 好 的 解释 ， 
(6.1.30) &Au + u — gi =O, ulag 0, ** 

我 们 曾 在 4.4 节 简 单 讨论 过 这 个 问题 ， 现 在 证 明 关 于 解 x(*ye) 连 
续 狂 的 一 个 结果 ， 即使 对 于 充分 小 的 。 > 0, 这 个 方程 组 部 有 任 
意 多 个 不 同 的 解 (我 们 将 在 5.6 节 中 证 明 )、 

(6.1.31) 定理 4.4 节 中 所 述 (6.1.30) BUR eC e) 可 以 被 唯一 延 


P 原文 中 此 处 还 有 一 眉 话 * 愉 条 件 (6.1.27) 推出 ,对 Fules) 一 | tus nds 
38 [Fats], FG à). EUG Wis (0) tb SUERTE oC) 的 函数 
BES 

Pu = D Gao) — | FuG De o G^, RUE dB ERR 


的 证 明 , 故 移 此 一 一 译 痢 注 . 
ot ole) RARER, Bue QC JUS IE JEE 4.0809 OI) 338 
E. 
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折 到 开 区 间 (0.07%) 上 成 为 。 MNES 
Tu, Hepa deo 上 Laplace 算 了 


函数 ， 而 且 不 能 进一步 延 
值 条 件 的 最 小 特 征 值 。 


证 明 : 我 们 首先 注意 到 ,对 每 个 se> 0, HK 一 sup 2 [1a] > Ar ES 
f C6.1.22 的 条 件 ， 如 果 令 


e) = | (eya — d eet), 


BAUERA PNT, nue) ECCA) 达到 int eG, TRE C98) WS 


wi 
X (6.1.30), 和 进一步 ,对 e21/A,, Wn A. 的 变 分 特 注 ,对 Wala) 中 光 
MA «(x)50, BCH) >O. 故 对 


eat, s. 8)D, 


另 一 方面 ,对 < 1 12 有 vC) «0, Jb e, 是 与 相应 的 正 特征 函数 . 
同时 ,对 we, (0) 有 fel EW aCA) m eC = ele), 于 是 可 以 假 
EH üx1/A, 在 9 中 有 e(x,6) 0. AMM PRN RAI nese) 是 
(6.1.30) 的 唯一 正解 和 e (0,0) ERREF e. 
《6.1.32) 引 理 对 5 € (0, A77), (6.1.30) BRE (52). 是 唯一 正解 , 且 
ESM e. 

证 明 : 假定 对 固定 的 e € (0,477), (6.1.30) 有 两 个 不 同 的 正解 “和 
"s. 那么 对 Ax ety ema — s 满足 方程 (对 n — 2) 
(6.1,33) Bo — Agri uu, + abo b uv = 0, ah vlog = 0, 
f C6. 1.33) AE P REEE, 4 le voc (6.1.33) ADEE Aa, 
VGH CER. 看 作 下 列 方程 的 一 个 特征 国 数 (对 v — 4) 
(6.1.34) Aw — Apu + ve = 0, 2H, wlag= 0, 
Fi», id (601,344 A BERRA, MERTE & 和 s 的 变 分 
等 性 推出 n>n, BH (6.1.34) 的 正 特 征 函数 属于 最 小 的 特征 值 ,我 
们 有 Aou; he Ba, <4, AM aeu, BER. Wit 
2:0, XBT #, — n. 

最 后 ,我们 分 两 步 证 明 (r38) ERRAT e 首先 假定 8 e0 
Ah), 那么 mles) WE (6.1.30), FRA C 5600) Mae 
52D) 在 94 上 都 一 致 有 界 , 故 有 正常 数 <o 合 得 o ve Gun) cro» MATRE 


列 Ga) AALS, YR Arzela-Ascoli Ge HR, {w(xs54)} 
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有 一 至 收 伊 的 于 序列 {rst} TERIS AC), SAX 6 = sa d 
A (6.1.30), WY 2 BARA RBA BIR PTE. XdE 
Pa LEE J) v0), ming. CH) e o HORE RETTER TEE < 为” JT 
BA ,所 以 # REAP. TREO E = (2,6), XX, 如果 假 
设 suplakx58s) — Gs 8)]-o0, AM RTPA CHICA (02 有 绝 
对 常数 a 使 

mop.) 一 (rs za 0. 


这 和 前 面 的 结果 相 予 盾 。 


62 几何 学 和 物理 学 中 某 些 极 小 化 问题 


为 收 进 一 节 的 一 般 结 果 ， 吏 在 考虑 微分 几何 和 数学 物理 中 
某 些 特殊 的 重要 的 极 小 化 问题 。 


62A "Eid Hermite 曲率 的 Hermite 度量 


从 L2 节 讨 论 的 Rieman a 曲面 经 典 的 单 值 化 定理 推出 ,对 任何 
C7 K Riemann 2 维 流 形 (Wi,g), 当 且 仅 当 强 的 Euler ELM) 
AGRE, (M,e) 可 有 常 值 负 Gauss 曲率 的 保 角 等 价 度量 #g。 作 
为 Hadamard 定理 (5.1.5) 的 一 个 应 用 , 我 们 在 第 五 章 证 明了 这 
个 结果 ， 这 里 ,用 一 个 适当 的 纯 量 曲率 函数 代替 Gauss 曲率 , 我 
们 将 对 高 维 的 紧 复 Kabler 流 形 证 明 一 个 类 似 的 结论 (对 它 不 能 
用 (5.1.5)). 

对 这 样 的 复 流 形 MN, 我 们 要 成 的 必要 且 充 分 条 件 只 和 (gg) 
的 适当 纯 量 曲率 函数 的 积分 的 符号 有 关 ， 因 为 我 们 的 结果 一 般 与 
8 无关, 于 是 根据 经 与 的 Gauss-Bonnet 定理 ,这 结果 是 复 一 维 流 
形 情形 的 直接 推广 ， 

我 们 给 出 的 证 有 明 在 很 大 程度 上 依赖 于 两 点 。 一 个 是 极 小 化 方 
HA. APE LER ARO BRI S ER. d 


* FERS A RR Ba, 
"n 原 书 此 处 误 为 严格 正 -一 译 者 注 . 


4,373 6 


HACHEBWHEAT, 毁 找 出 适当 的 工具 代替 Sobolev RAGE 
理 ， 此 时 启 者 已 失效 ,这 是 因为 , 当 VERA USES 5 
s € Wat, g) exow RAR, 

《1) deja E Ato (8 758 

WM RN ENS C" REWE, Kabler 度量 g (在 某 个 局 


MRE), gh dt = Z gaude de^ EM, WA, in e 是 定义 
ap 


EN EAOK C" RBH dst — erde 定义 的 Hermite BEE, 
PER RAR, ETT SURE CUL, g) AU (DU g) 的 Hermite 纯 量 曲 
率 , 其 间 有 关系 

(6.2.1) R= e*(R — NAc), 

其 中 A 记 定 义 在 (9,8) 上 的 相应 的 实 Laplace-Beltrami BT, 
PARE SHA: 相对 于 Hermite HAS? XT (MZ) 的 
Ricci SER Rag 的 分 量 由 下 式 给 出 


BogG á z 
TAE, Ju Ge deel gual, 


因为 G eG, SFA (Mg) 的 Rico. SKI Roy 的 分 量 来 表示 ， 
我 们 求 出 


(6.2.2) Rap 一 一 - 


ae 
[o 
ASSN RE EMS RAS Ricci 张 量 的 迹 , 又 得 到 ( 参 
SLATS B) 

(6.2.3) Re" — R—2NC]o, 


其 中 OL ASE GR, 8) 的 " 复 Laplace MP”, BAM 


(62.3) 可 导出 (6.2.1)， 于 是 如 果 : 是 某 个 正 数 ， 就 可 以 这 样 来 
确定 具 Hermite RMR RAE, RRO 
程 


Rag = Rag 一 2N 


1) REAM HEHA — HE I dimeM>1 B EREET (Sog 
的 Riemann 结构 的 Levi-Civita RARR. 
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(6.24) NAg — R — c'e" = 0 
有 定义 在 整个 ( 骂 ,g) 上 的 C" Beo, 显然 ,如 果 ole) 满足 (6.2.4)， 
EM 上 积分 (6.2.4) 就 得 到 


f RG4Y 一 -e| edy <0, 
x 


a 
于 是 (62.4) 可 解 的 一 个 直接 的 必要 条 件 是 | REY co d 
实 上 ,这 个 条 件 还 是 充分 的 ,我 们 有 
(625) 定理 ik (Me) 是 紧 Kahler 流 形 ,那么 , 当 且 仅 当 

j, Gv « o 


BY, (M, g) 有 县 负 常 数 曲率 的 保 角 等 价 (Hermite) BERE, 

证 明 : 上 面 已 经 证 明了 必要 性 部 分 现在 只 需 证 明 当 R GO dE 
以 上 的 平均 值 为 负 时 (6.2.4) 对 某 个 “ 9e 0 可能。 为 此 先 证 明 下 
面 三 个 引 理 。 
EIE (a) 泛 函 


(26) plu) 一 f (4 [Vu [3+ RG)w 十 Les) av 


ERR W (M,e) 上 的 下 确 界 可 由 其 元 素 #& W AMER 


Bop wg) 一 {u| | clei + #)dV, < oo), 


BIB (8) MoupRG) < Ot, BIE (o) 中 的 二 可 以 选 成 本 质 有 办 
函数 。 
3l (v) 引 理 (a) 中 的 函数 元 可 以 选 成 是 CT 函数 ， 且 满足 方 
程 (6.2.4)。 

现在 来 证 明 这 三 个 结果 ， 显然 ,综合 这 些 引 理 ,不 论 是 否 sup 
RG) < 0, 我 们 都 可 得 到 定理 的 证 明 。 
引 理 (a) 的 证 明 ， 为 证 明 可 达到 在 入,a(gr。 g) 上 的 下 确 界 inf 
plu), ROI (6.1.1), ut fen F D BE AL WON, g) 的 
Hilbert 空间 的 结构 

(i) 首先 证 明 ,出 《6.2.6) 定义 的 Pl) EH = W (Lg) 上 
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有 下界, 若 记 其 下 界 为 9 > — 00, BAMA a = influ), © 


Parr = {uue Hip) «8 +1}, 由 验证 (ii p(w) 1€ psn LIR 
制 Git) Ce) 在 pon FERES, 把 (6.11) 用 到 pon EAIA 
9a 是 序列 弱 闭 集 。 

为 证 p(w) Æ W (Vg) 上 有 下 界 ,我 们 注意 到 ,如 令 w 一 向 
+a Rkm (M,e) 上 的 平均 值 为 零 ，# 一 (vol(M,g))* 


+f ade, BBA 
qiu) 一 LI Iva? | ROm + af RG) 


2 x 


综合 应 用 Poincaré RERI ulo: > cluil 和 em > 1-20. 
从 Cauchy-schwarz 不 等 式 求 出 ,对 任何 8 > 0, 


(62.7) 9G) 2 Siva RC — cella 


+ a R(G)4V 十 i c'e" vol( yg), 
. 


FEG s 一 N/2c， 我 们 有 (因为 | 8G) <9) 
® 9G) > ŽIRO + a), 


其 中 aC) Bala 一 oo METES ik infole) > 一 co. 


Gi) 用 同样 的 方法 可 以 验证 p(w) Æ pas 上 强制 ， 其 中 
5 一 infy(w)。 Wiis un € H = W (M,e), Veale o0, RAT 


证 明 p(w,) 一 00. 请 注意 ， 可 以 把 lalia = Ives? + Iul? 选 为 
Wia ,g). ERE EDI DO UBER [rus haao 但 ial 


BR RB |? > co 时 p(w) 的 性 状 ， 在 第 一 种 情形 , 令 ce 一 x, 
BEM (6.2.7) 推出 所 要 的 结果 ， 在 第 二 种 情形 ,我 们 采用 (*) 式 。 


375。 


Gi) TRIER] p(w) 在 pan 上 的 下 半 弱 韦 续 和 性， 事实 上 ,如 
AE W aM g) 中 mm > r COR AS Z wh Rellich 引 理 , 存 LACM, 
8) 中 un >u HI, PL [RGDu, o [RGOw, HE Fatou 定 
BEM (6.1.3), limq(,) = pCa), 从 这 个 事实 还 可 看 出 pr 是 
FIDAR, 

引 理 (8) 的 证 明 :我们 证 明 , 存 在 一 个 有 限 实数 《> 0, 使 对 
任意 元 素 4€ pans 截 段 函数 
inf(#,k), — Xem, 
sup(s,—4), Huat, 
fg pr) < ple), EDU v" € pus AW CR). 改 极 小 化 序列 
{uy} rine. TSI (o) 中 的 二 可 以 选 成 那样 的 函数 ， 其 
esssuplul SA. HREM AIR A, 首先 注意 到 ,如 果 we Wa 


(DM, 9), WE the Wig), Sz EAV L< Vuo AT 
FURS RS u 换 成 n AE 


(628) u -[ 


Ha) = " (Rapu 二 二 ce 


MEN, RANE, supR G) < 0, 故 有 两 个 正 数 o A a Bae 
RG) s —a. Bir m 十 0o 时 ,被 积 函 数 

f) = RG)s + Lee — 0, 
所 以 存在 正 数 k (Bw >k E IU) x G0. BODE, dn 
Roi —co, B supRG) <9, 所 以 1(4) 也 趋 于 co。 于 是 存在 


TER a, Hu <k A TUS) Gn). 从 而 可 把 supUss Ae) 选 
作 (6.2.8) HARREM k. 

引 理 (Y) 的 证 明 ， 分 成 两 种 情形 来 证 ， 

情形 1: sgpR(z) < 0, 此 上 由 引 理 (8) MAAR. IR 
而 ,和 如果。 REXEN, g) 上 的 任意 C^ HD, M a BUR ETE 
出 
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(629) im + (o(a + ev) — eG 


- | INVEVe + RN + cep} = 0, 
" 


FAD C" 函数 在 W (IN, e) R, RIVIERAN v € W 0X, 
8), (6.2.9) ARBAB. PEs TUBE FEN HR 
性 非 齐 次 方程 的 弱 解 
(62.10) NAo =R + ee, 
因为 对 有 限 的 > 1, (62.10) RAF LM, g), B eR 
T1875 EIE MERE. 4E EJ 1<p < co, HE WC g), 
于 是 根据 Sobolev 嵌入 定理 (可 能 在 一 个 零 测 集 上 重新 定义 后 )、 
HE C(9t, g) (指数 为 的 一 阶 导数 Holder 连续 函数 空间 ), 因 
AMY (6.2.10) AA HF CH" CDU g) 时 ，w em a ESSA ROUTE S 
足 该 式 , 故 可 以 把 Schauder 正则 性 理论 用 于 (6.2.10)， 于 是 we 
CAM, g), u ERREF (6.2.4), EE Schauder E 
则 性 理论 WISA uc CM, g), 

{HE T: supRGO 之 0， 我 们 用 下 面 的 方法 把 这 个 情形 化 成 
情形 1， 把 (6.2.4) 的 尝试 解 写成 # 一 “十 W, Ron 
(6.2.11) NA» — R — eere = 0, 


Revo y" | Rav, 


(62.43) NAW ~ R(x) + R — 0, 

显然 (6.2.12) 唯一 可 解 ( 精确 到 一 个 常数 )。 又 因为 由 假设 条 件 
R <0, 可 把 引 理 (a) 和 (8) 中 的 论证 用 于 (62.11)( 其 中 著 轿 
定 )。 而 且 , ~ BRA pl) 关于 (6.2.11) 的 极 小 化 本 版 有 界 
的 5， 情 形 Y 的 正则 性 论证 成 立 ， 因 为 (6.2.12) AR wW ft C" RI 
Boie =s + WE CRIB (62111) 和 (6.2.12) 相 加 ,不 难 
FH ” WIE (6.2.4). 


TEE Be) aoe ARR AOE Ree<o, Eui 
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Fsh Gauss-Bouner 3j MPL WY Euler-poinan aed, ADD AM. Hi 
一 般 些 ,从 Kabler 流 形 理论 一 个 有 趣 的 公式 推出 

[som = taf Aer, icit 
其 中 是 路 的 第 一 类 Chern 28, o ACM, 1) 的 基本 形 ， 于 是 我 们 有 
(6.2.13) 推论 ELI evum Bi NOE Kabler 流 形 (M,e) 
ARMS IT c KOM AREN Hermite A RHR. 


对 MW AR ROR Ra ILL M 的 标准 因子 的 度 的 符号 来 者 
示 。 


62B 非 线性 弹性 理论 中 的 稳定 平 病 状态 


一 般 说 来 ， 一 个 弹性 体 8， 它 在 给 定 的 保守 力 的 作用 下 的 了 
BUR SIME EAE HR p(w) 的 临界 点 来 确定 ,其 中 中 (w) 是 一 
个 适当 光滑 的 位 能 泛 函 ， 因 为 可 能 的 平衡 状态 极其 复杂 ,很 重要 
的 是 确定 那些 对 应 于 pt) 的 绝对 极 小 的 状态 ， 事 实 上 ,由 4.38 节 
的 附注 ,这 种 状态 是 稳定 的 ， 现 在 着 手 讨论 这 样 一 个 问题 , 即 证 册 
对 于 下 面 的 各 种 弹性 问题 ,实际 上 可 以 达到 p(w) 的 下 确 界 、 

HEL 可 变形 板 。 假 定 有 一 个 可 瞪 曲 的 弹性 薄板 , 它 的 边 被 
夹 紧 ,受到 外 力 的 联合 作用 ,一 些 力 沿 着 边 作用 、 一 个 力 了 沿 着 板 
面 的 法 线 方向 ， 其 平衡 状态 由 Von Karman 方程 (1.1.12) 决 定 . 
第 二 章 的 讨论 指出 ,这 些 平衡 状态 是 算 子 方程 Gle) 一 了 的 解 ,其 
中 feW,(0) 是 上 的 表现 ， 它 和 f 的 大 小 成 正比 。 此 外 ,在 
《2.5.7) R1 (2.7.18) 中 ,我 们 指出 , 算 子 

Wile) = u + Cu— ilu 


Gi) BBR 10) BIS SAREE CEB 


ex) = E alta — ler Lan) + T Quai, 


K 


Pala) = Wla); G) Aa) PERRE 2.7 节 的 意义 下 )。 对 
file) = palu) 一 (hx)， 显 然 有 关 似 的 结果 成 立 。 


379， 


HEV Gal) 在 Wel) 上 强制, 令 Maul > oo 那么 


Paua) = unl? + i (Cite ite) — Lassus) — (foun) 


= hue FCC nV m ACC Gn m) Bo) 


— (us). © 


于 是 对 任意 6 > 0, 根据 Cauchy-Schwarz 不 等 式 ， 
Palia) > lo] (I e) CCnn N 


— Cafe) JEN — 20/lesli. 
取 ae 一 E EX 


Gal un) 2e Tu — 2f sl — 22. 
从 而 对 夯 定 的 4, 24 oom oo ht, Palu) 一 00. Gale) RARE 
续 性 是 判别 法 〈6.1.3) 以 及 算 子 工 和 C sa EE SREHERS SRE, 
从 (6.1.1), 我 们 断定 
(6.2.14) 对 任何 轩 定 的 4 和 f, ERE pl) WO) ESTA. 并 
达到 它 在 该 集 上 的 下 确 界 。 而 且 这 个 下 确 界 由 相应 的 von Kar 


min 方程 的 一 个 光滑 解 达 到 。 


UE n. 可 变形 落 壳 ， 现 在 推广 刚才 得 到 的 板 的 结果 。 代 替 平 板 ， 考 虑 
一 个 薄 弹 性 结构 5， 它 有 基 个 初始 弯曲 ,这 个 初始 弯曲 由 绥 数 (zyy) K(x， 
») 措 述 ,它们 是 * 的 Gum 曲率 的 量度 ， 假 定 演 受 外 力作 用 ,一 些 力作 用 在 
边界 上 、 另 一 些 力 CRRA ATRL, 所 得 的 变形 可 由 非 线性 Von 
Karmin Jj (4.3.1)—(5.3.2) WARA 4E (4.3. 23)—(4.3.24) — dE Tf 
定 ， 为 简单 起 见 ,我 们 还 设 Z 一 AM, AR Ar EREDE AF 一 0 在 达 界 
条 件 (4.3.23) 一 (4.3.24) FRIRE, ABA FIE DOE du. Cest t APO) 的 解 
《wsf)， Kh w MF RE 


* 请 参看 (2,5.7) 一 PAE 
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(6.2.45) AF = -4 deum] — (kitou) m Ou) 


(6.2.16) Aw = [E oe AL Forw] + CAP eb QE), + AZ 
[其 中 Z = 2 + (Rifah + COLE) REGERE 
(6.2,17) DF lag = D'w]o, = 05 Hla «t. 

30 (2.5.7) 一 样 ,这 些 方程 可 以 写作 06,00) 中 算 子 方程 的 形式 
G) Pa TG) — Ley 
(i) w = CCP) + RCl Fyw) + Lw AZ 
FO) A GD, 而 (2.5,7) 的 结果 ,可 把 市 


(6.2.18) 96,4) = lel + il F esw) + Lyell? 


= Aww) — MZ qu). 

现在 来 证 明 

(6.2.19) Æ 9 — 0o Zs > 和 函数 Pos k.s kas ink CANO, A) 有 限 ， 并 由 
$8. | 

E, CQYHHA RAGE KATRI Co. 2.15) 62:17) 的 解 Qs P) W 

v. 

证 明 : 用 (6.1,1) 证 明 ， 先 证 (6.2.18) 所 定义 的 C2) 在 Pu) 
下 二 连续 ,并且 强制 .由 (6,1.3), 209,00). 上 的 下 半 弱 连续 狂 是 显然 
的 ,因为 由 (2.5.7》， 算 子 eyw), iG) ALL A W, CO) 上 全 连续 ;这 意 
VE KoA) 是 一 个 凸 泛 国 和 一 个 弱 连 续 泛 国之 和 、 余 下 只 是 证 明 9(w2) 
的 强制 性， 基 此 考虑 集合 


(6.2.20) R= {el orl = tlel — Mns n) <t 
BREE, BRE E loti 9， 不 然 的 话 , 兴 有 序列 va €R, Bee 


BES. Tdi LEA TERE, Lwa ws 六 >0， 因 而 对 充分 大 的 n» 
le. «1. BRAGS, SA intllC(w non o (否则 将 有 m EE, CCH m) 
= ÈH 2 = OC, v) 几乎 处 处 有 零 Sas 由 率 , 以 及 在 39 kw 一 0, 
PURE s 0. 34 edle. lvl = 1. 对 rer. 我 们 有 当 eio 
时 ， 


(6.2.21) Qs Amel Arr) + = fel? — lwl} — AC) 


(3817 


Shelf pu — x}. 
其 中 Kk 是 与 w 和 。 无 关 的 常数 ;而 对 v5E, 有 
(6.2.22) gw a> ell {lel — Kos) — UZ sm) 


lqep-k 
ay le — x. 


因而 无 论 在 哪 种 情形 , 当 jelo 时 都 有 KeA), 


6.2C Plateau 问题 


作为 对 6.1 节 中 想法 的 修改 。 这 里 解决 单 志 通 可 求 长 Jorden 
曲线 CR (SF 11A) 的 Plateau 问题 。 更 确切 些 , 我 们 在 下 中 
找 由 了 张 成 的 光 清 的 单 连通 参数 曲面 5, 使 $ 的 面积 景 小 。 于 是 ， 
dno RR ch ea TE RTE a r(x, y) 一 Cine, 
3). malay 3). Gr, 30), ERT KAO SERR T 所 张 成 的 曲面 S: 
(1) 80 被 连续 地 一 对 一 的 映射 到 F E, (25 的 面积 

(6.2.23) A(S) e (LG DE JCal? 


EJ 

十 TC, m) 2) dedy 
为 最 小 ,其 中 | (x,v)| 是 x 和 4w 对 e, ?的 Jacobi FMR, 

从 微分 内 何 的 考虑 可 以 把 这 个 问题 大 大 简化 .对 任意 曲面 
S= rir m GG, y), ala, y), mlx, Y). 
我 们 把 第 一 基本 形式 写成 
d? = dr - dr — gudr? + 2gudedy + Bl 

BOR gu m ret fa, Bu = rat ts ER = ry ry, 3 的 后 积 为 


AG) = || Cuga — ondes. 
4 


为 对 任何 三 个 正 数 w, 8, > 都 有 


Var — gi & Ver & La ») 


而 且 当 且 仅 当 = 一 7, 8 一 0 时 等 号 成 立 。 从 这 个 事实 我 们 得 到 
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AG) < AIG + endaxdy, 


MARY go 0, gu 一 ga 时 等 号 成 立 。 了 是， 如 果 在 3 上 引进 
等 位 线 参数 ,就 有 
1 
ALS) = | |-> Gu + ga)dxdy 
f 


- i rel? + ire Ddedy, 


因为 S 的 面积 与 曲面 的 参数 化 无 关 , 由 选取 s 上 的 等 位 线 参 数 , 当 
Dirichlet 积分 


(6224) Dir, Dl ji U Yul? + |Y]? + | Yus] Seedy 


达到 在 所 有 的 向 量 * 一 (m, un m) 上 的 极 小 时 ,A4(5) 达到 极 小 、 
这 些 向 是" 在 OO 上 满足 边界 条 件 (QD. 因为 所 得 的 Euler- 
Lagrange 方程 很 简单 ,是 

An == At = Au, = 0, 
我 们 可 以 只 考虑 那些 分 量 是 9 中 调和 函数 的 向 量 nmm Gs ty us) 
《 即 调和 向量 ) ,这些 向 量 * 还 应 满足 条 件 
(6224) |reltm irl? 和 re ry = 0, 

TAREE, RMR EB BEER, 

(6.225) EM PR 耻 中 一 条 可 求 长 Jordan h, € 是 所 有 
如 下 向 量 *(*，?) 的 集合 。r(z，》) 的 分 量 属 于 Wal), 满足 

G) DIG 31 & M, 其 中 M 充分 大 ; 

Gi) re, y) 满足 边界 条 件 (6.2247), 
那么 存在 调和 向 量 ro 使 Dirichlet 积分 (6 2.24) 达到 E 上 的 极 
小 * 于 是 rw 是 Plateau 问题 的 解 . 

证 明 的 梗概 : 我 们 首先 注意 到 , (6.2.24) 中 提出 的 变 分 问题 
HARRIE CEES, FRE, ME r= (n, m, m), 可 求 长 
Jordan HAR HO s BR, IA TARRE Cr, 9) 把 ww B 
成 Fourier 级 数 
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wma 5 rarcosks + Pasinks), Ab rud, 
使 得 
{Iva =» Ekle +A). 


Fy PAR te, Am € PARMA SE rs Dkk + 82) Weak PALL 
Dirl<o, 

AOE TA © IBREGA SI inf Dir]， 为 此 注意 到 , 因为 
Dir] 不 是 定义 在 自 反 Banach 空间 上 , 故 不 能 直接 引用 (6.1.1) 的 
一 般 结论 ,但 是 我 们 可 以 这 样 米 证 骨 ; 对 任何 使 DLs] 一 intD[r] 
的 极 小 化 序列 eg， 我们 都 可 以 用 调和 向 量 序列 n, RRS re, 
rS rs 有 相同 的 边界 值 , 便 re ©. 因为 Dirt <Direl, Tit 
得 到 一 个 改进 了 的 报 小 化 序列 ， 用 同样 的 方法 ,因为 Dirichlet R 
分 Dirl 在 8 到 自身 的 保 角 灾 换 作用 下 不 变 。 我们 可 以 假定 调和 
向 量 tr*} 是 标准 的 , 即 要 求 它们 映 89 上 三 个 不 同 的 点 Pop p 
成 T 上 的 三 个 不 同 的 点 a 4, 43. 然后 对 人 允许 类 多 用 Garabedian 
(1964) 证 明 的 紧 性 引 理 , 即 Lo] 存在 一 致 收 合子 序 列 , 0.) 的 边 
界 值 等 度 连 续 。 内 而 (必要 时 取 子 序列 ) ，{7s} 一 致 收敛 到 调和 函 
Kras 它 满足 条 件 Gi)， 如 了 机 能 证 明 ro 满足 条 件 (ii), 则 ro E 6n 
从 DLr] 在 名 上 的 下 半 连 续 性 推出 infD[r] = Dir. 

最 后 RAVER ro BLE (6.2.24), Hit, RERE 
ru 的 参数 表示 同时 又 保持 几何 曲面 不 变 。 这 是 因为 , ERR 
标 变换 下 ,Dirichlet RARA, HN e>0, & fG Gy) 
为 


xx gin, y), Y — y d ento, y), 
它 是 从 8 到 区 域 8 LNs, 对 和 任何 允许 的 调和 向 量 r(x。 
y), BS Zr, y) =r, y) AD 记 在 9 ER r, d 
O 此 处 对 原文 作 了 一 点 更 而 -一 iei 


DM 


Dirichlet 积分 ,由 简单 的 计算 可 知 。 
dp 
(6.2.26) x D'[2.]11.5. 
= [ot - A — p) + tree — pe). 
; 


由 平面 上 单 连通 区 域 的 Riemann 映射 定理 ， 我 们 可 EAM e 
成 任意 连续 函数 ,它们 有 分 段 连 续 一 阶 导数 (只 要 Ee 足够 小 )。 于 
» TAES EG ROWE (EIR SAL, — es 和 如 px. 


AD LZ.) seo = 0 
gP Zle . 


根据 变 分 学 的 基本 引 理 ,从 (6.2.26) 推出 r= ri Mret n = 0, 
亦 即 满足 条 件 (62.240, — 因而 re 确定 所 希望 的 极 小 曲面 的 一 个 


62D Euclid 量子 场 论 中 的 动力 学 不 稳定 性 


A.Wightman (1974) 建议 用 如 下 的 方法 描述 某 些 和 简单 最 
于 场 论 模型 有 关 的 非 唯 一 性 问题 。 考虑 定义 在 R LRT ER 
Wee A OUO OCA E LIB) 
(6.227) Aw —Q'(u)-f, FE CPR), 
其 中 


O(n) 一 i mu? + Plu) 


是 偶 次 (大 于 2) 多 项 式 , 3814] ~> co 时 OG BF oo ， 而 且 对 某 
个 固定 的 > 0 有 O(n) Ze ww 下面 证 尔 一 个 结论 , 它 与 (6.2.27) 
E WaR PME IK MAE 


eia) 一 Hive + Ola) + fu vw 
A 


的 临界 点 。 后 面 再 对 所 得 结果 作出 其 子 场 论 的 解释 。 
(6.2.28) 定理 ”在 所 给 关于 QUO 的 条 件 下 , p EW URP) 上 
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的 下 确 界 c) = info(2) 有 限 且 由 某 元 素 (从 e COCR") 达到 ， 
而 且 当 |x*| 一 co 时 u() 一 0。 如 果 Willa, 充分 小 , 则 绝对 极 小 x( 办 
唯一 , 当 人 ,一 0 时 它 趋 于 0。 

证 明 ; 从 (6.1.1) 以 及 1e CE (RP) 直接 推出 oj) ARETA 
5j, BRE el 充分 大 ， 


Qu) + fu 22 v, 


于 是 不 难 由 6.1 节 的 判别 法 推出 Ca ) TSR BI BEAT T SES ERE, 
TER FB NY Vll, 方程 (6.2.27) 在 w 一 0 附近 有 唯一 解 。 
我 们 用 压缩 映射 定理 。 事 实 上 ,可 把 (6.2.27) 改写 成 

(6.229) Au — m'u — P'(u) = f; degP'(u) > 2, 

我 们 注意 ,对 m> 0, (A — m) E WaR) AL PC) 是 高 
阶 项 ,于 是 对 充分 小 的 用 上 ierns。(6.2.29) 在 0 的 一 个 小 邻 域 中 有 
唯一 解 wy, 它 连 续 家 赖 于 Mla Ihr oe) 在 wi 的 二 阶 变 分 
的 简单 计算 指出 ,对 某 个 8 > 0, 


Powe) = {tive + [3 e nen ]e] 


Sel veia in. 


放 w 是 9( 力 的 班 立根 对 极 小 ， 从 L5 节 的 正则 性 理论 直接 推出 
任何 极 小 元 we COCR’), 

为 证 对 充分 小 的 Mlle 极 小 元 u) 唯一 ,论证 如 下 : (a) 在 
wo 一 0 附近 ,方程 (6.2.29) 有 唯一 的 解 wn) 只 要 Wille, 充分 小 。 
我 们 就 把 o) 和 wj 等 同 起 来 ; (c) 再 证 0 是 p(w) 的 孤立 临界 
值 ， 它 对 应 于 ce(0); 最 后 ,(d) 这 个 绝对 极 小 在 下 面 的 音义 下 稳 
E: 当 用 plu) Ex ele) BY, eC) 和 ce(0) 相差 很 小， 为 断定 
(b), (c), (d), 只 需 证 明 , 如 果 f 一 0,c(0) 一 0 是 和 的 一 个 孤立 
临界 值 , 以 及 对 充分 小 的 e > 0, p/w) 在 er DeC), e) + el Hh 
的 临界 点 都 包含 于 半径 为 5(e) 的 球 中 , 且 当 ileo 时 8(s) 一 0. 

为 证 c(0) 一 0 是 pole) E ACIE , 息 定 对 其 个 序列 +ewjs 

#386 ， 


Pi (ue) = 0 F polua) 一 0; 那么 由 plu) 的 强制 注 ， 可 以 假定 
Tos] BUCK, A Cus) > 0, 所 以 sla 一 0, 于 是 由 (1.3.11)， 
{us} SRI ACE 0 ,但 这 与 (3) 矛盾 。 

BARB WRABRA oleh), cf) tel RNA: 
对 这 个 集合 上 的 任何 临界 点 “， 

aula <e + eelba。 

南 此 推出 ,当日 和 file, > 0 ES Ma > 0. 

为 对 《6.2.28) 作出 量子 场 论 的 解释 ， 设 m 表示 单个 粒子 的 
质量 ,我 们 希望 依据 于 模型 (6.2.27), 用 多 项 式 


OW) = i mv! + P(o) 


解释 量子 场 论 的 性 质 。 其 中 我 们 仅仅 假定 9(w) 有 下 界 。 由 有 限 
个 值 1, cc 达到 infe(z) 一 BP， BUR & — 1, 从 (6.2.28) 推 
出 ,只 要 lille, 充分 小 、(6.2.27) 有 一 个 且 只 有 一 个 绝对 极 小 oy, iE 
ay 一 CLE Wil), 而且 当 这 个 L RF OR, aom. 如 果 
AB 2, J (6228) 推出 ,在 令 一 "一 ci 一 1 2 A) 以 后 ， 
在 下 面 的 意义 下 有 动力 学 的 不 稳定 社 : 当 施 以 不 同 的 扰动 了 时 ， 
我 们 可 以 得 到 解 mm( 力 ,om( 乃 ,它们 的 性 质 以 及 渐 近 人 性状 完全 不 
A. CERA 
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在 很 多 与 临界 点 有 关 的 问题 中 同时 含有 参数 和 约束 条 件 ， 这 
了 时， 如 有 果 在 确定 问题 的 方程 中 这 些 参数 和 约束 条 件 是 显 式 地 引进 
BY, 6.1 节 所 讲 的 方法 仍然 有 效 ， 
这 些 因 素 对 给 定 ole) 所 产生 的 影响 是 : 相应 的 算 子 方程 
plu) 一 0 有 "鞍点 "型 的 解 。 例 如 。 线 性 Hamilton 7j 8 2 + Ar 
一 0 (12 节 中 谈 到 过 ) 的 周期 为 的 正规 方式 0) 就 是 能 量 泛 函 


f (PG) — Axle) - ae) de 
的 一 个 鞍点 。 这 是 办 为 正规 方式 应 该 和 常 六 向 是 正 交 。 


EL 


FEROS EO RT pCa) BUN BLEED» BENE 
定 这 个 问题 的 方程 中 显 式 好 引进 适当 的 参数 和 约束 条 件 。 这 样 一 
KRZA pee) 的 临界 点 的 问题 常常 转化 为 求 某 个 泛 函 Go(s) 在 
Ned G(s) = a; M —1,.…,N) TRIERA, AOS ARE 


所 谓 等 周 问题 是 指 决定 定义 在 Banach Zr jx E WE 
GG) 限制 在 5 上 时 的 极 信 ， 其 中 € 是 XX 的 真子 集 。 回 想起 
(3.1.31), WR ro CRE GG 的 一 个 条 件 极 值 点 , BEAR 
条 件 

€ = (x| Gs) = 0,60) € COL, R), F= 1,2, N}, 
那么 向 量 GiCx)(i = 0,1, N) 线性 相关 .因而 ,根据 (3.1.31)， 
存在 实数 为 (不 全 为 0) 使 


(6.3.1) XL 


可 以 从 不 同 的 观点 来 看 方程 (6.3.1)， B, dm ERA CH 
闭 。 那 么 可 以 用 〈6.1.1) 证 明 存 在 e € 6, 为 满足 (6.3.1)， 其 中 参 
BO, 待定 ,在 给 定 问题 包含 路 参数 的 情形 (如 早 些 时 全 提 到 过 的 )。 
注意 到 这 点 是 重要 的 。 男 一 方 曙 ,如 果 能 让 明 一 0(i = 1,……， 
N) BA, hA 0, ARR x。 满足 算 子 方程 Gi(xo) — 0, FRR 
时 我 们 说 ,点 xo。 是 GG RT“ ER” HRC (BA 63B) 的 临界 
点 ， 这 里 所 用 术语 “自然 ”一 词 强 润 这 样 一 个 束 实 :Golx) 限于 
CCX 的 临界 点 也 是 GG TEX 自身 上 的 临界 点 。 SR ik 
FYB EME TT Fe s. 


63A BRAT Hab REA I Ua 
和 隐 参 数 有 关 的 一 个 重要 情形 是 求 算 子 方程 4x 一 1Bx 的 非 
SERRE (x, A) 的 问题 ,其 中 4(0) = B(0) 一 0， 已经 提 到 过 ， 这 
PAE TAE fe pat EDS RARE. 显然 。 
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AAAS BRB AT, Ar = We), Bx = Wiri, BAID 
解 将 是 Cx) rr CQ B, ETE ORE T. e 
X) 上 的 临界 点 ,其 中 e 在 实数 集 上 变化 ， 

作为 (6.3.1) 存在 非 平凡 解 的 第 一 个 结果 ,我 们 有 
(6.1.2) 定理 E UAB 是 定义 在 自 反 Banach 空间 X 上 的 C! 泛 
eR EC RT HR: 

G) EXMU BE) = 常数 1 上 ,ACx) 下 半 弱 连续 和 强制 ; 

Gi) 8 GO 对 序列 弱 收 化 连续 , 仅 当 x — OR B(x) — 0, 
那么 对 一 切 Re (X) — BONO, FEWE) — AG) 有 
单 参数 非 平凡 解 族 (rr, tr) BE BC.) =R; Ace We) ER 
LlB) = R} 上 的 极 小 点 。 

证 明 : 这 是 (6.1.1) 的 直接 推论 ， 事实 上 ,天 为 AOE E 
BES RA Se={x|B@)=R} 是 弱 闭 集 ,如 果 集 合 Br KB, 
那么 由 (6.1.1) 保证 存在 一 个 xg€ Br, 使 A(xr) 一 iuo. A 


HUM B TAM (6.3.1) HER. u CRIN 0) 满足 
AS (xg) +B (xg) = 0, WE h 5 0, TE IDE HR E" rx) 一 0 推 
出 xz = 0 (注意 假设 条 件 )。 于 是 xe WRI UC) — ALB (xe), 
其 中 4 = 一 4/%。 
(6.3.3) 附注 + 

设 X 是 可 分 自 反 Banach 空间 , SÉ (e) 是 定义 在 xX. 上 的 OR 
LA Bw) 是 Fredholm WF, dim(KerB"’(x)) <2, BA, 
由 于 从 (3.1.47) 推出 实数 集 Z 一 (REL Go) = 0,48 (9) 一 RYE 
Lebesgue SHWE, (6.3.2) 可 以 得 到 加 强 。 于 是 可 能 除 一 个 零 测 
集 外 ,对 B 的 值 域 中 的 一 切实 数 (6.3.2) 成 立 . 

WRAT W(x) = Le 线 往 (在 很 多 应 用 中 就 是 如 此 )] ,可 以 把 
(6.3.2) 改进 为 
(6.3.4) EB. LEBRE HE Fredholm 算 子 , 肌 Hilbert 


P 原 节 此 处 误 为 RE BCX) -PEE 
>e APONEA R EXTERA HI — HER. 
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SAMARAS ARAMA, NG) EC PRO”, XXE 
HASTA PES, A 96) 2 NCO) — 0, BA, MRE Cr 一 1l 
NE) = R, We) E KerL 上 二 次 型 (ELxrsr) 强制 ， 即 对 re Ce, 
24 lel +00 BEA (Lx, r) 一 00* 7. 那么 方程 Lx — 19 (3) 有 非 
SE ALAR (rey Un), Ae AO, FE xe hid fll inf (Lax) * 


5ecR 

TR: 结果 分 三 步 得 出 。 首 先 我 们 确定 一 个 “自然 ”约束 集 
Cr, 使 极 小 化 问题 (Golx) 在 Ce 上 的 极 小 ) 的 解 x 是 Lx 一 4 (x) 
的 一 个 解 ， 其 次 证 明 对 每 个 R > 0,Cxr 非 空 。 最 后 证 明 在 xa € Ce 
达到 inf G(x), 


P 
第 一 步 : 下 面 证 明 , 任 何 元 素 mm: 如果 达到 
GG) 一 4 (Lr,x) 


在 约束 条 件 CR 一 {xlx € H, NG) = R, (W(x), w)=0, 对 一 切 
w € KerL} 下 的 极 小 ,那么 它 是 方程 Lx 一 10 (*) 的 一 个 解 , 且 显 
Reo) 一 R， 事 实 上 ,由 (3.1.31), u 应 满足 下 面 的 方程 
(6.3.5) &Lu = 89i (u) + Wada, 
其 中 we KerL, RENES o = 0, Mib, AF. 都 不 为 0. 取 (6.3.5) 
Al wo WAR AMER o € KerL, Lw = 0 Fl (Wu), w) = 0, 
求 得 (QU Gs), w) — 0, KENA, FR w= 0, FLERE 
9. 因为 如 果 它 为 0, M 8 56 0 和 W) — 0, MMM, 
m= 0, XA N o) — R > ORF. HIER 关 0， 用 反 证 法 , 设 
荐 不然 ,那么 Lus = 0, Bem € KerL, 于 是 由 ze Cr, (UG) im) 
一 0; Rh Na) PRGA u = 0, AKA Na) = R > 0 HF 
W. 

第 二 步 : 现在 证 朋 


© 本 书 中 NO MAB Vnde, A QU G09»0)0— BBR, 
© GER R>0 一 一 译 者 注 . 
LUN TEE sup(Ley2)— 一 译 者 注 。 
ud 
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(6.3.6) 51E BUE ACs) 满足 (6.3.4) MRA, BAM ED 
R>0, ARR CR {x| Ne) = R, (N (r), w) — 0,0 € KerL] 
ad. 

证 明 : LS — (xL (UG), OF, Fe 1,2,:--,N. 那么 
约 东 条 件 S 可 以 写成 


s 
(Niy + D Pwi) wm, Palys N, 


其 中 (wsaom sss) Ker 的 一 组 正 交 基 ,yE [KerZ1+， 抬 上 
面 方程 的 左 庙 看 作 = ss pn) BRG, EE yé [Kerb], 
WA MERZA 
" 
F(A) = Ry 31) 


mr 


的 临界 点 的 六 向 量 8 S (UG) ,wi) 一 0, 6 E, NL EUER 
x 
TGP Ce, RAER € Kerl Ts Fig) (y +> Bue 


[Er 


且 仅 有 一 个 临界 点 8Cy) (G0 , …gw(y)). 从 而 对 每 个 正 数 s, 
x 
ARBs) = sy», BGy)w;, 使 得 对 一 切 weKerL 有 


[Eri 


(t(()),) 一 0。 现在 对 于 固定 的 非 零 ye (KerL 1+, BR 
GG, 8, 6) = Uy ST En) 
a 
是 定义 在 RY 上 的 严格 凸 泛 函 ,如 果 


" 
ist DU lel >, 


EI 


就 有 GG Fish) 00, ERA el — oo 时 ,作为 了 的 函数 ， 
= Ny + Drw) 一 co。 从 而 只 要 我 们 证 明了 eG) 


是 :的 连续 函数 ， 引 理 就 得 证 。 而 这 是 凸 理论 的 直接 推论 ， 盖 因 
Cs) = infG(ss Fi, c Bw) CETEROS suf 取 的 ), 而 G 严 
re, 

uae 


第 三 步 : METH iti (Lx,x) 由 元 素 ze Cr 达到, A 


为 CR 是 Hilbert sian SRA, (6.11), ARIE 
(Lex) EH PERE, HUA LDS RT SE R F 
Li M—TRARRRT L ZH, (Lee) PEER 
(6.1.3) 的 直接 推论 . ， 

在 非 线性 特 生 值 问题 的 研究 中 , (6.3.2) 中 所 提 到 的 变 分 问题 
的 对 偶 间 题 也 是 有 用 的 ， 对 每 个 国定 的 数 R, 考虑 水 平 集 9B 一 {x 
IAG) = R} 和 数 Cam sup GO ,可 证 


(6.3.7) EE Ue) 和 6G) SE XE I E Banach 空间 X 上 


的 C' ZR EE: GI 强制 ,在 下 半 弱 连续 ,对 每 个 固 
SENAR SHY x CX, KAR HN 一 Wer) A6 c IEF Ms 


Gi) BO) MURR, AM B'E) 一 0 得 出 zx 一 0, 以 及 对 每 
个 非 零 的 x*EX, g(1) 一 Bi x) 是 :的 严格 递增 函数 ， 那么 ， 对 
BX) 一 BO) 中 的 每 个 天。 上 面 定义 的 数 Ca 是 Ble) 限于 
Us 上 的 临界 值 ， 此 外 ,如 果 对 xe € Ue, En) = Ca, Mil (xe, Ar) 
是 方程 % Go = 1B") ESE AUR, 

证 明 : A Ue) 强制 ， 水 平 集 gg ARR Ss) TE Me 
LAF Bo) CRE, TE Cx 一 pup ATR. VI 


市 任意 极 入 化 序列 Uns 1 Oe 有 界 ， 以 及 (必要 时 取 子 序列 ) x, 弱 
KA, AURRA, 由 A GO ASB ETE HL Cr — A 
(2), $t E = an, 为 得 到 所 希望 的 结果 ,我 们 证 明 xe € Ue, ARE 
个 有 限 数 je， xz EDT ER IG) 一 B (x) .为 此 假定 wre le, 由 
Ue) 的 下 半 弱 连续 性 , 我 们 可 设 Mrr) < R, EG) 的 总 制 性 
推出 ,对 某 个 :> 1, 91028) R, 由 条 件 GD EM. x) > 
Cem fpe GO C08). Mili xa € Up. WE (3.1.31), BK 


day das 使 Mf Gra) + Ia Gs) — 0, R auto, 否则 将 有 


RAMEE AR [0) 是 上 的 非 零 .递增 函数 - RER 
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HE (xx) = 0, 出 假设 条 件 G) 就 推出 mm = 0, OAR 2e C00 48 
7. 


上 面 说 出 的 研究 非 线 福 竺 征 值 问题 的 等 周 方法 有 明显 的 局 限 性 , 即 它们 


续 讨 论 任 何 进一步 的 临界 点 理论 因为 正 交 和 正 交 补 的 概念 使 得 重复 运用 等 
属 方法 可 以 得 到 4 的 全 部 特征 元 的 集合 .但 是 ,对 于 非 线性 算 子 ,我 们 不 能 
得 到 这 个 完整 结果 的 完全 类 似 物 、 除 非 发 展 更 深入 的 临界 点 理论 .事实 上 、 
必须 去 找 拓 扩 “约束 条 件 ”, 它 使 得 能 够 讨论 非 线性 算 子 的 “ 较 高 多” 特征 元 ， 


P: 为 理解 (6.3.2) HAS HEM ,考虑 定义 在 有 界 区 域 
QPCRN(N > 2) 上 的 半 线 性 Dirichlet 问题 : 
(6.3.89) An + kGOu + agle)ju 一 0， aioo 一 0， 
其 中 AG) RI glx) ECCS it Halder 连续 ), 且 在 人 上 
有 g(x) > 0. EH (6.3.2) 的 应 用 ,我 们 证 明 
(639) 定理 ”如果 位 于 开 区 间 { 1， 站 土 2 )， 那 么 对 每 个 正 玫 
RR > 10, 方程 (6.3.8) 有 单 参 数 非 平 上 光滑 解 族 (wa, de), 使 


{, eae = R, 


Hg o pA up > 09. 
证 明 : 显然, 在 应 用 (6.3.2) 时 要 用 到 的 泛 函 外 和 络 可 以 定 
336 
Uu) = | val? ~ cones, 
Bu) m | Gonna, 
HHBE c 是 奇数 ,不 难 验证 (i) BR Ma) de Pu C0) TERE 


P 在 后 量 的 几何 内 容 疮 分 再 次 多 点 了 这 个 问题 ， 但 把 8 换 作 一 个 入 缠 紧 Riema- 
on ft 9 一 一 原 注 . 

P RRIEEU HA mo 的 结论 ， DRM RH 在 5 上 K()«0—- TR 
EI 
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续 , (i 对 ee (0, YEZ), rig Blu) 在 iso) BEE PU 


B. FRA BRI Ue) GLO) 上 关于 BM”, 为 此 首先 
注意 到 ,根据 Jensen 不 等 式 (1.3.4), 对 o c ipfg(*)， 


NEM < (way NS 
— (alayy f. vtae 
<L DY [ score 


因而 ,如 果 Blu) < 常数 , 则 ello RAR. WH, GAA 
《1.3.28), 存在 绝对 常数 0 > 0, ca 使 


30) e ( Over — k Jde ett, — all. 


于 是 当 |a| — 0 fü Ba) < 常数 时 有 UI(w) — co. AOR 用 
的 值 域 是 [0,00), 当 且 仅 当 #* 一 0 时 Blu) — 0, 所 以 R 一 0 是 
B 4) 值 域 中 唯一 被 排除 的 点 。 从 市 对 开 区 间 (0,00) 中 每 个 R， 


方程 (6.3.6) SAEED (oes Inds | Gies m REB, 


如 果 we W260), Mel CWO), HE eh ER EQ) 
MBU 都 不 变 、 因 而 可 以 断定 ,对 iA) 的 任何 极 小 化 序列 


iC 488, 如 把 Ds R lel}, 它们 仍 是 极 小 化 序列 ， 因为 
{ug} 的 一 个 子 序列 几乎 处 处 收 雍 公 tq。 我 们 可 以 假定 wk 之 了 在 
口中 几乎 处 外 成立， 而 且 ,如 在 1.5 节 中 提 到 的 , 线性 正则 性 理论 
使 我 们 可 以 假定 x 在 0 中 以 及 在 00 所 有 充分 光滑 的 部 分 上 足够 
光滑 , 按 点 满足 (6.3.8). 为 证 在 8 Hie > 9, 我 们 利用 极 大 原则 ** 
(HA Protter 和 Weinberger,1967), 事实 上 ,如 果 对 某 个 zcQ 
有 uns) — 0, Bi (6.3.8) 推出 在 台中 ug 


O 意 指 Un) 在 Baw (ule) ule) EDLA (4) 一 常数 } 上 强制 -一 译 
+ KIBENA kGO«n HR- RE 
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最 后 去 掉 对 的 奇 性 限制 。 我 们 注意 到 ,如 果 在 (6.3.8) 中 用 
gGO la W RE g(x)wr*， 重 复 刚 才 的 论证 ,对 于 修改 了 的 方程 又 
求 出 一 个 解 ur > 0， 但 是 这 时 有 g(x) 城 = gC) ||? ur f 
果 得 证 . 
” ”立即 可 以 想到 (6.3.9) 两 种 可 能 的 重要 推广 ; 


GD Nem NEL, (639) 成 立 的 可 能 乌 ; 


G) 去 掉 是 RY 中 有 界 区 域 的 限制 . 
在 这 两 种 情形 ,主要 困难 在 于 泛 函 多 (*) REDER (或 等 价 地 ， 
SG) 不 再 全 连续 ). 

在 (让 的 情形 ,我 们 指出 ,如 同 在 (1.2.7) 中 的 讨论 所 导出 的 、 
(6.3.9) 在 如 下 意义 上 得 到 了 收 进 扩 . 
(6.3.10) 在 方程 (6.3.8) rh I OQ RE REESE ke) = 0,2(2)= 


Fo 0,05 PT UA (6.5.8) PARENTER, 


XE GO 的 情形 , 稍 后 在 (6.7.25) 中 将 证 明 
(6.3.11) 定理 设 2 = R”, g(x) = g > 0 是 正常 数 ,Cr Hho 
0 是 负 常 数 ， 那么 方程 (6.3.8) 在 W (RV) RAJE EIGH IEN 


y N+2 
的 必要 充分 条 件 是 "< IR. 


在 一 般 情形 , 考 坊 定义 在 砂 。*(9) 上 的 泛 函 
POR | FGD), lel im 
m 
B= Gc Dm) xm 
OER 中 有 界 区 域 。 那 么 ,只 要 函数 FG, y) 和 GG, y) 满足 适 


*) (6.3.10) 不 是 由 Ci.2.7) 导 出 的 ;而 是 由 Pohozaev 等 式 导出 的 ,请 参看 C.H. 
Tloxoxaes, Hoxaaga Axa, Hayr, COCP, 165: 1(1965), 36—39— - 译 
dE. 
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当 的 Sobolev 增长 限制 条 件 。 以 保证 SG 和 SEQ) 是 定义 在 
Wamala) 上 的 C 泛 图 ,从 定理 《6.3.7) 就 导出 对 1Y| < m HE 
DADRA, Du) mà Y] (1) D Ga, Du), 


anem Ln 
D'w|og—0, lel <m—1 
存在 非 平凡 解 (er. de) 的 条 件 ， 

[I NE E TUE (2) A(w) Eala) 的 下 半 弱 连 
fi, (b) B) A Wang) BARRER, AR Ce) CHOR 
BE, AE RAH, HAFO, D u), G, Du) 所 必须 具有 
的 性 质 在 前 面 已 经 讨论 过 了 . 


63B FRA RS HAT 


现在 转向 时 些 时 候 提 到 过 的 等 局 变 分 问题 应 用 的 第 二 个 方 
ii: 如 下 方程 的 严格 可 解 性 准则 ( 美 似 于 54E 中 的 这 个 问题 ). 考 
RSE RRR AT AR 
(6312) plu) =f, 
TERI 54E 不 同 , 并 未 要 求 Cu) 按 线性 速度 增长 ,这 里 p) 是 定 
XXE Hilbert SEH EA) C' JAZBA. EMRE v^ EH SIA 
FERRERS, y = LAW, Rech LRA EYE Fredholm 
Sey WCE NSE, HSS. AERA 
义 的 那些 情形 , 算 子 二 或 者 有 负 谱 ,或 者 有 非 平 几 的 核 ,6.3.12) 的 
解 不 再 对 应 于 泛 函 106) = p) — fun) 的 绝对 衫 小 点 .事实 上 ， 
fel tm 一般 对 应 于 a) 的 一 个 鞍点 。 对 二 次 这 多 ou) 98) HOT 
用 正 交 性 ,可 把 这 样 的 临界 点 化 成 绝对 航 小 点 .这 里 指出 ,在 某 些 
情形 ,我 们 可 以 找到 正 交尾 的 一 个 “ 非 线 性 的 推广 ”, 这 对 于 用 惫 析 
方法 研究 (6.3.12) 的 可 解 性 是 合适 的 。 在 下 一 节 我 们 再 讲 怎样 用 
拓扑 方法 研究 泛 函 ew) 的 鞍点 

为 了 找 出 (6.3.12) 有 解 的 适当 的 必要 且 充分 条 件 ， 我 们 引进 
“ERA WIRES LEGE CER qiGO IAEA EE Hilbert 
Zt A IA Bh SLE H ST UD 9t a i 


E 


P 


Gi) BEDER eM 达到 -一 inte): 


Gi) 对 任何 #E 9p (e), p (E) 一 0， 使 得 元 不 仅 是 9 限 
FM LALA it Ae ? BE RERAS LORRA 

(ii) p(w) 的 全 部 临界 点 都 属于 M, 

在 那些 解 应 当 满 足 固定 的 几何 条 件 ( 例 如 可 看 下 面 的 6.48) 的 
几何 问题 中 通常 就 是 这 种 情形 . 对 于 和 CH HZ E p(w) 相应 的 自然 
约束 ,下 面 的 结果 给 出 清楚 的 一 般 结构 . 

(6.3.13) 定理 WN Hilbert SHH OAR T 2 Hj. 假定 
9(w) Roe MEH LW CR. & 

S= {alveH, pH) LN}, 
假设 (a) MEP S 闭 且 不 空 ; 

(b) p(w) 在 3 上 强制 ,下 半 弱 连续 ; 

(c) 对 每 个 xe S, p" (v) 在 NN 上 强 正定 (或 强 负 定 )*， 
那么 

G) e = infy(w) BTR HET IER 5e 3 达到 。 


Gi) SZ p(s) CER LW RAR. 

证 明 : (D) 可 直接 从 条 件 a), (b) 以 及 (6.1.1) 推出 ,于 是 只 
PE Gi), 为 此 注意 到 S 的 元 素 是 算 子 Pg'(z) EN EMSA, 
Hob PEHEN IRERE., T Pp (u) EMH SUN hRS , 
它 的 导 算 子 Pp”) 满 射 ， 事 实 上 ， 由 条 件 (c)， 对 每 个 EH, 
Pp" («) 映 NN 到 自身 满 值 (应 用 Lax-Milgram 定理 (1.3.21)). 
而 从 《3.1.37) 推出 ,对 ole) IRF s 上 时 的 极 秆 点 未 ， 有 固定 的 元 
wen, Gd KH ERZA eG) — Go'GQG),v) 的 临界 点 ， 因 
而 于 满足 


. D 一 o"()w, 
将 这 个 方程 与 * 作 内 积 , 根 据 $ WEE Gp" Gr). w) = 0, 
从 条 件 CO 推出 w 一 0, 所 以 oC) 一 0， 于 是 为 验证 8S 是 plu) 


RRRA p) EN bib Ri) RE. 
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在 妃 上 的 自然 约束 ， 只 需 证 明 Qo) (看 作 定义 在 本 上 ) EME 
界 点 都 属于 S， 因 为 从 Pp《(v) = 0H p(o) 必然 和 六 正 交 ,这 就 
直接 推出 了 最 后 要 证 的 这 个 事实 . 

为 应 用 上 面 构造 算 子 方程 (6.3.12) 的 自然 约束 的 一 般 法 则 ， 
我 们 用 P 半 线 狂 这 个 事实 ( 即 p(w) 一 Lu +W(u)) 相应 地 ， 
仔细 选择 子 空间 入 以 照顾 到 工 的 谱 性 质 .更 清楚 些 ,我 们 将 基干 工 
的 谱 性 质 确 定 下 函 p(w) 的 尝试 临 界 值 。 的 特征 ,然后 用 (6.3.13) 
和 与 映射 N) 有 关 的 假设 条 件 ， 以 确保 。 实际 上 是 (n) 的 临 
Fii. 


FH, 如 果 N(#)=0, FERE H LERH Fredholm AFH”, 
60 ZR e) = + (Lae) — Coa) 唯一 可 能 的 临界 值 Z 由 下 面 的 公 
AUGE 


(6.3.14) Z= int sup sup (x +¥ +8), 
EN M 


Ah HME RAR, LEH. LEE; WRAPS L 
在 BoEfUE. 
《b) 有 限 且 被 法 到 的 充 要 条 件 是 了 和 Kol ER. 
BA (2) RI C) 就 推出 定义 在 万 上 的 算 子 方程 L« = f 的 严格 可 解 竹 准 
Wi. AR (5.3.14) 展示 这 样 一 个 事实 : 和 Kx) 相应 的 临界 值 一 般 不 是 绝 
对 极 小 值 . 
现在 来 建立 (a) 和 (b)。 首 先 注意 ,如 果 IKA Kerk 正 交 , 则 J) = 
一 (f,a》 可 以 取 任 何 实数 入 ( 正 或 负 ), M HHM Kel 相互 正 交 推出 
Kat y+ = K+ + IG) 
于 是 ,和 如果! 不同 Kerk ER, 那么。 不 可 能 有 限 ; RZ, WR fiKeL, 
Ky) Ke) + IG). di 
(6.3.15) — & = int (x) + supKGy). 
Hi Lu 


ARF LEB Fredholm HF AMM HR o> 0, 使 得 对 ze HUS 


y€H., 


© 此 条 件 为 详 者 所 加 ， GIAUFUIRJASNEH =H, GoHADKeL JAHR ER 
4. 
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(6.3.16) — (Le, x)zallelt, (Ly, »)« —elirll*. 
fifa (6.3.16), HERE F € HL 达到 itJCx)。 Yi I) 的 产 格 凸 性 推出 这 个 
n 


FM. AH mp JO) = intl 7102) XE MPI YAIRI Hal y € 


HE, FEM (6.3.15) f£ HEB] s € Kerk, SP AERIG A a =+ y 
十 = 的 点 达到 z。 令 PAP AAEH), ME. 上 的 标准 正 交 投影 ， 那 
* 
PCR) = La — f = (LE — PD) + (E3 PN) 
= P(E) + PIG) = 0, 


在 一 般 清 形 ,我 们 首先 考虑 泛 函 
els) = i (Luu) + R(#), 


* 
(6.3.17) essinf sup sup p(t by +2), 
L 


EHR + YEH 2€Ken 
定义 一 个 类 似 于 2 Re. HER R) 确定 条 件 以 保证 < AR, 
共 且 是 p(w) YEH LATE. RIGS R) 一 Nu) — (iw). 
并 证 明 这 些 条 件 导出 方程 

(6.3.18) Lut (a) =} 

有 和解 的 必要 日 充 分 条 件 ， 在 多 (2) = 0 的 情形 ， 它 转化 成 通常 的 
Fredholm 正 交 条 件 ， 为 此 ,我 位 证明 如 下 的 两 个 结果 : 

(6.3.19) 引 理 设 R(w) SER, CR 


PU) e T CLu, u) + RCG) 


满足 如 下 条 和 件 : 

G) RA S = {ulp’'(w) LKerL} 4 di 

Gi) 对 固定 的 we S E we € Ker LH. m, iz plu + w) 
FAD [lul] — OR, ple + e) =o; 

Gii) 对 meS = {ul p(w) L{H_DKerL}}, $ l| -» 00 时 
9(u) — e, 
那么 ,由 (6.3.17) 定义 的 数 “ 有 限 且 是 plw) 在 五 上 的 临界 值 . 


EE 


用 同样 的 记号 并 令 Wu) 一 了 一 R'(w), RATA 
(6.320) 定理 RET Nu) 全 连续 , 且 满 足 如 下 的 条 件 : 

G) $ «e9x {u (90() — PL Kerb}, LER’ (u) 在 
H- KeL 上 负 定 , 当 wEH Rek, elj > 0 plu + w) 
一 一 oo; 

Gi) eG = {u (Lu + Wu) — DEH.QKerL], H 
lel — 96 h} p) — 20, 
那么 , 当 且 仅 当 集合 NE ZRH, AE (6.3.18) 可 解 ， 此 外 ,如 
时 可 解 , 则 p(w) 的 临界 值 由 (6.3.47) 给 出 , 

用 (6.3.19) 证 明 (6.3.20)， 事实 上 。 如 果 (6.3.18) 有 解 ， 集 
DUREE SAA (6.3.18) KEM WHR. 539—255 
TH ME M A 尽 , 从 引 理 (6.3.19) 推出 ,由 (5.3.17) 定义 的 数 “ 是 
eG 在 日 上 的 临界 值 ,从 市 (6.3.18) 必然 可 解 . 

(6.3.19) 的 证 明 : 我 们 验证 集合 S 一 {up (a)l (A_@Ker 
L) MER plu) 满足 (6.3.13) 的 条 件 (a) 一 (c)。 从 (6.3.13) 就 
推出 要 证 的 结果 

首先 证 明 6 RARER, MGR, 因为 pu) = Luc 
R'Qu), HEHH a, BUT v MEA Lu, Bae Le, 以 
及 在 日 中 R'Gs) > Ro) BIS, HH a eS 推出 we 6. 证 明 
名 非 空 是 利用 &, 非 空 这 个 事实 ,因为 S SMALE, 5， 

8 = supp e+ 7 + z)« o. 


IE MJ. KerL 有 限 维 推出 对 其 个 2€ KerL, BS = p(cy--3), 
du-—k-My-kQ,*XDy€H Al ze KerL, SRM ye d y+ 
z)=—oplä + y+ x). HARE Gi), pÆ H.GKerL. 上 强制 . 
又 因 p 在 其 上 是 下 半 弱 连续 的 ,从 《6.1.1) HE URRY + 名， 
Ppi(8 +5 +2) = 0, 

sth PEMHS)H_@OWerL 上 的 投影 , Fat 74+ res, 

为 得 到 p(w) Tk S EIS BR ESREE BUT ERR GR» € 
5 (和 上 面 一 样 ) 唯 一 分 解 成 2 =x 十 7 二 sz， 并 且 注 意 到 可 从 
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Polo) =0 HE Lye —PR'G, FE, WR us, DRAH w. 因为 
PR nq) UH. ik Ly, UH, Minit we 6, — KAA MK 
连续 .相应 地 ,对 we S, FIER p(w) 写成 


(6.3.21) ola) 一 dee) Oy, + RCO), 


因为 (6.3.21) ch MLA A SEE MER FEH (6.1.3), p(w) 
TOES EB 

plu) ££ S 上 的 强制 性 是 (6.3.19) 条件 (iil) 的 直接 推论 。 最 
后 ,对 we 6, p TEN LAUER ple 十 w) 的 严 客串 性 的 家 搓 
推论 ,而 严格 叫 此 是 由 条 件 Gi) 给 出 的 
Hit, H (6.313), S 是 p(w) EHLOARAK, TH 
infp (办 是 p(w) 在 HH 上 的 临界 值 .余下 来 的 就 是 证 明 (6.3.14) 定 义 


Be RREY Tip), ATAF 面 的 事实 推出 。 S 的 点 正好 
是 方程 


Pp'(x + yd z:)—0, wertyte 
的 解 ， 这 个 解 集 的 元 素 是 : H TAA 男 定时 达到 临界 什 
sup p(x 十 ww) 的 点 + 十 ww， 然 后 令 * 在 H+ 变化 ,达到 极 值 


w€H GKcrL. 

的 点 邑 为 达到 《6.3.17) 所 定义 的 “ 的 点 ,从 而 引 理 (6.3.19) BIE. 
在 导出 (6.3.12) 进一步 的 推论 之 前 ,我 们 先 指出 ,在 一 定 条 件 

下 ， 由 限制 上 的 谱 可 以 大 大 减弱 结论 的 条 件 ， 


(6.3.22) 推论 设 adL) AER, WA (6.3.19) RPE GD 的 强制 性 部 分 可 
以 到 消 , 只 要 残 们 假定 ;对 «em FD 6>0, 在 KerLgH. | p(w) 一 
sL fs. 

证 明 : 设 w€ m, AERE e Se te, vH, ve Kerk, AA BI Taylor 公 
RA 
(6.3.23) — (4+ e) = pu) + (p) w) 

+ f 《1 一 oa so Ms, 

BWA «em, (9K“)os) = 0; 又 因 工 是 Fredholm 算 子 , 则 存在 有 限 绝对 常数 
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+, RENO CHL, A ymer. BIL WHE o> 0,80) 
=e (u) — SL f (G'(ryo yw) «0. 紫外 ,从 G(LIC[O,00) fitlidimCH. 
heri) «co, MAEM as 使 对 固定 的 we my mor CP" (s) = 一 24。 
EP” 的 连续 性 ,存在 e> 0 使 得 当 以 ~ udo 时 ， 
IBC) — "Gola. 
FRAGA Ds. SIL ellos WR Amat ww， 有 
(P wyw) = CO" Qe m) — L9") — E'A) ww) 
selel, 
综合 这 些 式 于 以 及 (6,3.23), 我 们 得 到 


Pu t vp) + (pC) y) + E s m) 


+ Fc = ete, 
从 Cauchy-Schwarz RA Reli EER 4» 0, 


He + <M +All — T plo — uelle. 


moe TE, RAHN elo No( + e), RIEL. 
作为 上 面 结果 的 一 个 有 用 的 应 用 ,考虑 半 线 性 梯度 算 子 方程 

(6.3.24) Lu (u) = g, 

其 中 ne) & wi Ct PMS, Qu) 48 EDU € B, m Ql 

常数 .还 设 工 的 本 质谱 非 负 , 那 么 下 面 的 类 役 于 (5.4.29) 的 结果 成 立 。 

(6.3.25) 定理 (6.3.24) 可 解 的 必要 充分 条 件 是 集合 me 一 n] (0) 一 

<)L Kerk} 非 空 ， 此 外 , 当 把 算 于 Ltn See SB SHR aA 

UR. 

证 明 : 我 们 把 这 个 结果 的 第 一 部 分 留 给 有 兴 过 的 读者 ,因为 它 可 以 刚才 
建立 的 事实 常规 地 推出 . 

下 面 证 明 如 果 m, 非 空 ,那么 对 某 个 圈定 的 o> 90、 对 满足 ls 一 ?lss 
Hips. me TR BEKEAREN + 有 开 的 值 域 。 令 go € Range(L +n"), 
拱 么 ,根据 定理 的 第 一 部 分 ,集合 

m, = (ue B, (nC) — go) L KerL) 
RETA € B. Hob MEER o e[KerZ]h, fg 
m. = fulu € Hr (9) — go — w) Kerk} 
PS WAGES. NU. s EKUL 有 充分 小 的 苑 数 * 我 们 证 明 集合 
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(6.3.26) — m, = (|n € HWW) — go 7 x) Ker) 
HS AAG TK Ms)， 事 实 上 ,如 果 可 以 解 算 子 方程 
《6.3.27) Fen))) = Pole + Beds 
"b wr)em,, 其 中 bo 是 从 互 到 KerL 上 的 标准 投影 。 如 果 * 一 bw 满足 
(6.3.27)。 二 是 对 充分 小 的 jel 由 反 子 数 定理 可 知 , 如 果 把 C6.3.27) 的 左 
MORTEM Kerk 的 原点 的 小 邻 域 到 Kerk 中 的 映射 那么 (6.3.27) 有 解 、 事 
实 上 ,在 这 里 可 以 用 反 函 数 定理 , 这 是 内 为 上 是 Fredholm 算 村 sdim KerL< 
ooy 故 从 nC») 的 严格 四 性 推出 Cen" (6). 过 一 对 一 线性 映射 [ 它 映 Ker 到 
BS) me. . 

最 后 ,用 结果 的 第 一 部 分 * 在 上 节 的 基础 上 可 以 求 出 * 对 所 有 使 le 一 oll 
FAA 6€ BIER Doe WCw) 一 ARTERA L RAR, 


6.4 几何 学 和 物理 学 中 的 等 周 向 题 
现在 指出 ， 怎 样 把 上 节 的 一 般 结 果 四 于 解数 学 物理 和 微分 几 
何 中 的 各 种 具体 问题 。 
6.4A 非 线性 Hamilton FA MKA AMR 


REM, S6 A ALOE Ue) 时 ，N 维 动力 自治 

方程 组 ex 

(6.4.1) ža VU) 一 0 

存在 局 期 解 族 。 这 个 方程 组 以 UGG) 在 一 个 周期 上 的 平均 值 为 

参数 。 这 个 问题 和 4.1 N Liapunov 判别 法 一 样 。 可 能 的 局 其 

解 的 周期 是 隐 参 数 。 和 4.1 闻 中 的 讨论 不 同 的 是 ， 这 时 对 所 希望 

的 局 期 解放 没有 明显 的 首次 逼近， 此 外 ,使 系统 gw 的 位 能 
[vGcos 

在 如 下 函数 类 上 达到 极 大 的 等 周 问题 C). DRE LE 

都 不 能 给 出 所 需 的 解 族 。 这 个 函数 类 由 局 期 为 1 的 w 向 量 函数 

Hs) 组 成 ,x() 有 固定 的 动能 , 即 | elds 一 R， 事 实 上 ,不 淮 看 

i» OU" BUB RUP RU GO 米 说 , (rs) PMT. M 
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Tj Gu) 世 科 的 等 期 间 题 中 的 极 小 为 零 。 但 是 在 (6.3.4) 的 基础 上 ， 
找 们 可 以 证 明 
(64.2) E ik UC) 是 定义 在 Se 上 的 C: PUSH SURE 

Q) UG) 2 UW) — 0, 

Gi) Hilel > o EU GO — 00, 
那么 对 一 切 R>0, (641) 有 不 同 局 期 单 参数 解 族 xz, 使 
U(zx(9) 在 一 个 局 期 上 的 平均 什 是 尺 . 此 外 ,如 果 Do 是 Jr aen 
Tur = 0 RERO EGER, Jer a EE BER, HAM RO 
rO 的 周期 趋 于 相应 线性 方程 组 的 最 小 非 零 局 期 。 

WR, 我 们 这 样 证 明 这 个 结论 ， 首 先 ,对 严格 出 C: 位 势 泛 函 
UGO, 用 (6.3.4) 证 明 它 成 立 ， 然 后 对 满足 O), QD 的 一 般 的 C' 
BEREE Ue), FER ERP EM Un C) RMU), 

第 一 步 : 我 们 首先 对 UG) ECP RE, BME i) 和 
(i) 的 情形 来 证 明 (6.4.2)。 为 此 在 《6.4.1) th feds REP = as 
显 式 地 引出 周期 参数 ,并 求 方程 
(6.4.3) ža H WVUCx) = 0 
的 1 局 期 解 z(:) (60), 这 样 的 解 x(?) 对 应 于 (6.4.1) 89 18 BI 
[A 

显然 ,由 (6.3.4), 在 我 们 的 条 件 下 ,这 样 的 解 可 以 由 解 如 下 极 
小 化 问题 得 到 : 


Can) f la| ads 在 Ww(0, 1) 上 的 极 小 问题 ,其 中 Ww NO, 1) 的 元 


素 是 (6.1.8) 中 所 讲 的 六 商量 函数 ,绝对 连续 ,平方 可 积 , 且 满 足 约 
RA 


(644) Er ~ [ORG € Was f U(x())ds =R, 


f YU lal) ds = 路 


事实 上 ， 当 看 成 Ww(0. 1) 上 的 算 子 时 , x; AOR NT, 
于 是 《6.34) PRIN AUR HE Ex EE (6-44), HRB RK 
EU 


据 (6.3.4), 只 需 检验 一 下 是 否 满足 它 的 条 件 ， 显 然 
NG) = [vea 


Æ WO. 1) 上 的 C PRZE, 从 结果 (2.5.6) R NGO 98 
连续 , 同 对 ,和 在 (6.3.9) 中 一 样 , 从 jensen 不 等 式 推出 (Lx, x) 
强制 。 事 实 上 ,如 果 26s) = Gn) rn G2. 


U 人 (Cars f ay) [UGD — n. 
那么 由 上 面条 件 GO. 1IxG)dsl Æ Er 上 一 致 有 界 。 内 而， 如果 


Tell > 0, x(9e Gx， 和 (6.1.8) 的 证 明 一 样 ， 有 上 1x12 
c0 ,38 RR O 时 的 性 状 则 直接 从 4.2 有 的 结果 得 出 。 


第 二 步 : 现在 去 掉 Kx) 严格 凸 及 属于 COREL TER ERB 
列 UG. Ui)», 使 

(a) 对 ee RP, UL ()2U,(0) = 05 

(8) U, € CCRY)， 对 一 切 x, Ua 的 Heme 短 阵 正定 ; 

(r) 当 大 一 "co 时 Ue, gradU,gradU FER" 的 紧 集 上 一 致 ; 

(8) 当 [e] 00 时 ,DAKz) 00 对 外 一致， 
这 桩 的 函数 列 是 存在 的 ,例如 ,用 着 积 把 口 光 滑 化 ,加 上 一 个 小 的 量 1x|* 呈 以 
保证 条 件 (a), (8) (同时 保持 在 * = 0 处 达到 极 小 )， 用 第 一 步 ， 得 到 Wn 
中 1 ABs) (zw 满足 


(6.4.5) fs TET f gradU, (2) « dde, 


X—U EWN, 
RE [eOe = ilios, 其 下 而 界 是 在 集合 
Sue = {Ca € f gradU,(s(s))ds = ej. Ones) de = x} 
上 到 的 ， 其 次 指出 ， namen [ales sem. 如 证 明了 这 点 ,因为 


[testen = Ry 从 0,00) ER CO 就 可 推出 序列 (pd COL) 和 


{eel} -RAR ART 0) dE Ww PART A CICA o)» HE 
BORA * Ih xe 还 一 致 收 化 到 使 得 


-45 


fesses B oocyw = o, 


如 果 Hs) RATE EAR Fe. 那么 sradu(e) 一 04， 因而 ， 如 果 * 处 
在 连接 * 一 0 和 >* = 二。 的 线段 上 ,那么 *， smadV(x*) = 0. Mite TRE: 
十 有 Ulz) = 0, RUC) = 0, BE ETUR T SCC. TAE OD 
不 恒 为 常数 。 进一步 ,在 (6.4,.5) 中 令 由 一 ns 下 极限 得 到 O1) -RAR 
(ANY U(x)»0 时 e+ gradU(x)» 0), Aili GC 有 收敛 子 序列 ,其 极限 
AAD, Fis 满足 


f $ ids m A f aradU(#) + ods, 对 一 团 EWN, 


因而 三 光滑 ， 并 且 也 满足 三 十 AteadU(2) = 0. RARER HS A 
后 题 的 临界 点 - 


Fame {| ico Pe] 一 至 有 有 界 以 完成 定理 的 证 明 ， 为 此 令 soc 
(sia 2005-98) BARR aSo 和 向 是 eR*， 使 得 (根据 Ua 的 些 质 ) 


Ww) m iG) + Ca Saas 
RRAS, nauium 0, [iUe =R 令 C > 0 足够 大 使 从 
| 村 >5 可 推出 04(*)>2R (k= 4.257), 那么 
2Rmcas{z10<r<s1，|K> CHR. 
使 得 
meas{sl 0 into echo T. 
因而 存在 区 间 (6) 7] clo, th 在 其 上 有 O< nt> 和 
{sin 2y— sin 28| > 9 = 1 — sin ie 因为 a) 一 al 2| 263 nux 
25/8, 因 而 
CDOTans4( 20)" 
Jit di <4( y. 


于 是 序列 {f tucope Hac e (-Y ain. 


附注 : 

SUR ALB OAM UC +) PARN, EA (6.4.2 的 条 件 可 以 大 大 减 绢 . 究 
实 上 ,同姓 条 件 可 以 换 成 对 zt, vU) xz>0， 考 蕊 NC0s1) 的 一 个 阅 
子 空间 , 它 出 这样 的 函数 C) OM, BGK, 在 0 和 1 RARE 


EE 


9, 就 不 难得 到 这 个 结果 . 

用 下 面 的 问题 可 对 放样 一 个 整体 性 结果 的 重要 性 作出 很 好 的 说 明 : 考 
斑 众 所 周知 的 Kepler 二 体 问题。 讨论 在 自治 Hamilton 小 扰动 下 它 的 周期 
USO, BEN N = 2 3, 在 适当 的 Cartese 坐标 下 ， 这 个 
问题 可 以 当成 如 下 形式 ; 


(6.4.6) ?+ Tem OPH) = 0 


其 中 Vx) 是 SR AY bls LEOL o o0. e 是 小 参数 假定 


Zie = 0 (6.4.6) IRR HAY AE RE RE eT A ie «C 


Loge yt ege 
Lye + «s. 
; [E 


MAM e 一 0;(6.4.6) 所 有 的 解 将 是 周期 的 ， 我 们 求 * 一 0 附近 的 那些 周 
期 轨道， 它们 对 se 0 保持 不 变 ， 显 然 、 一 个 要 解决 的 电 要 问题 是 在 8 点 
= = OWE l 一 项 的 人 性状。 为 克服 一 2 时 的 这 个 困难 ,我 们 用 有 有 表 
的 Levi-Civita 正则 化 理论 (在 1.1 节 中 提 到 过 )。 还 要 指 负 我 们 关于 C6.4.6》 
UEM Ree FRA ER 

Ai, MARRS t= un) ER 写成 ems in mra nm 
sois rom Jaja MESES «= [tuns ERI = irs HS, 
(6.5.6) MEARE H: 

uo) m dats La ov = 常数， 
当 限制 在 这 曲面 上 时 。Iagrange ZR OS 
bene Flair ya it ret eV), e RRR. 

EA |e |= dept nem (alt, RRA, D gk OS adn 
1 + wile + 8)。 于 是 变换 后 的 方程 可 以 守成 
(6.4.7) W^ 4 gU(x) = 0, 
其 中 


VQ) = ~ È fale + Mary), 


9 这 里 以 及 下 面 的 工 L*, (5.5.8) HER mL YS Re EIE BH GU 
BORER. EWES LRG SAE NOTERE eR, 


[E 


Mifü (6.4.7) 的 使 
logia i a 
zl yk 
的 周期 解 一 一 对 应 于 (6.4.7) 的 使 
(6.4.8) 2|e| £140 —0 
的 周期 解 ， 显 然 ,为 求 (6.4-7) 满足 (6.4,8) 的 周 斯 解 自然 需要 整体 性 的 结 
扫 ， 事 实 上 ,仅仅 知道 (6.4.7) 在 ”一 0 附近 的 解 的 存在 性 龙 不 够 的 ， 内 为 
这 样 的 解 并 不 一 定 满足 (6.4.8)。 XP i PAG ER BC V E M (6.4.2) (UE 
(6.4.7) 有 一 个 周期 解 族 nC), 它们 之 中 有 一 个 解 满足 (6.4.8)。 


6.4B RÆ Euler-Poincaré 特征 的 紧 2 维 流 形 的 Riemann 
结构 ,该 结构 有 指定 的 Gauss ES 


(6.4.9) Au — ke) + Ks)e* = 
SERED RADHE ELERE Riemann jit 
JE (M, g) E, A(R) = 0, 其 中 A id (M, g) 上 的 Laplace-Bel- 


rami EF, (GO 是 光滑 函数 | RD, = 0, KO) 是 给 定 的 
Halder 连续 函数 ， 我 们 来 确定 上 述 方程 有 解 的 必要 充分 条 件 .如 
早 些 时 候 提 到 过 的 ( 见 (6.2.9)), 这 个 问题 的 肯定 回答 有 如 下 的 几 
IMM, K(x) 是 Riemann EE (M, g) AY Gauss 曲率 ,其 中 
p— cg( 按 点 ) 保 角 等 价 于 的 -DE RNR ARH 
微分 同 胚 于 SR. 的 近 点 保 角 里 射 的 构成 有 关 ( 图 6.1)， 从 这 个 几何 
观点 来 看 ,(6.4.9) 可 解 的 直接 的 必要 条 件 正 是 of KG) eV, 
它 由 在 UE BUY (64.2) B RR N ATAR p tU doge" 
应 该 满足 Gauss-Bonner 定理 。 这 正 是 我 们 在 6.38 节 中 提 到 过 
的 “自然 " 约 东 ， 

另 一 方面 ,从 6.3 节 所 采用 的 观点 来 看 ,因为 在 集合 


1) 在 Kazdan 和 Warner (1974) rj, (6.4.10) HET UEBIXCUD) = 0 时 Gauss- 
Bonnet 定理 的 逆 定 再. 


sque 


5 
EUR Bt 


图 6.1 解 XDD — 0 时 的 Gauss-Boanet EAM Xi 
ERT DOR A 


S= {ule WM, g), f. Koen = 0} 


be ER ou) 一 | [E vult + RO) v 显然 不 强制 ,于 是 


BE (6.4.1) 处 于 奇异 的 情形 。 由 此 推出 ， 为 把 (6.4.9) 的 解 表 作 
极 小 ,集合 6 应 加 以 扩充 ， 下 面 证 明 ,如 果 在 (6.4.9) HAAS A 
问题 中 加 入 一 个 简单 的 隐 式 限制 ,就 可 导出 强制 性 ， 事 实 上 ,我 们 
要 证 明 如 下 改进 了 的 结果 . 

(6.4.10) 定理 E W AY Euler-Poincaré 示 性 数 X(W) =0, PAA 
E (6.4.9) 可 解 的 必要 且 充 分 条 件 是 ; 或 者 KG) = 0, 或 者 K(x) 


在 盟 上 改变 符号 且 | KG) May <0, JHE 3E Au 一 《<) 在 


NM 上 的 任 一 解 . 
必要 性 的 证 明 : 如 果 * 满 足 (6.49) AAN) = 0, 那么 


(Koray =o, 
于 是 如 果 Ke) RERO, K(x) AM 上 改变 符号 ， 另 一 方面 
如 果 令 um uo bw, BR WDE Aw + KG) mw = 9, 
He’ RES PE EN 上 积分 ， 由 分 部 积分 得 到 


2 n hyo |v 一 一 L Kg) dV > 0, 


© 409 + 


在 继续 往 下 进行 之 前 ,和 匠 们 叙述 一 人 (6.4.9) 的 解 的 等 辕 问 题 。 
SU UM) — 0, KG) PELEM 上 的 已 给 泛 函 ,对 某 

MEXEM LAY Riemann 度量 g， f K(eye™dV < 0, 那么 泛 

Bs) 一 [Lived + cod av cs EOIS RE 

BE (6.3.9) 的 一 个 解 (可 能 相差 -~ 个 常数 ), 其 中 

re {uiue W (958), L ud 一 0， L Kemnay = of, 

WA: (3.1.31) 的 证 明 指出 ， 上 而 定义 的 等 局 变 分 问题 的 光 

MEF Ee 

(人 Gol Au — b(2)) + BK (ee m Bay 


其 中 AG = 0,1,2) 是 常数 , 不 全 为 0。 TR Bore 0。 否 则 从 
seS CHA 8, 一 0, 故 秽 们 可 令 所 一 1， 因为 


í Kiwye* dv #0. 
E 


As — KG) 一 0 在 8 上 没有 解 ， OB, REIN O. 为 证 
B= 0,38 C 积分 得 到 


| ROAY e a[, KG Mav = nac. 


mA (ROAY o «e 3 所 以 B& 一 0， 由 名 天 0, 有 常数 < 使 
temp, Emut eE As —kG) tK) = 0, FE 
EE > 0, FEE ber, üm ute 满足 方程 (6.49)。 在 
CD ddr u mi de ws BARREA 6 一 0, 有 
Aw + K(x) e" e? = 0, 
IRU c7 并 在 EBD, SARE 
n ely ld 一 一 中 KG)e dV, 


Ruzi TES 0. 
充分 性 的 证 明 : 为 证 这 个 变 分 问题 临界 点 的 存在 性 ， 我 们 令 


am oy ty 其 中 maV 一 0 使 得 (因为 | kGody 一 0) 


Li 


(0 


ste) = |, vet e Ks)en)ay 


> Led — ek lool 


从 而 aCe) ES ERE o(o) FERER. MASE WM, 
D 中 弱 闭 ， 改 根据 (6.1.1)， 由 某 个 元 素 «€ 8 达到 infoa), M 


而 * 是 方程 (6.4.9) 在 空间 WAM, g) 中 的 弱 解 。 央 为 * 是 形 若 
Aa 一 了 的 线性 方程 的 弱 解 ,其 中 fe L, (对 一 切 有 限 的 p > 1), 所 
以 * 足够 光滑 ,在 古典 意义 下 满足 方程 (6.4.9)。 定理 证 毕 。 


64C RRETHE Riemann 流 形 


WORT", g) 是 给 定 的 紧 Riemann 流 形 , 其 维 数 N > 2, 在 
这 样 一 个 流 形 上 , 找 一 个 定义 在 i” 上 上 的 新 度量 P. p 二 eg. 使 
得 新 的 Riemann BiH (MY, g) 7AM” 上 各 指定 的 曲率 g(x) <0, 
ELIA WAAR. 如 用 (x) dd ONY, e) nb stilo, BBA 
E v 的 偏 微分 方程 可 以 写成 


aD OD pu kaut CO — 0, 


Bete NEZ, yeh (NIEN EPRE 这 里 和 
是 关于 (DY, g) 的 Laplace-Beltrami BE, 838 (6.3.8) 的 讨 
WAHE Ko BRT (63.8) 的 临界 值 ， 所 以 应 把 微分 几何 问题 
的 特性 用 十 解 《6.4.11)。 实 际 上 ,我 们 要 证 明 
(6442) 设 NOT, «0, WA (64.11) FERT (M, g) 上 
的 严格 正 的 光滑 解 «GO. PEW TREN eS Ee 
的 Riemann SE g, g RA REDLER) < 0, 

证 明 : BS (6.3.8) 中 的 证 明 ， 对 任意 小 的 e > 0, 我 们 可 以 
求 出 方程 
《6.4.13) 


= 一 2 Au — kU)u bale) pt um 


*411* 


(OMEN West). MERX t BE 


lo) = LES Ivi? + Adel av 


在 Waal TY, p) 中 函数 上 的 条 件 极 小 (其 约束 条 件 为 

Be) = | leery =), 
所 以 1 < 0。 这 是 因为 ,如 果 e 是 使 Ble) 一 1 的 正常 数 ， 那 么 
和 < at(c) - 2 人 KGO4V < 0, 


FRE BOS ©, — 0, 可 以 找到 Lasso CU, g)ti — 98 
FART os, 3.2900, BETTE AGUERB w 一 致 有 界 , 设 在 各 达到 
M, = mixes, 那么 k(a)M, — hlel) ME <0, FE WR 
dom inf Ue), RA 


pom 
meres gc PRO < supa) | 
(—A, )int| gC) | Ajnflg()| 

HM. 一 致 有 界 ,| Axs| 一 致 有 界 , 从 而 we 有 一 致 收敛 子 序列 ,用 
My TEASER, BGR. X s = 0, uo £ 0 HERE (6.4.11) R m 20, 
FIER: (D 在 WN 上 有 m> 0, Gi) 可 把 为 选 作 一 1。 显然 从 
公 的 极 大 闲 则 推出 (D. AAEN bay 0, MAEN Bj 
KARA m = 0, MEDM E a2 0, 男 一 方面 , GO 可 由 41 
直接 推出 ， 于 是 在 (6.4.11) 中 我 们 可 令 u 一 hw (t 是 正常 数 ) 和 
AORTA, m —1. Mf ss É 0 EMY Eabh ii ED Ee (6.4.11), 

附注 ; 
指出 下 面 一 点 是 有 意义 的 : 对 于 以 任意 的 光 清 正 函数 gx) 作 
为 纯 量 昌 率 来 说 ,定理 (6.4.12) 的 类 似 结论 不 成 立 。 

ACTOR SE EL] ERU OR 

在 下 面 两 个 等 周 问题 中 。 我 们 用 所 谓 泛 函 对 称 化 过 程 来 改进 
对 等 周 问 题 的 解 的 了 解 。 作 为 例子 ， 设 D 是 RY 中 以 原点 为 心 的 
球 ， 那 么 非 负 函数 oC) 的 对 称 化 (对 于 0) MH 00. 只 与 1z| 有 

T 


关 , 由 Lebesgue 测度 型 论 的 如 下 往 质 唯一 确定 , 即 对 每 个 28 0, 
arg) 2 a) = alr] gl) > a), 

TH g,(*) Rx BHR, UR eGO 连续 它 也 连续 ， 此 外 还 可 

以 证 明 , 对 任意 的 C HERR PG), 我 们 可 以 找 它 的 一 个 对 称 化 ， 保 

持 F(g) 在 D 上 的 积分 不 变 , 而 使 F(1Vg1 ED LARA RD. 


TR, MRAR [is ERR e WAD), lolio 一 1 上 
极 小 化 ,我 们 可 以 先 验 起 假 定 极 小 元 GO CR e te Ro (=) 
的 形式 (对 某 个 ge WD)» ERO (x) (LOGAN La EAE al 
的 递 三 函数 ， 这 样 做 就 把 变 分 问题 化 成 了 一 维 问题 

在 下 面 的 问题 中 ,在 Sobolev 空间 Wi, C's a) 的 情形 , 我 们 
用 这 个 想法 来 改进 (1.4.6) fit ro, 更 清楚 些 ， 设 对 5: 赋予 了 标 
淮 度量 ,其 Gauss MISER 1, 我 们 希望 确 定 使 


Gk) sap | et « oo 
v^ js 


的 最 大 常数 ,其 中 e= {alf iva, [aumo 假定 球 
商 宁 由 参数 坐标 (0, 0) 表示 ,其 中 8 记 球 面 上 的 纬度 ,9 一 +5 


对 应 于 极点 ,$ RH LNA, RIERA R So 
无 关 。 于 是 对 称 化 方法 验 明 (*) RARE 55 LOI Boe e 
理 的 ， 用 这 个 方法 可 以 证 明 常 数 和 一 4r， 但 是 , 如 果 对 约 东 有 加 
上 额外 的 条 件 : Æ S 上 ale) 一 术 一 x*)， 问 题 中 的 常数 可 以 增加 
到 8x (看 Moser, 1973a), 

在 第 二 个 问题 中 (6.4D 一 节 讨 论 的 ), 我 们 假定 了 (a,6) B(x, 
7) 平 面 的 一 个 区 域 ,关于 直线 7 = 0 对 称 ， 那 么 , 非 负 淆 数 & 关于 
RH y 一 0 的 Steiner 对 称 化 的 概念 是 有 用 的 。 ens y) 由 两 个 
性 质 定义 ， 对 于 固定 的 x, gle, y) 只 和 和 有 关 ， 以 及 (对 于 Le- 
besgue WE), 

wl yl f(r, y) Sa} = alylficx, y) 2 a), 


Steiner 对 称 化 保持 FC) 在 Uo, b) PARARE, FII PCI VIT) 


EE 


在 了 (e, b) ERR), ENA A E AR E a REL RO AGE 
近 某 些 无 界 区 域 上 的 等 周 问题 时 ,我 们 要 用 到 这 些 性 质 。 


64D S LAR Gauss 曲率 的 保 角 度量 


作为 (6.3.20) 的 应 用 ;我 们 考虑 如 下 微分 几何 问题 : 
(Q1) t CS, g) IER 中 的 二 维 ( 单 位 ) 球 面 , 具 常 值 Gauss 曲率 1 
的 标准 度量 ， 在 3 上 给 出 一 个 C" 函数 天 Ge ,要 在 了 了 上 找 一 个 
度量 8, UE GRA) 保 形 等 价 于 &:， 同 时 具有 指定 的 Gauss 曲率 
KG) (于 是 有 基 个 CRI u, gm "6. 

为 解决 问题 (D, 我 们 首先 注意 到 ， 如 果 g 一 e*& ERER 
的 度量 ,那么 由 Gauss-Bonnet 定理 推出 


(6.4.14) [coena = 4r, 
于 是 ,如 果 supK() « 0, SB AX RERO RE BE € REE, 
为 解 问 题 (I7), RATS HERRA ee OE HR ea RU DU 


方程 , 并 假定 K(x) 一 K(—2), BB (6.3.14) 证 明 (64.14) 是 这 
个 方程 有 解 的 必要 且 充 分 条 件 ， 这 里 有 解 是 指 存在 某 个 C” 函数 


s, 满足 (6.4.9)。 在 1.1 节 曾 讨论 过 确定 映射 函数 “的 偏 微分 方 
程 可 以 写成 
(6.4.15) Au—1+K@e*=0, 
其 中 A 是 关于 (S, g) hY Laplace-Beltram: 算 子 。 请 注意 这 时 
并 不 需要 局 6.1 中 描述 的 保 形 映射 的 一 般 概 念 。 我 们 证 明 
(6.4.16) EIE i2 KO) RE CS, g) 上 的 Holder RRM, K(x) 
= K(—2), 那么 (6.4.15) 在 上 有 解 的 必要 充分 条 件 是 存在 
函数 we W GG, ge) 使 (6.4.14) 成 立 ， 于 是 任何 一 个 这 样 的 函数 
Kla), BRA THER 2 的 Gauss 曲率 ,其 由 & 按 点 保 形 于 
Gg). Hob, FES ERDEBIBSSEK GO, max KG > 0， 但 
(6.4.15) 不 可 解 。 

证 明 : 我 们 指出 , 解 (6.4.15) 的 困难 在 于 ,任何 解 # 部 是 泛 函 


ed 


(64.17) eto = |p [river eu xe} av 


的 鞍点 。 于 是 自然 想 去 讨论 和 《6.4.15) 相应 的 半 线 性 梯度 算 子 方 
程 (在 Hilbert 空间 WaS, e) 上 )， 和 通常 一 样 , 令 


(Lu, v) = n Va: Vy 
和 
Cr 一 一 | ke". 

用 2.5 节 的 结果 。 我 们 得 到 LHN 是 一 个 半 线 性 梯度 算 于 ， 它 
WAS, DAES, kih AX KE) = Ka), Lb 9t 
WC g) 的 于 空间 Hm (ule Wals, g), we) m C79) 
AGS. BELEN LENG HOP AR ORS 
Gy m 一 | cea, WARR DE (64.15) 的 解 一 一 对 应 于 
半 线 性 算 子 方程 Lu + Wu) 一 了 的 解 。 这 个 方法 的 优点 在 于 可 
以 援引 定 吾 《6.3.20)。 事 实 上 ,那里 叙述 的 可 解 性 准则 说 ， 

M = (u| (Ww) — D LKerL} ve Ø 
等 价 于 存在 函数 we 有 满足 上 面 的 方程 (6.4.14) .因而 据 (6.3.20)， 
我 们 只 需 验证 (a) L + Wa) (对 we M) 在 Kerk 上 负 定 ; (b) 
eG) EM LBB), (a) 的 验证 不 难 ,对 we DUREE cs 

Way te) — -erje <0, 
FR (Pde) Ny + e) < 0, 

但 是 (b) 的 验证 比较 困难 ,可 这 样 进行 ,对 we M, Bumn 

a geh Ro EC e) Ett | 一 0， 因为 IRE 
iz, RIII 


(6.4.18) 28 ~ log 4r — log [koye 
于 是 对 we M, d (6.4.18) 推出 
e) = fo Flv asl! + mi — 2u 


Ins 


xd i val 2a tog | Kje", 
4 vja 其 中 fel = 1 dal = f, tvwl'。 注意 到 对 一 切 
e> 0, E 2m < (1/8) ||| + e. 就 可 得 到 
(64.19) g(a) > B+ (3 — Phat — aeu f, KDE 
其 次 ,引用 Moser 的 一 个 不 等 式 ， 在 关于 对 称 化 的 附注 中 曾 引用 
过 它 , 推 出 
ine, Jp <a, Mo een formes 

因而 ,如 在 《6.4.19) HE e 一 8x 就 得 到 , 当 ||ml| > co thole) 一 
co. MIE (6.4.19), 对 ue 9R, AB [ul +o 就 有 Co) 一 co。 
(6.4.16) 的 第 一 部 分 得 证 . 

为 得 出 定理 的 第 二 部 分 ,我们 给 出 一 个 简短 的 论证 , 它 可 以 由 
读者 自行 补足 。 设 * 满 足 (6.4.15), 那么 用 Yu RHES ER 
分 ,就 有 


fo E Val) Vul?) — Yu + Kemah dV 一 0 


用 这 样 一 个 事实 ， 当 在 5 上 积分 时 ,括号 中 的 前 两 项 为 0, 分 部 积 
分 后 得 出 


(6.4.20) 0 一 f KG)e" u = f KCV) 


= |a CED, 
于 是 ,例如 K(x) 二 2 十 sin6 ES ERWERR EUR SIR. (6.4.20), 
从 而 对 它 来 讲 ，(5.4.15) 不 可 解 。 
64E 一 个 全 局 性 自由 边界 问题 一 -理想 流体 
中 的 特 久 稳 态 旋涡 环 
在 第 一 章 曾 简单 讨论 了 稳 态 旋涡 环 的 概念 。 观 在 证 明 这 种 辆 
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SO CIA aS] y FEES ENAR aE AH ET A A 
3h. RGAE SORT: G) ROR RE "eR" 
旋涡 环 , 这 在 Helmholtz 1857 年 开创 性 的 文章 中 曾 讨论 过 ; (b) 
Hili 旋涡 环 , 其 中 旋涡 由 一 个 固体 球面 支撑 ， 这 些 例 子 代表 了 极 
端的 情形 ， 现 在 介绍 一 个 全 局 性 的 存在 理论 ， 它 在 这 两 种 极端 情 
形 间 插入 一 个 旋涡 环 (看 图 1.1)。 所 给 证 明基 于 把 旋涡 环 刻 画作 
一 个 等 扇 变 分 问题 的 解 , 使 得 环 的 横 截 面 的 大 小 没有 先 验 的 限制 ， 
此 外 ， 这 里 所 用 的 方法 可 以 用 于 很 多 其 它 自由 边界 问题 , 丑 如 4.1 
节 中 提 到 的 旋转 流体 平衡 状态 的 经 典 问 题 。 

O 控制 方程 ”我 们 由 导出 几 的 半 线 竹本 加 偏 微分 方程 〈《 参 
看 (1.1.17)) FOE V Bj “Stokes HAR”, V 是 旋涡 环 相应 
的 速度 场 ， 取 轴 固 定 在 环 中 ,做 定理 想 流体 充满 空间 瑟 ， 且 由 标 
面 坐标 表示 : VY 一 V(r, z) BA, A dV —0, PEHR 
W = (0.6/7.0) i V = curlW*", FERE = curlV 满足 方 
* 
(6.421) w = curl curlW = A(0,¢/r,0), 
其 由 A 记 关于 柱 面 坐标 的 Laplace 算 子 。 另 一 方面 , 由 Stokes 
有 趣 的 观察 ,借助 于 涡 度 方程 
(6.4.22) w= arie), 
运动 的 Euler 方程 成 立 。( 6.4.22) 表示 这 样 一 个 事实 : 在 每 个 流 
曲面 上 off 是 常数 ， 这 里 了 是 指定 的 函数 , 它 描述 了 旋 误 在 环 内 
的 分 布 ,1 是 一 个 正常 数 ， 它 度量 旋涡 还 内 旋涡 级 度 实际 的 大 小 . 
于 是 ,如 果 假 定 4 是 在 子午 面 内 的 旋涡 环 鸭 横 截 百 (看 图 6.2)(9 一 
常数 ), 而 五 记 半 平面 {(r, alr > 0}, 就 可 求 出 上 应 该 满足 
pune), 在 4 中 ， 
0 在 五 一 了 4 中 ， 
在 旋涡 环 的 未 知 边 界 OA 上 ,假定 (i) grado 连续 , C) 由 一 0; 


(6423) dm — Lb, + bee = 


curl PERRE ro1 一 一 详 者 注 . 
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图 6.? PR RRR RA RIS. 


ANAM Mahe — 0 La b= 一 SO, HEARED 
数 。 最 后 ， 设 环 的 速度 场 在 无 穷 远 处 趋 于 常 癌 量 (0, Ww ,0), 这 
可 由 要 求 (6.4.24) 4 r Eat oo B, b+ i wrk fk 
到 . 

(Gi) 变形 @ 中 所 述 的 自由 边 值 问 题 是 难于 处 理 的 ,一 来 区 
域 4 未 知 ,二 来 因为 (6.4.23) 非 线性 。 为 分 离 这 些 困 难 ,我 们 把 问 
BPO n LAER Dirichlet 问题 , ERAK A EERI. 
为 此 , 令 1@) = 0 G <0), 把 函数 藉 D) 延 拓 到 整个 实数 轴 , 同 时 令 


1 " 
=ġ— > Wr —k, 
Vg—do 2 r k, 


那么 ,可 以 由 解 下 耐 的 何 题 得 到 所 要 的 旋涡 环 。 


(6425) bn — Tt bax aS we b) —-0, 在 


E. 

(6.4.26) plon = 0, 

H3 — Fr REPAS FRAU BE IC] 推 而 、 企 (6.4.25)(6.4.26) 
的 解 中 令 


ED 


(6.4.27) As m ÁG s a) blr, D-lwü-k. 


可 以 得 到 旋涡 环 的 模 截 面 4. 这 个 变形 要 求 我 们 求 方程 组 (6.4.25) 
一 (6.4.26) 在 光 界 区 域 卫 上 的 非 平凡 解 。 此 外 ， 除 非 当 : 一 0 时 
fo) 一 0， 该 方程 组 还 有 一 个 复杂 情况 : 延 拓 后 的 函数 1G) 在 
* 一 0 点 也 许 不 人 违 续 .所 幸 的 是 ,这 两 个 困难 都 可 以 用 极限 论证 来 
克服 ?; KODA AWE Ma, bR RMA D BAC. 
tb), (0, £4), a, b 是 很 大 的 正 数 。 在 * — 0 间断 的 函数 1(:) 不 
难 用 Lipschitz 连续 函数 来 盟 近 ， 于 是 只 需 把 五 换 成 并 (a,5), 假 
Ei Lipschitz 连续 ， 解 方程 组 (6.4.25) 一 (6.4.26), 然后 讨论 集 
& 4s, 

Gii) II(a,b) 上 问题 (6.4.25) 一 (6.4.26) HE FT 
BB (6.44.25) —(6.426) 看 作 一 个 适当 的 Hilbert SAH E 的 梯 
度 算 子 方程 开始 。 这 里 可 以 方便 地 把 空间 互 选 成 C(I(a,8)) 对 
TAR 


(we) = f (E) oe, wae)ar 


fa 
的 闭 包 ,其 中 dr = rardz。 对 于 这 个 为 积 ,调整 了 的 方程 (6.4.25) 
的 适当 的 广义 解 可 以 方便 地 写成 
(ao) m2 [È Moree, an oen. 


[ox 
现在 我 们 可 以 对 D = O(a, 5) 证 明 如 下 的 
(6.428) EB. VE fCO 是 定义 在 [0。co) 上 的 Lipschitz 连续 函 


数 , 非 降 , (0) 一 0, 具 多 项 式 增长 速度 ， 令 F(s) 一 (roa. 那 


AOI k > 0, 方程 组 (6.4.25) 在 II(a,5) ESPERE Ca P), 
此 外 , (a, 6) 有 如 下 性 质 : CE HORA OG TE O(a, 5) 中 严格 
E EZE 


1) ACIES STE. Fraenkel 和 Berger (1974) RRAK HREN 
Wie. D. Kinderlehrer REDE T Ej HAIER E. 
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ia) =| Bàu =d Wri — k jrdrdz 


nen 
E lele = 1 LOR, AUR fe C' 且 是 ,那么 集 A. 单 连通 。 
证 明 ; 首先 指出 ，Hilbert 空间 五 可 以 连续 嵌入 标准 的 Sobo- 
lev "s [8] PUC, 2)), 4876 ORE HRA Va U1(a,6)) 14 15 
MRA CHA DASA. RAE RE, Me € HOA 


1Sa), 


Unita m [t e ards 
«Í. p Z GR i drdede < alll, 
TE 


下 面 证 明 所 希望 的 解 风 ay, b) WEEE, 以 及 它 基 于 (6.3.7) 
的 等 局 特性 。 首先 ,必须 指出 
(5429) B= sup jr (o 一 i Wei z) rdrdz > 0, 
WT 2A —# el RAR, AY F(O 严格 递增 ,只 需 注意 
FAR BRE Ar LADERA, BL Ans 
给 定 一 点 me Ha, 5)。 对 充分 大 的 其 些 5 BMH 
9, 对 |x 一 zol 之 6， 
blog{1 — bg). * lz — | «3, 
有 lele) = 1, 但 当 |* xu! 一 0 时 ,其 值 趋 于 co, H Sobolev 
RAGHU) 按 多 项 式 增长 的 条 件 ， 显然 /(x) HHS 
收敛 连续 。 事 实 上 ， 

HCW, IG, 6)) CL, GIG, 6))CL, (Ca, b), t), 
Xm LO, r) id Hla, b) 上 的 工 , SM. AR dr = rdrdz, 
(6.3.1) 的 论证 指出 ,可 由 某 个 元 素 中 《 号 达到 8， 此 外 ,因为 的 
非 负 部 分 b+ 有 性 质 Jb.) = Jb), ALAA Wa, b) h o Io, 
启 时 ,如 果 在 某 个 正 测 度 集 上 中 <0, NEA del el. Foy 
FMA BZUREIA, MA (3.1.31)， 必 存在 常数 pg Me (AR 


rar 


ze(z) 一 


260), (RED we B. 
(6.4.30) mts) =p ode, 


BUE a OMIA = tol, > 0. NRE (6.4.30) PS w = HE 
BE (6.4.30) 左 端的 积分 为 下 。 因 为 F(z) <Q), H 60 > 0, 
0G <6@), RNA 

fran m HD mE, fm 8 > 
从 对 (a,b) 中 直线 = = 0 的 Steiner 对 称 化 推出 (2,0) 是 < 
的 偶 函 数 。 尽 管 方程 的 系数 在 + — 0 有 了 明显 的 奇异 性 ， 还 是 从 标 
准 的 正则 性 理论 推出 O(a, 6) 时 的 解 的 正则 性 。 

为 证 明定 理 的 余下 部 份 , 我 们 证 明 , 当 假定 号 时 ,由 (6.4.27) 
定义 的 集合 A 单 连 通 。 为 此 考 菩 (3.1.40) 的 第 二 变 分 公式 ， 对 
TE (o, 9) 一 0 的 任意 的 vs 


y = 上 " 
eju) = f etwas — 4 dy. 


假定 4, IHE E 和 E, RAK ww 和 w; 定义 如 下 ， 在 
EG —1,2) Ew; =o), TERRI 0, PBA, WR v= 
nin 十 esas 其 中 cy, e 选 得 使 alel = -oles BATE 


2 


B18, 0) = 3 dj, miran — fiy. 


PI 


H FOSSE, ERAT OO, w5 (6.4.29) FUP JB, 


(v) (a,b)>IT 的 极限 过 程 现在 证 明 ,把 极限 过 程 用 到 对 n0, 5) 
的 结果 〔ii)。 就 可 以 解决 对 也 的 问题 (6,4,25) 一 (6.4.26)。 28, 4 Ca, 
?六 *co * 证 矩形 Ca, P) APE PEO. WA Cii) PRE CCo, 5), 
Ha, 5))， 其 中 a,b) PERI AG AAC RT BB), 这 
个 解 是 定理 (6.4.28) 中 收 改 了 的 问题 的 解 。 找 HCN) = Cr) ciis 
收敛 子 序 列 加 = 并 ws 5)、 它 由 在 TC, by) 外 令 Hand) =O 而 得 到 ， 
相应 的 收敛 的 特征 值 序列 为 a, 5) 一 如， 为 此 :我们 证 明 存 在 一 个 固定 
BOUE 0, 全 得 无 论 *, 6 多 么 大 :相应 的 旋涡 核心 ALa 8, 这 个 区 域 


OER: Moni, voll on (| |x — y] <1} 0, Miti A HC9)9 
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L(0) 紧 , 于 是 可 以 在 积分 方程 
(6.4.31) acoso) Gaal Ola, BY) = Ma bY 


PE 
中 取 极 限 , 其 中 Go,sCxs y) RE (6.4.25) 的 线性 算 子 在 MCa, b) 上 的 Green 
BR. 
ARBER 2, 我 们 首先 证 明 ， (6.4.25 (6.4.26) TE Cay 5). 上 的 解 
有 如 下 的 先 验 的 界 : 
BIB: WIC) 是 集合 aC) n Tes ae a,b) DRE Di 
在 * 轴 上 投影 的 长 度 ,其 中 eC a, bY) VAR 
Yu) = (0, 2))(0, 23€ Alu), pr> 0}, 
BU YC#) & MCa, E) 中 的 集合 , 它 包 含 AC 以 及 na, 8) 中 所 有 那些 点 ,这 
BRAT AGO 的 其 个 点 (ov =) 和 * BZ, BA 
(6.4.32) ff rdrdz + ONE IB locus. 
证 明 : 令 于 mo. 假定 YO UE, FR WGK, RUM 
度 定 理 , 经 过 简单 的 计算 可 知 
lelien os FE Cade (fcr 0s — 9 


> (f ca, 19 = bane (Eun 


PIAF s E «— 0, TE BACH) Emm y + ky MRR REKER EIE RUP 
Co. 4.32). 

把 刚才 得 到 的 引 理 用 到 一 Co, 4), BAA HERA o elg Om {(r, 
sel < (十 4k}. HERE EUR ICs bye = 1, NUR Steiner 对 称 化 。 
ACH E v 轴 上 的 投影 应 该 包含 一 个 区 问 , 其 形 若 re = (—8(R) ACR)» 使 
FEE Co,r) x t, 包含 于 YO) Zh, RAR (6.4.32 HERB ACh) 
Ke), 就 得 出 Leo» + (RAXA <1 AT Bo) «(n b AR 于 
是 如 前 所 述 ,我 们 可 以 找到 HOD rh — A SS FEC) FEC 624.25) 
中 取 极 限 , 弱 极 限 C4) 就 是 所 要 的 非 平 凡 解 ， 


(v) 历史 资料 1858 Helmhohz MARR AER S 
作 他 的 理论 的 两 个 例子 之 一 .在 Helmholtz 关于 旋涡 不 可 破坏 性 


me 


结果 的 基础 1 以 及 把 “以 太 ” 作 为 适当 的 理想 流体 ，Kelvin 给 旋 
AME TROT, Kelvin 推测 存在 非 轴 对 称 的 
旋涡 环 , 它 的 "核心 "可 能 和 R 中 安 筒 的 结 的 结构 有 关 ( 这 和 和民 中 
结 的 拓 打 结构 不 司 ， 后 老 是 自然 中 各 种 原子 结构 的 分 类 )， 事实 
E. AX TELE, Kelvin 的 合作 者 Tait 导出 了 结 的 数学 理论 
BARET. Kelvin 的 理论 拒绝 放弃 "以太 ”的 概念 。 不 过 , 在 
现代 低温 物理 中 ,在 电流 理论 和 超 导 理 论 中 ,因为 和 型 想 流 体 非常 
接近 ,旋涡 环 的 重要 性 再 次 十 分 引信 注目 。 


6.5 Hilbert 空间 中 的 M. Morse 临界 点 理论 


为 研究 定义 在 Hilbert ZEH LZE (x) 所 有 的 临界 点 ， 
必须 从 拓扑 上 进行 考虑 以 补充 我 们 早先 的 讨论 。 关 于 这 点 ， 不 论 
是 有 限 维 或 录 无 穷 维 的 情形 ， 在 M. Morse 从 1925 年 开始 的 研 
究 中 就 已 经 明确 了 。 为 涪 明 这 点 我 们 注意 ， 对 线性 自 共 施 紧 算 子 
Ce BH, H) 来 说 ,一 旦 建立 了 类 似 于 (3.400) RR, A 
PRERE SET EL Fredholm F L, 算 子 方程 Lu 一 /的 
WIN RABE, SAR. WERU 
结果 ,必须 采用 全 新 的 思想 。 这 一 节 , 我 们 在 Hilbert 空间 这 种 较 
简单 的 情形 介绍 研究 这 个 问题 的 Morse 方法 ,在 6.6 节 ,再 叙述 有 
关 的 Ljusternik-Schnirelmann HAC, 6.7 节 则 介绍 这 些 理论 在 各 
种 情形 的 应 用 。 


65A 最 速 下 降 法 的 改进 


对 临界 点 的 任何 一 种 一 般 研究 都 必须 用 上 更 精细 的 分 析 和 折 
扑 的 考 诬 以 补充 下 半 弦 连续 和 强制 的 概念 ， 为 此 ， 我 们 再 次 考虑 
3.2 节 中 引 迁 的 最 速 下 降 法 ， 设 F(x) 是 定义 在 实 Hilbert 空间 上 
CBM, EH E. PHA, 163.2 节 中 已 经 证 明 对 一 世 
(220, 初 值 同 是 
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(6.5.1) #2 Pe), (05%) = ta 
at 


AR rlt, m). 且 当 + 00 BY, limx(4, x) 是 F(x) WERA, R 
要 F(x) 的 临界 点 是 组 立 的 ,以 及 F(x) RT RRA 
# (6.1.1) 中 提 到 过 ) 

(65.2) VE CC). 设 1xs} EA REFN, REIG) ARE 
IE Cr) > 0, B {xa} 有 收敛 的 子 序列 

(6.1.1) 指出 。 在 条 件 (6.5.2) Fo F(x) BIER ES PR 
FR. 下 面 的 结果 指出 了 (6.5.2) 对 研究 其 它 类 型 临界 点 的 应 用 . 
(65.3) 定理 BENEH LAY C' EP FG RT PR IR (65:2), 
只 有 孤立 的 临界 点 ， 再 设 FCz) BAIMENA yis > 
PBA Fe) 必 有 第 三 个 临界 点 ys Eus RA CREM 
的 相对 极 小 点 。 

证 明 : 设 FG) 没有 第 三 个 临界 点 ,那么 我 们 证 明 互 可 以 被 表 
KA PARA FRU 和 器, 之 并 ,这 显然 和 互 的 连通 性 相 矛 盾 ,为 
构造 Ui, U, zo) 是 (6.5.1) 的 解 。 根 据 (6.5.2), 对 所 有 的 : 之 
0, a(z, 2) 存在 ， 且 当 = 一 co k, imel, x) HO yi y PA 
RA Uim sl limsG, 为) = y) 71,2). BR H = U UUA 


AYU, MURS AR, MEU, 是 互 中 开 集 ,我 们 首先 指出 ， 每 个 
Yi( 它 是 严格 相对 极 小 点 ) 都 有 一 个 邻 域 WW;， 使 得 对 任何 解 Gs 
z), 只 要 一 进入 Wi 中 就 得 永远 留 在 W, VG EA 上 一 co 时 , 它 
还 收敛 到 %。 的 确 , 对 与 yo JE OE RO a, [N26 FOG, 0) 是 
的 递减 函数 ， 所 以 U, x) > ye TERR eG, 2) 对 初始 条 件 
各 的 连续 性 ,如 果 me Ui, 那么 对 充分 小 的 6 > 0, ,jz 一 各 < 6， 
BEET lT, zo) 和 x《T, Ho) BBE Ww, ZH, FE WR 
zE Un 则 各 也 是 。 因 而 每 个 U 都 是 开 集 , AMIN T TS 
7TH. 

上 面 证 明了 第 三 个 临界 点 为 的 存在 性 , ”不 可 能 是 另外 的 相 
对 极 小 点 的 证 明 可 直接 得 出 。 如 果 它 是 而 且 F(x) 没有 另外 的 临 
界 点 ,仿照 刚才 给 出 的 论证 又 导致 闻 慎 。 


me 


65B 退化 和 非 退化 临界 庶 


We FG) 是 定义 在 已 上 的 C? 泛 两, 为 对 Flx) 的 临界 点 进行 深 
人 的 研究 ,下 面 的 定义 是 方便 的 ， 设 加 是 一 个 临界 点 ， 如 果 自 共 
HRT Fay) ALE UR xm 为 非 退 化 临界 点 。 反之 则 称 nv ORE 


的 ，(F"(xo)x,x) 在 其 上 负 定 的 子 空间 的 最 大 维 数 称 作 F(x) 的 临 
BUS ey TER OUR PG) de Fredholm 算 子 , 则 称 FG) 是 Fred. 
holm ZA. 

F(x) 的 非 退 化 临界 点 有 一 些 重要 的 性 质 ， 首 先 , HR PRE 
理 (3.1.5), FG 的 非 退 化 临界 点 是 孤立 的 .其 次 ,在 所 有 定义 在 于 
WDE SES ERG C Fredholm 泛 函 F(x) 的 集合 中 ,临界 点 全 为 
非 退 化 的 泛 函 构成 一 个 秋 密 于 集 . 事实 上 ， 如 果 Gx) 是 一 个 
Fredholm 泛 沙 , 它 的 某 些 临界 点 退化 ,考虑 泛 函 G,(*) = G(*) 一 
(x, p). 显然 ,只 要 ell KAD le.) 一 E@) le 可 以 任意 小 ， 
男 一 方面 , 兵 要 ?不 是 G'GO RRE C) 所 有 的 临界 点 都 是 
非 退化 的 。 基 为 G'(x) 是 一 个 零 指标 的 C Fredholm 筑 子 ， 由 
(3.1.45), 此 奇异 值 集 在 瑟 中 无 外 稠密， 其次, 如果 CAFE 
Flo, b) 上 所 有 的 临界 点 都 是 非 退化 的 , HFC) 满足 (6.5.2) 的 
ftt (C), 那么 对 任何 一 co «ca « b «c so, F(x) HEF Le, ob) LE 
多 有 有 限 个 临界 点 。 否 则 ,将 有 序列 Gu). as FG) «o, P GUN 
= 0, È Un) AKATI UEARIROO X. WIR FCF [a,5 ] RE 
F(x) 的 非 孤 立 的 临界 点 ,又 是 非 退化 的 临界 点 ,这 是 一 个 矛盾 . 

另外 一 个 有 意 由 的 结果 是 Morse 引 理 (1.6.11) 在 Hilbert 2 
间 的 如 下 推广 。 
(654) 定理 UPC) 是 定义 在 非 退 化 路 界 点 x 一 0 的 邻 威 上 的 
CBR, SB TE- HUS A,A ER x — o BRU A 
身 , 且 对 一 切 *E 口 ,有 


F(z) —F(0) 一 FPO HD), 
证 明 ; 因为 * 一 0 是 临界 点 ,我 们 有 
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F(z) — F(0) = f (PGx) .x)ds, 


同时 


P(e) 一 f i P(x)dt = f Fo(rx)ede, 
, i 
TEHE P" foR PG): 
F(x) 一 F(0) = f f (F sz)s x )dids = (Re) x58), 


o 
其 中 x) 是 定义 为 
Ay) = f [enses 
HASBAT, TA ERRWELE, 


J PO), 2) = GU. 


4 BG) = (ACO) IR) 和 C(x) e V BG). AA BO) 一 了 
(EERE), LLM ED ING lel CO 有 意义 ， 还 注意 到 ,如 果 
用 CTE) 记 C) EAT BA BEKO =O) E), 
MUR CORO) = ROC), 以 及 
[K^(0) C'GORCO) I? = RCO) BT AO) 一 BGO = C). 
于 是 从 下 面 的 简单 计算 就 得 到 所 要 的 疆 果 。 
F(x) — F(0) = (k&GOx,x) = (R00) C'GOx. xy 
= (CT x)R(O) Ce) x, x) = GO Q0 862) 


一 i (GP (560, ACD), 


其 中 AG) 一 C(x)x， 对 充分 小 的 el, 2G) AM, 
这 个 结果 有 一 个 直接 的 推论 。 在 非 退 化 临界 点 * 一 0 附近 ， 
经 过 局 部 可 微 坐 标 变换 y 一 YO), EMF) 可 以 写成 
FEC) — F(0) = F(Y?6)) — FCO) 
= Cl — PIi — Pyles 
Jp PRA 中 的 线性 子 空间 上 的 投影 ，R"(0) RPSL 
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5E. 

其 次 注意 到 ,和 有 限 维 时 完全 一 样 , 当 把 Hilbert & hH fo 
FBR N (M 局 部 近似 于 H) 时 ,我 们 的 讨论 仍然 适用 ， 对 
于 很 多 微分 几何 的 问题 来 说 ， 这 个 事实 很 有 用 〈 请 看 本 章 示 的 注 
记 )。 更 明确 些 ,我 们 给 出 如 下 定义 ， 

定义 一 个 模 于 Hilbert 空间 XX 的 C' 流 形 M (BD Hilbert HE 
形 ) 是 SUIT TES (UL) 和 了 映射 族 Oa Ue — X, E 

G) 0,;U. — OUa) ERRER 

(i) 6,05 :6,(U. (Y Us) — GUNU EA C' 28 DE R BR 
at. 

EX 集 骂 的 一 个 C' 图 册 是 S By 177 ER {Uo} 和 转移 
RA aUa 一, 使 得 

G) CaM Ua Bl ECUS) 上 的 同 胚 ,$a(U。) 是 Hilbert 空间 
XAT Rs 

Gi) 4 UNUA CH REA MM a, pababa: 
baUe NU g) — GU. Ug) 是 CREB 

Cii) 对 姓 质 G) 和 Gi) 来 说 , 族 (ULL C.) 是 最 大 的 . 

一 个 模 于 Banach 空间 X 的 C" Banach 流 形 是 一 个 定义 在 集合 
MERA F Banach ÆA X AI CiU as ba) JAIR ARREK. 

借助 于 这 个 定义 ， 空 间 间 映射 EFRA EA ER 
都 可 以 推广 到 Banach 流 形 间 的 映射 上 去 。 例 如 

定义 rd o 9 REM EMB MAN 间 的 映射 ， 当 了 E 
续 , 并 且 对 每 点 x& DUI fe) € RN 的 图 来 说 , f 是 C* 的， 即 是 说 
Cafn 是 Banach 空间 Xm 和 Xu 间 的 一 个 C? HRM MEK 了 
是 CP 类 的 。 

这 些 定义 使 我 们 能 够 把 第 三 章 中 的 很 多 局 宇 分 沂 用 于 研究 Hilbert 流 
形 间 的 上 映射。 特别 ，Hilbert EY WI = eM do wWesig TL 2 t 的 所 有 
Æ rm 0 XXE vo YC HR PC) BOE (C0): BER. 此 外 两 个 
Hilbert HEA MN 的 微分 是 映射 G(x). TDL Mans 定义 
为 : Re gH oD» 
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4K(X 2) = EKA see. 


它 对 变 元 PC0) 线性 .对 定义 在 Hilbert HEM PAZ Kxz) 来 he 
微分 dp(x，P《0)》 对 变 元 PC0) 线性 、 于 是 根据 线性 泛 函 的 Ricsz 表现 定 
理 ,可 记 
dolz, y) = (gradg( x), y). 

RARE cU IGO 的 图 的 术语 , 茹 分 AO FID HEARD SOR Si 
来 计算 ， 于 是 定义 在 Hilbert 流 形 M ARZE p(x) 的 临界 点 和 使 sd9 一 
ORLA. 显然 ,诸如 临界 点 ,退化 和 非 退 化 临界 点 ，Morse 指数 等 概念 在 
BREATHE dE SUD 上 都 有 确定 的 食 义 我 们 在 这 一 节余 下 部 分 所 得 到 
的 很 多 结果 都 可 以 应 用 到 Hilbert 流 形 上 。 

为 讨论 FG 的 临界 点 之 也 的 关系 我们 要 用 到 奇异 同调 ,系数 群 为 Gag 
奇异 同调 群 的 基本 性 质 可 以 总 结 如 下 : 

《iD 如 果 1;(X， ADOT, B) 是 连续 了 映射， 那么 对 一 切 整 数 & 存在 一 个 
BAA tet (% 4,9) HY , 8; 甸 )， 它 具有 如 下 性 质 : 

G) 如 果 1 = ; ATE SET D i. 是 便 等 自 同 构 ; 

(b) 如 果 e: B)CZ. C). BA Cede = bales 

(e) dis = fad, hn d AWA ASS 

(4)《 同 伦 性 ) 和 如 果 1,8:《X， 4)9(Y, B) 同 伦 ;那么 te = gx 

Gi) CURE) WRU EXMA A, cid, MARR CX 
U,4 — U(X, 4) ES CS — DER 4) 

ty: {X — U, A — U, 8) HL, 4,95, 

Gil) CEGHE) MRA 4 一 X HiX, A) UBL RIUN S 那么 下 
Tia 653 FE PUE E O73 MEU. GET EL BAR T F— Tr RE SU EE 

HU 8) $ HLX; ©) I nx, 459) Su, (58). 

O) EREDO 如 果 X 是 一 个 点 组 成 的 空间 ,那么 

moi, SZE 


6.5C Morse 型 数 
PIPER Re 
ENA RHE SH LA SE ah PARAS, Qn 


E^ 


EAT AYR » 


IRF OM. Morse 的 分 类 ， 首先 邯 虑 光滑 泛 函 FGO 的 非 退 化 临界 
点 ,根据 其 指数 将 它们 进行 分 类 ,定理 (6.5.4) 保证 了 这 桩 的 分 类 
在 局 部 微分 同 旺 下 是 不 变 的 。 其 次 假定 F(x) 有 一 个 孤立 返 化 临 
界 点 tos 我 们 把 xo MERI (Mol roha Milan), MiGS) ) 对 
应 起 来 , 它 称 作 xo EM, ER M,(x)。1 一 0， 1,2, RET 
等 价 于 v 的 指数 为 i 的 非 退 化 临界 点 的 个 数 , 它 定义 为 奇异 同调 
FEA) Betti $, H: = HANU Ulah EU) 具 ZU 
th F(x) = e, È? = (| EGO < d), UE n MIAN DR. HB 
证 这 些 定义 的 合理 性 ,我 们 证 明 
《6.5.5) 定理 W F(x) 是 定义 在 Hilbert 空间 上 的 C? REZE, 
WERE (6.5.2), 并 设 5 >a, 

G) 如 果 FO cL a, 61 LRA AAR F = LEG 
LEIR P= {r| F O) <a} EARD. MEFE PE 
KRR. 

Gi) duse E FC) 的 孤立 临界 值 ,在 F(s) = e EF 仅 有 有 
限 个 临界 点 oe) 一 {a}, BAM ER e> 0, 有 

HC Fe", F) e HU Uele), BU), 

其 中 Bem (xl FG) ch}, U EE ole) ER OR 

GD 如 果 在 [xy 2] 上 FG 有 单个 的 非 退 化 临界 点 ,其 指数 
i, WS gis ACP, P) 一 0; HP, P) — G (同调 中 的 
系数 群 )。 

E: (i) 首先 注意 ,因为 F(x) 满足 条 件 (C)， 故 有 充分 小 
a> 0,7 Fla — &,b-F 8] E FGO BARRA, 事实 
上 ,存在 正常 数 4, 使 


if FG) > 2, 


Foe bere 


否则 将 有 序列 {zo}e H, nue P7 |a — L, oe T har. 


使 得 在 取 子 序列 后 有 xm oh FE Fla, 5], FQ) — 0. 
现在 定义 F* 天 Fe WAR GO), 我 们 用 3.2 节 中 讨论 的 最 速 
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FM. SRRUF (65.1) ROBUR UU. 


dx s PG) 一 ae 也 
(656) 4 a FO) ore z(0) — € H, 


其 中 alw) BS C? 水 图 , 非 负 ,对 上 xo hrala) 一 了 一 a; 对 
z€&a—& HW 2 2>b+e,a(2)—=0. 因为 inf o [FOI 


Fo Naneyib +e] 

2d > 0, 微 分 方程 (6.5.6) 的 右 端 局 部 Lipschitz 连续 且 一 致 有 
PRO 进一步 ， 应 用 (3.1.27)， 经 过 简单 的 论证 可 知 ， 对 一 切 ee 
(0, +00), x(1, xo) 存在 。 现 在 


Flt, 5) — FG) -[ d rGU s) 


- -Í al Ft, %)) dts 


FE x(1, m) 保持 PO RIE F EER F, € Fle, 
bls 8 Gs) 一 xlr, m), RIAD C Æ FS TB. 
Bib, 是 五 到 自身 的 一 个 合 痕 * 这 是 因为 对 任意 ze H, FUR 
令 Cle) m x6 x), RA 
Zakila) m Elele, )) alt, x(t, hh)) m m. 
实际 上 我 们 可 以 证 明 (稍微 修 改 上 面 的 论证 ), F^ 是 FP 
个 形变 收缩 核 。 的 确 ,如 用 区 2 z) 记 


dl. — a) LEG. = 
(5.7) 2 BC F(x) — a) FOF 0) = me F* 
的 解 ,其 中 
_ frz。，z>0， 
OTi, «o 


那么 ,对 nE Fla, 2], RH CS) = xG, m) E {x| EGO 
a), GS) 一 ww。 和 前 面 一 样 对 nE Flo bl , 
P(EAx0)) = F(x) — (F(a) — a), 
于 是 FG) =a, 从 而 F* OF 的 一个 形变 收缩 核 。 
Gi) 现在 假定 FGO =c 是 下 的 一 个 孤立 临界 水 平 ， 在 其 上 
Zu 


F 有 有 限 个 临界 点 mim 1,2, SN. 我 们 用 (6.5.7) 定义 的 形 
变 C(x) HE, RB 6 > 0 RRS, Pee Per 的 形变 收缩 核 。 下 
面 证 明 , 对 € Fc, e + el, Imai, n) 存在 ， 首 先 假定 对 


in 1,2,+++4Ny inf elsz) —all>0, iif (C). 
IEG a) 一 致 有 正 的 下 界 , 于 是 对 任意 0 n n <i, 


latns) 一 sa < [^] 2 | 


SK|F(x) — ellh —4l; 
其 中 多 是 与 + 无 关 的 常数 ， 于 是 对 任意 序列 zf 1s 0) 是 
Cauchy 序列 ,极限 imal x) 存在 。 其 次 假定 对 某 个 i, 有 


inf Mam) 一 x = 0 使 得 有 某 个 序列 411, 和 对 这 个 整数 二 
fees aJ] > 0 我 们 用 反 证 法 证 明 ims(ts n) x. 事实 


上 ,如 果 这 个 极限 不 存在 ,那么 必 有 z 的 两 个 球形 邻 天 SCS, E 
得 对 两 两 不 交 区 间 Lr #]CL0, 1) 的 一 个 无 穷 序列 (这 个 区 间 序 
列 有 如 下 性 质 : 对 一 切 (€ [zs nd, A x0 ICS — S), 存在 
BARR c d > 0, 使 
(6.5.8) jx) — xe) Be 和 

ERGO! Wee. 


那么 ,由 (6.5.8) HE. 

E Sls) — aC) |? || 4 
因为 当 ;一 oo 时 15 一 zl 一 0, AMR AOE, BARA 
除 性 ， 


|ds & LS) — eMe Bb, 


HAE, F) e Hn Ww) Uo, ENW), 

Hopw Re 的 任 一 领域 , 它 不 包含 FG) 其 它 的 临界 点 。 
Git) 先 设 F(x) 是 一 个 二 次 证 函 ,* — 0 FGO 的 临界 点 ， 
指数 为 i, F(0) — 0。 352, 6 E— AH BS SHAWA LRA 


FL FO) 一 士 (Lxs 3) 因为 ROO EHE i ATA 
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H, 上 负 定 ， 日 一 HH, AM LUE H, MAP EAS ai, AUR. 
jd Fem {el PG) <0}, a 
(6.5.9) HAE’, F=) e HEU {0}, E). 
BEB Hh SR A B, 一 BAH, 我 们 证 明 (B;,B, — 003) 
X GU (0), Fo) 的 形变 收缩 核 。 一 且 证 明了 这 点 ,从 〈6.5.5(ii)) 
就 推出 

再 下) = H,(B,, B; —{0}) 

~ H,(B,, OB,). 

为 证 明 Cf*U (0), ÈO 可 被 形变 成 (B,,B, 一 00) BUE F (x) <0 
Plex, ty, Kip nE Hye HHS xG) — x cr — ay, 
MA, 


FO) 7 0,0) 
=F (uus) e loy) 
2 2 
«i (Lz,2) <0, 


TRE (PUL, Po) 可 以 形变 为 His H — (09), 进而 形变 成 
(Bis B, — 10), TRH (B, B; — {0}) RE, 
现在 从 (6.5.4) 和 (6.5.9) 推 出 一 般 的 情形 。 慨 定 ww 是 FGO 在 
F(x) = c 上 唯一 的 临界 点 ,x EXEC. BEA TB FG 一 Feta) 
— ce RE FG), F(0) = 0, 7-08 F WB (e AA, E 
数 为 i, 于 是 ,因为 同调 在 (6.5.4) 的 同 蚌 映射 上 下 不 变 , 所 以 
HG, F7) 一 a, QG UL) Nw, fr) 

HP UL01,09) 
Gb OF ASTE) 

~ HUS, OB.) 


V RUBIUAENCT GI BEDS BOR MARRS Bela eo TERRI 译 者 注 。 
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~{6 当 了 一 六 
0 4qei, 


65D Mone 不 等 式 


(6.5.10) 推论 设 FGO 是 定义 在 Hilbert 空间 日 上 的 C RAE 
函 。 使 得 Q) F(x) APR, GO FO HH LM ER ERE (C) 
(6.5.2), Gi) FG 的 全 部 临界 点 都 是 非 授 化 的 ，(iY) 对 固定 的 
Morse R, FO) 只 有 有 限 多 个 临界 点 ,那么 下 面 的 式 子 成 立 ; 
M.mÀ, 
M.—M 2-1, 
M.-M.tM, 21; 


Soya” 


其 中 M; 记 F(x) 的 Morse 指数 为 i 的 临界 点 的 个 数 。 

证 明 : 在 这 个 证 明 中 , (655) 以 及 奇异 同调 论 的 基本 性 质 起 
着 关键 的 作用 。 我 们 首先 注意 到 , F(x) HEBR Gil) 和 紧 
性 条 件 (6.5.2) 保证 了 对 任何 实数 5, F(x) 在 F* 上 的 临界 点 的 数 
旧 不 限 ， 这 个 事实 是 从 非 退 化 临界 点 的 孤立 性 推出 来 的 ; 实 因 ,如 
时 P 有 无 穷 多 个 非 退 化 临界 点 。 那 将 区 条 件 (6.5.2) BF IR 
据 上 面 给 出 的 奇异 同调 论 的 讨论 ,和 Milnor (1963) 一 样 ,对 任 
何 次 可 加 整数 不 变量 SX, Y), 

Si F'n, Fa) <>) Sa F%, Fma), 

如 果 这 个 不 变量 是 可 加 的 ， 则 等 号 成 立 ， 于 是 , 如果 用 SOY) 
(40,1, 25-1 (X, Y) Bj. Beti 数 直 到 ?的 交错 积 


kata COM BE- WEZE. 
Ed 
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: 
SR XY) 


(-- 个 次 可 加 不 变量 ) ,用 SOC, Y) 记 全 和 (1 AR XY )C— 


i-o 


个 加 法 不 变量 ), 由 《6.5.5) 分 别 可 得 


D CC DIR, CP, F9) € $1 (1) Mal FF] 


heo i-o 


DS RES, FS) = D (PMLE, FH], 


ies in 
其 中 MAL Fes, FANIE F fE Fee— Fh 中 指数 为 1 的 临界 点 的 个 数 . 
其 次 注意 到 ,对 6 > infFG) b A ci， 集合 FP 可 以 分 解 如 下 (8 一 


2438; < infF(x)), 
H 


FOC Fac PAC eC F, 
其 中 每 个 [ai-is 2] 中 只 含 一 个 临界 值 ， 其 次 ,因为 F% 一 5, d 
RE (iv), 可 以 假定 当 a, 充分 大 时 , RA H — Fe RBM <1 
MIRA FER b 一 4, 充分 大 ,就 可 令 Fe = H. AAH A> 0 
有 RAH) = 0, 再 由 RCH) = 1 RE ASR (6.5.10), 

如 果 Fe) MLE SUERH B TERRE, Bie YL 在 
Er = {elje < R} E. (65.10) AP SBOE. RTE 
(65.11) 推论 3t (6.5.10) 的 条 件 (D) 一 (iv) RA lle 
<R} 成 立 ， 如 果 对 [ep 一 及 上 的 每 个 > 有 CP'G).2) > 0, H 
FEM; id X, 中 Pix) 的 指数 为 i 的 临界 点 的 个 数 ， 那 入 不 等 式 
(6.5.10) 成立 。 

证 明 : 我 们 指出 , MAE CF'GO 2) > 0 推出， 对 所 有 的 1， 
TE (6.5.10) 的 证 明 中 用 到 的 最 速 下 降 方程 的 锤 x(1, x,) WAT E 
Er K Sr 的 同调 群 和 五 的 司 诵 群 相同 ， 所 以 (6.5.10) 中 给 出 
的 证 明 可 以 用 于 这 种 情形 , 

最 后 ， 我 们 考虑 不 等 式 (6.5.10) 的 一 个 推广 ,这 时 泛 阔 Fle) 
可 以 有 退化 临界 点 。 为 此 兰 虑 定义 在 Hibert 流 形 M EK 


tae 


EAE HORAN KA WH AERARII, XR EX 
AE OL .1 的 任何 满足 (6.5.2) RUSE MZ CELAS A AY ERAN 
3e. 

在 叙述 这 方面 的 结果 之 前 ,我 们 来 定义 在 孤立 临界 值 F(x) 一 
€ 上 临界 点 的 一 个 整 值 测度 ， 令 Mdo) 等 于 有 关 辣 调 群 Hi(P 人 +*， 
Fe) 的 Betti 数 ,该 群 以 Z: 为 系数 ,其 中 e > o 充分 小 .和 通 党 
一 样 ，F4 一 {x]r€M, FG) <2}, 显然 ,和 (65.5.10) 一 样 ,如 果 
在 集合 {zle — ex FQ) So 十 s} 上 F(x) 满足 条 件 (6.5.2), 则 
Mie) 与 无关, 

现在 叙述 如 下 的 结果 ,可 以 基于 (6.5.5(ii)) 来 证 明 它 。 注意 
它 并 不 要 求 FG) 的 临界 点 的 非 退 化 性 。 

(6.5.12) RFC) CEB VEPs, WRA Hilbert 流 
BML, F(x) APR, WERE (65.2), AAA cer 
…-。 那 么 ,下 面 的 不 等 式 成 立 
(6.5.13) DD MG) > RAM), 
fen 
Eh R BM AB iA Betti 数 。 
简单 修改 前 面 的 论证 就 可 证 明 这 个 式 子 ,可 看 Rorhe(1973), 


65E 说 明 

为 说 明 刚才 给 出 的 结果 ,考虑 早 时 讨论 过 的 半 线 任 Dirichlet 
问题 (6.1.30), 它 定义 在 有 界 区 域 OCR* 上， 
(6.5.14) SAs +u — gx) - 0, «| —0,. 
显然 。 对 所 有 的 e> 平凡 解 m(z) = 0 存在 ， 不 难 算出 它 的 指数 是 
WTO Laplace 算 寺 在 各 边界 条 件 下 所 有 小 于 L 的 特征 信 的 
重 数 之 和 。 事实 上 ，(6.5.14] 的 解 正 是 泛 函 pla) EP lore 
临界 点 ,其 中 

gz) = n GAZE -u+ i sov) dr, 


ELI 


(pO, s) = jJ, wiv2r ~ v Ms, 

我 们 注意 到 , pelu) 在 成 ,a(Q) 上 有 下 界 , 且 满足 (6.5.2) (因为 对 
HER e, piu) 是 正常 映射 )。 设 〈A,9) RAEI < hue 
Ar Sees S A Rr LIBRE DOR 67 Ai m 1,2,---) 时 ， 
mhe) = 0 È pelu) 的 非 退 化 临界 点 ， 那 么 ,如 在 (6.1.31) 中 提 到 
的 ;对 1/8 S las sn) = 0 是 9s( 的 绝对 极 小 , 旦 是 (6.5.14) 的 
唯一 解 。 但 是 当 We > Le 不 再 是 相对 极 小 。 和 (6.1.31) 中 
Xf a, <1 /e 的 证 明 一 祥 , 在 唯一 的 正 函 数 4(z。s) XEXSSI p GO 
UTAR”. . 

TEER, E e NE CALO) 的 特征 值 , 且 67 > h QR ALI 
BRAT 1 时 ,这 一 条 件 可 减弱 为 e > A0. RS EE (65.14 AL 
另外 一 对 解 土 x*{x, e), 这 一 对 解 在 日 中 者 改变 符 号 . 

事实 二 ,这 时 = 0 是 p(w) 的 非 退 化 临界 点 ,其 指数 i > 2, 
Q0) 一 0。 土 u(x,8) 是 9e(z) 的 绝对 极 小 点 ,pe( 土 (x,5))== 
c 之 0, 假若 ele) 只 有 这 三 个 临界 点 ; 取 m<c<o<0<oo 
那么 显然 有 Fa 一 Ø, RCP) — 2, Ro Ft, Fa)=R (F, Fas 
0. 由 序列 

H (E^, F^) — H F^) -> Ho Fs) —> Hy Fa, Fa) 

的 正 合 性 推 得 HLCP) e HFa), FE RCF) — RI) = 2, 
BAOH P^ ESS IER RK A RPO) RH) 
一 1。 这 个 矛盾 证 明了 plu) BERT wx) 和 ule, e) giis 
RA w'(x.6). 注意 到 pa(w) BRB, WR xwt(x.6) 为 
(6.5.14) 的 解 。 由 正解 的 唯一 性 , 知 xut (n,6) 均 不 是 正解 , 即 它 
们 在 9 中 必 改 变 符号 

在 6.7 节 ; 我 们 将 大 大 改进 这 个 结果 ,指出 对 A T S dia 
(6.5.14) 有 i 对 不 等 的 非 零 解 + (xe), Eare), ense), 
当然 ,为 得 到 这 样 的 结果 :建立 一 般 的 临界 点 理论 ， 即 疆 需 区 分 退 


OF -ShTRRA CEE TA- Blk. 


E 


化 和 非 退化 临界 点 的 理论 是 重要 的 . 

作为 Morse XAR (65.10) 的 另 一 个 应 用 ,我 们 用 它们 改进 
(5.4.29) 和 (6.3.25), 对 如 下 算 子 方程 的 解 的 个 数 作出 估计 * 
(6.5.15) Lu 十 Na =f, 

H% Hilbert 空间 , L: H — H RA Hy Fredholm 算 子 ， 
NECH, H) H-RARSESHEIAN, CEP e rag HN, 
再 设 ING) Se, 其 中 < HH «6 HERDERS 

JEN = H_OA,OH,, Hit H, = KerL, H. 与 Hi 分 别 是 天 
的 负 定 与 正定 子 空间 。 设 了 为 H 的 线性 子 空间 , 记 T — HOCH 
QV. Bik dimT < co， 且 存在 某 正 常数 e 使 得 对 一 切 x6 T^, 
有 

(Lx, x) > (e +e), 
记 (a) = limPN(ra + x). 其 中 a€ Holal = 1,2 L He» Pe 


DHAM 上 的 正 交 投 影 ， 设 极限 SUO 对 有 界 的 * 一 致 存在 . 
(65.16) 定理 ”在 上 述 假设 下 ， 

G) fe H RER 

(ra) > G2). a), Vee bs lal = 1, 

MZE pl) = E (Las) + RU) 一 (fst) EH EU RO 
ft CO. 

Gi) 对 满足 (1) PRERA f. 可 能 除 去 一 个 Baire 第 
一 网 集 外 ，(6.5.15) 解 的 个 数 有 限 , 且 成 立 下 述 Morse 不 等 式 

Mj 21s Min — Mi —1, Mia — Mim + Mise 


dimT 


E (1M: =l, 


其 中 j 一 dim(H HO, Mi% p0) 的 指数 为 i 的 临界 点 的 个 
数 . 
TA: (GEOP OR CO 中 的 条 件 ， 为 证 ole) WERKER 
6.5.15) 起 一 直到 木 闻 宅 , 厌 文 定理 的 陈述 及 证 明 都 有 错误 , diee Ino 
写 ,对 原文 有 较 大 更 动 一 - 译 省 广 . 
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HE (C), 只 需 证 明 

(*) 着 we 吾 , [Lug + Nus — flor 0, W ins] 一致 有 界 。 

一 旦 这 个 事实 成 立 , 通过 先 子 序列 ， 不 妨 设 ue. SUE, NI 
连续 性 推出 Nu, SHU OL. UE Lu, HRI. 由 工 是 Fredholm 算 
子 便 推 出 ww 强 收 剑 , 这 就 得 到 条 件 {C )， 

下 证 事实 (*)， 设 e, = z, 十 yas 其 中 aE Hoy LH HN 
一 致 有 界 推出 [Lell 一 Lyell 一 致 有 界 。 由 工 是 Fredholm Y 
子 , 推 出 RAR. FAE lz 中 (从 而 les) 一 致 有 界 . 否则 ， 
BAT lal] reas — 00. E anaE Hos laal = 1, ra = [eal]. A 
妨 设 a。 一 a, 于 是 依 假 设 便 有 PN (20+ y.) > pla) 以 及 (Nus 一 
fsa) (pa) — jsa) <0, 但 男 一 方面 ,由 lws + Nua fl 
OMA (Nu, — f, 2) 0。 得 到 矛盾 。 

Gi) 由 dimH, < 2o, E WERE G) 中 条 件 (fa) (O(a) 2) 
的 f 的 全 体 组 或 吾 中 的 开 集 。 如 存 65B 中 记述 ,对 这 个 开 集 中 所 
有 的 1, 可 能 除去 一 个 无 处 稠密 集 外 , TEAS ps(#) 的 临界 点 都 是 非 
ELA. RITA RS ERE, LÆ Fredholm 算 子 ,以 及 事实 (*) 
一 起 就 保证 了 (6.5.15) 的 解 的 个 数 有 限 。 

为 证 结论 中 所 述 的 Morse 不 等 式 ， 首 先 注意 , pu) 的 任 一 
临界 点 的 指数 不 会 小 于 一 dim H.D) ,但 不 会 大 于 dimT, 这 
是 由 于 orlu) = L + N'() RET JESERS 1E HDH, 由 图 严格 
加 可知 (er (a. x) < (N (ade, x) <0, 而 对 于 xeT+， 则 有 

(of (a)x, x) = (Lx, x) + Q(u)x, x) 
> (e +e— e)la = elizlr. 

JE H n IOZGAEIODR v =u. + mtu, w Hu HEH uE 
Ho, mE Hos a€ Hy, won +u JP, SHAH, EYER 
投影 ,那么 方程 (6.5.15) 等 价 于 

pe + P.N(#) — Paf = 0 (a) 
Lw + (1 — PING) — (14 — Pf —0 (b) 

由 定理 (5.4.29) 知 ， 对 于 满足 (让 中 条 件 的 f, 77 FR (65.15) 

FER u. 特别 E= e 4. 必 满 足 (b)， 这 意味 着 # 是 严格 加 
Zr 


EB py(w +a) 的 极 大 点 ,其 中 w& HOM, dT dim(H_OH,) 
< co, TAH [|o] 00 BER p(w +E) 或 p(w +H.) 一 
o, FOES AD HEL EER € Hy, 当 上 wl| 一 co 时 ,也 有 
ole t u) > —co, Alb, WHEE uE Hus DEC Ae 
w = e) 使 得 pi(w + ug) 在 w(wi) 十 wi 处 取得 极 大 值 , 也 
BD “一 w(u) +, 满足 方程 (b): 
Law (us) + — PNQ(GG) + ur) — Pdf = 0, 
由 隐 函 数 定 理 , 易 见 映射 #4 be wl) 属于 C: 类 。 在 上 式 中 对 
u, 微分 , 得 (对 一 切 he H) 
Lw'(u,)h + (1 — PN Cola.) + ur)(w (wr)h + B)] = 0, 
(e 

F d, Hoe RR) m pL Gu) 十 w4), 利 用 恒等式 Ce)， 

不 难 求 得 
pilu) m Lu, + PINC w(u) +u) — Pat, 

这 说 明 w 是 由 的 临界 点 等 价 于 w(x+) +u, Ep 的 临界 点 。 易 
于 核验 由 EH, EERIE (C). bay) 一 gy(w(#4) + 
u4) = suppyGo ey) > pulss) ILS [in| — 00 Ri dy (ey) > 
o, ERIR y EH, 上 有 下 界 。 还 可 核验 : x+ RE ds ERA 
i 的 临界 点 等 价 于 w(u) +4, 是 gp; 的 指数 为 i 十 ji 的 痪 界 点 ， 
REIZA dy MH Morse 不 等 式 (6.5.10 ) 便 得 所 需 结 果 。 


6.6 Ljusternik.Schnirelmann 临界 点 理论 
66A 一 些 启 发 
研究 给 定 光滑 证 函 的 临界 点 而 不 论 其 退化 与 否 常常 是 很 重要 


的 。 苏联 数学 家 L. Ljusternik 和 L. Schnirelmann 在 1925 一 
1947 年 建立 了 这 样 一 个 临界 点 理论 , 这 个 理论 基于 确定 极 大 极 小 
原则 的 一 个 拓 裤 类 似 物 。 该 原则 刻画 了 自 共 统 紧 算 子 工 的 特征 值 
的 特征 。 在 (1.3.42) 中 指出 过 ,如 果 把 的 正 特征 值 记 作 at at, 
…"; 按 北 降 次 序 排 列 并 计 及 重 数 , 那 么 
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(6.6.1) ay = sup inf (Lx,x), 


[REL 
其 中 Sin HEBES» 维 线性 子 空间 2 中 的 单位 球面 , [5。_,] 记 
当 了 在 五 中 变化 时 这 样 的 球面 类 ， 因 为 的 特征 值 正 是 泛 疗 
(Le, x) CHA BR OF, = (el lel 1) 上 的 临界 值 ， 所 以 
自然 想 找 出 Sai 和 Sni] 的 "拓扑 ”类似 物 ,把 (6.6.1) 推 广 到 一 般 
的 光滑 泛 函 FG. 

Æ (6.6.1) 推广 到 非 二 次 泛 函 的 一 个 基本 结果 可 以 这 样 得 出 : 
设 亚 是 一 个 Hilbert 流 形 ，z(4) 是 定义 在 M HATH HK p 8S 
KERA, AUT eM: 

O fn 4 MPM nA) = 1; 0D) = 05 

Gi) 如 ADB, W n( 4) > 0(B); 

(iii) 2(AUB) <n(A) + »(B)i 

Gv) E A, ERR, A ARIS. n(A) = 04); 

O) HAW —T RU, EaU) = (4), 

这 些 性 质 是 相 容 的 ,因为 平凡 函数 
1, MA#g, 
0, i4-—9. 


就 满足 (i) 一 (v)， 暂 且 假 定 存 在 这 样 的 整 值 函数 o C) RINER 
一 个 结果 ,并 将 用 它 来 代 普 (6.6.1)。 


ata) = { 


6.6B 极 小 极 大 原则 


为 用 a(4) 的 性 质 去 研究 定义 在 Ol LAZA Fa) 的 临界 点 
以 及 集合 W = [r| FG) <a, x€ S8) (对 某 个 实 的 x), 我们 证 
3j 
(6.6.2) 定理 ik F(x) 是 定义 在 完备 的 光滑 Hilbert WEM E 
X (BE P ,满足 紧 性 条 件 〈6.5.2)，P(x) 的 Frechet PAF 
Lipschitz 连续 。 Mike 是 F(x) 的 孤立 临界 值 , 避 是 集合 天 : 一 
(z|z€ M, FGO = e, VF (a) = 0} WE 8533, MAUVE M 
ERS AW (I). 使 得 对 充分 小 的 6 之 0, 有 Se —u)e 

PTT 


证 明 : 为 定义 形变 5, 考虑 方程 
(6.6.3) E --—avFGODvFG) x(0) = x%€ M 
的 解 x(i 2), 其 中 ole) HE CT BBA OS <1, ale) 一 
LO 22 2, als) 一 二 .同时 对 一 切 z > 0, zalz) AT, 


为 对 ze M, oCIv FC) VF Ce) | —BUB ERR (3.1.27) 3EBT 
BN e, (6.6.3) PAIR a(t, xo). W Ero) 一 x(1, wo)» WI (Se) 是 
MERER. 

其 次 , 令 口 是 集合 K MAH, h (65.2) PAKE. R 
们 证 明 对 某 个 8 > 0, U 包含 集合 
Y, {aol s € My] Flam) — el <9, ink [YFC < 8l. 


否则 ,将 有 点 列 y, € 9t, yU, 以 及 数列 € (0,11, 8B 
ta Bt FP (yg) e, VEC tas Yn) 0. AG | FG Qu 34) | — 
AR HAGE CO), Gus Yo) } AFF I HARI FCA 
3 是 F(x) E 9R. EBJUERUAD. LEMAR BE 

Yn = aÇ ty Cas Ya)) > (ta 一 了 
BB y, 收敛 到 了, 这 与 ye 相 矛 后 . 


HAN, HOC (91) 使 DYe 那么 当 s<< 二 六 时 就 有 


tM — Em, 

事实 上 , 设 me MH — U, se WT, TREG) e M 
Bue FO([o — ee 6). BAH weV, 以 及 j 了 (mm) — e] < 
s< OAL AAT E [0, 1] A VEG, 0l 8, 
TE 


"为 了 后 面 思 起 来 方便 ,将 世上 定理 改写 成 现在 的 较 递 常 的 形式 .对 证 明 也 作 了 
er TEAL. 
** 以 下 直到 证 明 洛 , 译 者 适当 作 了 殿下、 — S 


ELE 


FG, %)) — FG) 
~ -Í a IV FCC x |a Fs) ld 


< -f aoa =ò, 
由 此 推出 


FOU, oo < Pla) — Le + TB ee, 


BI C(x0) E 9e. 
(6.64) 航 小 极 大 定理 it Flx) 是 定义 在 完备 光滑 Hilbert 流 形 
M ERS C' 2:8, FC) WERE (65.2), H 141 — E ADAC, 
»(A) Ze i] 非 空 ,其 中 CA) 满足 上 面 的 条 件 (i) 一 (v)， 再 假定 
F(x) 的 临界 值 孤立 ,那么 
G) 如 果 
(6.6.5) an inf sup F(x) 
有 限 , 则 e; 可 达到 , 且 是 FG) 关于 ME RS. 
Gi) 如果 c; meu m meu me 有 限 ,那么 aK.) > 
t+, K, = {alre M, FG) 一 cx 是 Be) 的 临界 点 }. 
Gi) 如 果 基 个 ci = oo 那么 supF Gr) 一 00, Jot RE FG) 


EM LENA mE. 
Civ) CLiusternik-Schnirelmann HEM) tp uo, dn 2 一 
sup inf F GO 有 限 , 划 2 可 达到 ,也 是 F(x) 关于 PUISSE, 如 


Rta oa 一 2 有 限 ， BA (KD Sth d 
BARI m 一 co， 则 inf PG) = —00, 


证 明 : G): 如果 <, 有 限 且 不 是 临界 值 ， 那 么 由 条 件 (6.5.2) 
HEME e 0, Fie e, c 十 8]) 不 含 临界 点 ， 于 是 根 
据 (6.6.2), Mo SM Se, AMR Ae [A], AG 被 合 
痕 形 变 成 新 的 集 ACM", H h 6.6A BY (iv), nC 4’) 2 is FALL 
AEA], FE sup FO) Se e 同时 e 一 inf sup COR 


EZ 


sup F) & e, — 8, JC PIER. e d FC) IRR IR 


Gi); 其 次 假定 e meum meu mc, 证 明 对 某 个 
$7 0H 
(6.6.6) ACK.) 2 nM) — nME), 


Wt. h O) FEBR UDK, 使 aR) m (7). 其次， 由 
(6.6.2), FEM RNA L. 使 CC UEM, pii 
根据 (6.6.2) 和 nCA) HER. (OE) mae — U), 再 由 


(6.6.2), E 
n(9**) « n( (ae — U)UU) 


nM — U) + »(U) 
<n( ME") + a(K.), 
这 就 建立 了 〔6.6.6)， 最后， 为 证 (6.6.5) Gi), 我 们 注意 到 、 因 为 
S 包含 某 子 集 4 满足 A AS ti, 所 以 nO) mii, 
另 一 方面 ,由 e; 一 “ 推出 (BI) i — 1, FRM (6.6.6) 得 到 
MK) BIL, 
(iii); H sup FCD "2000, 其 中 是 F(x) EMULE 


点 的 集合 ， 那 么 , HAs > 0, 因为 M BM 的 形变 收缩 核 。 
所 以 23) ma (M), KA i < o(M) k WE LAL, 从 而 就 
Ü e inf sup FO) Sateo, RA c, 一 oo 矛盾 ， 

Gv); 重复 G)—Gii) R, RERAN HA s> 0 mR 
We, 到 Mae 上 的 形变 ,其 中 My = (re M| FG) z a}, 

作为 (6.6.5) 的 简单 应 用 ,我 们 证 明 : 
(6.6.7) 定理 设 M 是 完备 的 C? Hilbert 无 边 流 形 , Fle) 是 定义 
EM EW CRRA PRR (6.5.2), BA F(x) 至 
DA aM) 个 临界 点 :其 中 o CR) 是 定义 在 DL EEE (i) 一 
O) DE- SE PER, 

证 明 : TERE, TURE FO) EM LARA 
ABR, BBA. FGO 在 上 有 有 限 个 临界 值 co << e+e ens 
e= inf FG) dh Ulaesogeeal.. Dunlweog, 


= 4435 


其 中 Mi (xlxeS, Fle) Se}. ARTS i 一 1, 2,…… 
ERR 8 > 0, H (6.6.6), n(K,,) I a( Met ) — n(9ti7). M 
最 后 这 些 不 等 式 按 i 求 和 ,根据 (6.5.5(i)), 对 每 个 i 一 1,2,…， 
N, 集合 DEE AMG Aqu. TEE a Me) m a(t), 就 
REGE SU 一 BA Mew — 9) 

DK) 


EET) 


> D oon) — a(ae-9) 


— (BEN) — aC aren) + Cu 


— (Me)) = n(U 一 mg) = aD), 
根据 假设 ,对 每 个 i 一 0，1， N. Ka 由 有 限 个 点 (is to thy) 
组 成 。 从 上 面 的 不 等 式 可 知 ， 这 样 的 点 的 总 数 至 少 是 R(UO. i 
着 不 然 ,由 mC A) BS HEE GO, 
DAK) < X SoG «sn, 


Iri IE 


得 出 矛盾 ,从 而 定理 得 证 。 
6.6C Ljusternik-Schnirelmann wA 


SES BART: 确定 可 计算 的 满足 (D 一 (Y) 的 整 值 
BR % 4)。 有 趣 的 是 ,最 大 (参看 (6.68) FERRER nC) 
存在 ， 这 个 最 大 函数 叫 作 闭 子 集 ACM PIER, IEE catal 4), 它 
定义 如 下 : 

定义 : WA LX AFR, WR 4 一 , 令 Cat CA) 
= 0; WR AEX PERRA BAEAN X EROS; 
如 果 为 覆盖 4 所 必需 的 X 的 这 种 可 缩 闭 子 集 的 最 小 数目 是 N， 那 
Á catx(4) =N. HAH 区 不 能 由 有 限 个 这 种 集 履 盖 , 我 们 就 令 
catal A) = 00, 


(6.6.8) ER MRM EE Hilbert 流 形 , 则 上 上 面 定义 的 cata( 4) 


4 


REA (一 (9)， 从 而 是 一 个 允许 函数 nO). E 在 下 而 的 
意义 下 cote 4) 是 最 大 的 : 如 果 nA) BEEN EFR F 
RARR (一 (v) MEDI, WA cata( 4) > aA). 

证 明 : MUN (一 (ii) 显然 。 为 证 Civ), EC E ITE 
m. LU 一 U Bub Be, EM LTB, WR dim lo 


[e 


(By), BA A, Te Avi E D E UR ER. EAM AE U ALBUS 


3E. RA C. 4, EAB) B, OEE B; 是 可 缩 的 , 故 A, TEM RR 
"EG 1.-.N). AE (Y) REIER M HERE nyse HS 
ARAWRU, 使 catm( 辽 ) 一 1. 设 如 是 4 到 点 的 形变 , OV 
是 8 的 邻 域 ,在 咒 中 可 缩 .由 同 伦 延 折 定 理 ,5 PURE PR M 
形变 如, BAAR) 一 COO CECO). RUE ABR, 
EUSE), BA catm(T) < cata(lr'(F)) S cata P) — 1, 
BAT x VOTAR EE M rp AH, 

最 后 证 明 cats AL 的 最 大 性 。 如 果 catw( 4) 一 1，4 可 形变 成 
SU rh RR g。 于 是 对 满足 性 质 (i) 一 (v) 的 任意 函数 aA), nA) 
Kalp) = 1 = catal A) MR catal d) = N < 0,4 (J A, 


其 中 每 个 闭 集 4; 被 形变 成 点 PEM, FE 4) m nO) 一 
1, 故 


aa) =a( Ü 4) Syn 4) = N= catal A), 


ma ma 
MA = 8 或 catm(4) = oo 时 。 显 然 有 catal A) > aC 4), 因而 
在 任何 情形 ,都 有 cats (A) > CAD. 

显然 ,为 了 用 《6.6.4)9。 重 要 的 十 计算 给 定 波形 的 因数 以 及 不 
HŽ [Al = {4 ACM, catal A) Si} WHE, FER 


1) HEL 6.64 BY G= CORBIERE RE nC) EEO EID Krasno- 
selski (1964) 引进 的 ,但 由 于 有 最 人 性 《6.6.%)， 我 们 这 里 采用 catu( A. 
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告 计 特 别 重要 ,因为 它 把 OM HOMER AL MH HEIR A TER. 
(6.69) 设 4 是 Hilbert HH M 的 闭 子 集 ,那么 
(a) catm(4) & dim4 + 1。 其 中 dim4 记 4 的 维 数 ; 
(b) cate (91) > cuplengthM +1, cuplength 的 定义 请 看 
附录 A: 
(c) 如 果 dim M = cuplengthM, FA catt == dim9t + 1; 
(d) 4R P* id & ERREZE, P(X) 记 无 穷 维 投影 空间 , 它 
是 由 把 一 致 三 Banach AE ARERI (Carl ial 一 1} 的 对 径 点 
等 同 而 得 到 的 ,那么 
caten(Pt) = R+ 1, Hork, 
caren (POL) =k +1, 其 中 P(X)CP*(X). 
因为 这 些 结果 本 质 上 是 拓扑 的 ,我 们 略 去 了 它们 的 证 明 ,建议 读 者 
参考 Schwartz (1969). 


6.6D 对 非 线性 特征 值 问题 的 应 用 


在 用 到 模 于 自 反 Banach SHOR 9t LAN, Ws RA ES 
Ljesternik-Schnirelmana 理论 得 到 很 大 的 成 功 。 一 个 简单 的 ， 但 
并 非 不 重要 的 这 种 推广 的 例子 是 6.3A 中 所 到 过 的 对 非 线性 特征 
值 问题 的 研究 。 设 atn) Be) 是 定义 在 一 致 凸 自 反 Banach 
空间 X 上 的 实 值 C: 泛 函 ,我 们 要 考察 方程 
(6.6.10) U(x) m AB’ (x), Ux) m WHR 
的 非 平凡 解 (x, 2), 

显然 (6.6.10) WRBA TEE SCH) 在 水 平 集 上 的 临界 
ABH Bh = {rlre X, A(x) — e, e 是 常数 }。 如 果 假 定 
W(x) 是 Fredholm 泛 函 ,那么 根据 (3.1.47)， 除 去 一 个 零 测 度 的 
实数 集 外 , U 是 模 二 空间 X 的 Banach 流 形 ， 我 们 证 明 下 面 一 个 
结论 ， 它 类 似 于 无 穷 维 实 Hiber SHH OEBOUOER AER TRU 
wee, : 


14469 


先 放 一 些 假定 ”: 
G) UG) BC FOE T, (0) 一 0, W0 一 0， 对 任 
[x #0, (U' (sx), r) TX SEL MES I EI 

为 有 界 集 。 

Gi) EA A(x) 强制 , 即 当 zx| 一 oo 时 Cx) 一 co 

Gili) 每 当 ty > 2 EX SICA, (UC) 在 X* 中 强 收 化 
时 ,就 有 r, 在 和 中 强 收效 于 x. 

Gv) 4G) 是 全 连续 奇 梯度 算 子 , 当 且 仅 当 * 二 0 时 绍 '(x) 
0. 

再 引进 如 下 记号 : 

WR > 0, Ae — [x€ XI(x) — R}, 用 Ur/Z, 表示 把 
的 对 径 点 等 同 所 得 到 的 高 空间 ， 对 非 负 整 数 i, 记 LAT; 一 (4C 
Un/Bs | citua (4) 2 ih, & of = inf sup) e; = sup inf 
Bia), 
那么 我 们 有 
(6.6.11) 定理 ”在 上 述 假定 及 记号 下 。 

1° Bich 40, Mel d& £8 GO MTU 上 的 临界 值 ， 于 是 有 
(Gt, 对) 满足 (6.6.10), B, B(s) — cf. 4 ez A o NAR 
结果 . 

2° BHR Bx) 满足 条 件 : XD, ABO) 一 0 的 充 要 条 
HEH x 0, WIA (6.6.10) ATREA EG. 1), 40 
90 时 |4s| — eo, x, SITS. 

证 明 : 考察 集合 W/Z APE Qi) 一 (二) 推出 Ue AEBS, 


实 上 ,因为 AE) 一 | (Cer), ads. BU Re) 是 HERE, 


其 值 域 为 [0, co )， 从 ske) 的 强制 性 推出 9 GO 在 X 中 有 界 , 于 
起 ,因为 对 xe Ue 有 


GG), 2 2 [i (Ua), eds =R, 


E 


* DF Rau HIRT Hkh eus 
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所 以 Iw) mE = p>, 

sup [x] 
由 条 件 (i) 推出 ,集合 Ue 关于 * = 0 对 称 ， 这 是 因为 每 条 通过 原 
点 的 射线 drre R, |x| = 1) 和 at 正好 交 于 两 点 Et. F 
是 存在 一 个 一 对 一 的 映射 f(x) — tw), CR PU) 一 03,/Z, 
GEX WARRT OS, 上 的 对 径 点 看 作 等 同 而 得 ) 到 %a/Z: 上 。 为 
证 FGO 连续 (实际 上 可 微 ), 我 们 指出 对 *e CR e 0),234 s > 0 
时 


L Asr) = (W (2) 3) > 0, 
ds 


于 是 由 隐 函 数 定理 推出 1(x) , 从 而 f(x) ER, AT A/Z ES 
FABRE P(X), 
现在 定义 Mr/Z, 的 子 集 的 一 个 形变 , 它 有 着 (6.6.4) 中 所 讲 的 
沼 梯 度 方 向 的 形变 的 某 些 性 质 。 为 此 首先 注意 ,因为 X 一 致 凸 ,对 
FABRA? J:X* — X 局 部 Lipschitz 连续 。 然后 再 苦 碟 如 下 初 值 
问题 的 解 x(z, m). 
P = vle) + a(x, 9) 91 (2), x(0) = m € Aes 
其 中 vx) RE x BOUE. ale, v) € RY 选 得 使 (i) rlt, x) € Ae 和 
Gi) dxG, m)) & c RR, 我们 这 拌 来 确定 a(x, v): H 
要 x(1, n) 满足 初 值 问 题 ,那么 We, mo)) =R, FE GIG), 
OETA TD 
我 们 由 假定 x 不 是 Bor) 限于 Mx 上 的 临界 点 来 确定 vle), WA 
B( x(t, 4)) — Bln) 


D RABBLE TERE (Qu) 一 二 full 的 Fréchet 导数, 对 于 一 致 四 Banach 


ul, (s) ERARAJ Pial J fabam 
Gas w= nde 36 df] = vd 
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= fA) 
$ alee) s CO NEW ae 
一 | GFGU) 
一 Er Om He aoa) Dat 
= [Cribs or COD) des 
xh 


4 =p — LB) ) EG CO yr 
VBE) = 9 GOD) dace GO). 


ld BG) BUT Ue LOREN r) = — INT Br G) ), 就 得 到 
Bal uD 一 (3) = 一 | TBa ae 
现在 证 明 


cf = inf sup@(x), cy = sup infB(x) 
"y 


DP 
是 58 G0 Pis WIFE EE. LAT; = (A4 € N/Z cata uuu C) 
Di}, BD A/Z e PX), HR (6.69), 类 [4], 非 空 并 构成 
—TPHEGEMOES)LALOD4ALBDOLA4hND-e. 为 能 重复 (5.6.4) 
中 的 论证 ,我 们 还 应 当 验 证 类 似 于 条 件 (C) 的 如 下 条 件 : 

(*) 如 果 e 25 0,8 > ORBAN, re Z7 ([e 一 gsc +81), tat 
An, VBx, 一 0， 那么 {xa} 有 收敛 子 序列 . 

为 验证 (+), 可 以 假定 (必要 时 选 子 序 列 ) (3) TE X ch e, SE 
SF €, (b) WC eq) BAL» Co) Ce.) 一 致 有 大 于 0 的 下 界 月 
收敛 。 然 后 还 设 
(6.6.12) VB Cr,) = B(x) 

— LB) IMC) > 0, 
IM Cedi? 
因为 B(x) RER, M Co) HE CBee), PIGH) Gd T 
‘Wea PETRE CB (9), JU) 收 敏 到 某 个 实数 oo o, 


ELI 


BEB (6.6.12) 推出 (en) -> 4， 根据 条 件 Gv),x 一 0, RRA 
能 。 因 为 根据 (iv), 对 充分 小 的 > 0, BM Le me, +81) SR 
闭 及 不 含 原点 ， 于 是 (UC rnd} e MEE 据 i), x. 在 关中 强 收 
Kile, 这 就 得 出 所 着 望 的 结果 。 

SENG c+ A 0, WM cf d& S6 G0) IAF Ue 上 的 临界 值 . 事 
bh, MARE. 0 可 知 存在 某 个 8s> 0, Ble? 一 8， 
cf 十 8]) 不 包含 这 样 的 临界 点 ， 于 是 和 (6.6.2) 的 证 明 一 样 ， 可 
以 找到 一 个 形变 C, 和 集合 AE LAN E sup B(x) «ef + e, 故 


sup B(x) Sct 一 8， 这 是 一 个 矛盾 , 因为 从 cat(Z.(4)) Bi A 


m 
mn 04) € LAL AR 


ef m inf supB (r) < sup (x) « c? — e. 
ta a m 


把 刚才 给 出 的 过 程 个 过 来 并 把 [4]; 的 集合 形变 , 使 (nOD) 
Wy (ty xo) 递增 ,就 可 证 明 , 若 数 
e; = sup inf ZZ (a) 


SMe 是 EQ) BTW 工 的 临界 值 。 
现在 证 明 ,在 所 给 条 件 下 ,和 临界 值 < IRSE AA et} 
(a) WEI HE LOH em ABa), 其 中 (0) 当 ao 时 I] 
一 0， 对 BRAIO RAFN i MAENE 
, (B(x) IW) gy 
E TA) 
DO 


(EG), INO) ,0 
BF | 7 
有 限 , 故 可 直接 从 (*) 的 证 明 推 出 9. 


D BOSCO) 并 未 证 上 明 ,* 从 而 本 定理 的 证 明 不 完全， 但 类 依 的 条 件 更 顷 的 结果 可 
网 E. Zeidler, Non'inear Analysis, TM4，4:3《1980)，451--489。 ME 
有 详尽 的 证 明 一 一 译 者 广 . 
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6.7 — RT RB FB 


现在 考虑 前 两 节 中 所 讲 的 Morse 理论 和 Ljusternik-Schni- 
relmann 临界 点 理论 的 某 些 应 用 ,前 二 小 节 证 明 非 线性 算 子 方程 
的 某 些 一 般 结果 ,在 后 面 责 小 节 中 ,我 们 抬 这 些 结果 用 到 某 些 具体 
的 数学 物理 问题 上 去 。6.7E 用 来 简单 考虑 一 个 微分 几何 问题 , 研 
究 紧 流 形 上 的 短程 线 . 


6.7A 对 梯度 映射 分 歧 理 论 的 应 用 

第 四 章 讲 的 分 歧 理 论 可 以 用 更 整体 的 论证 进行 补充 。 讽 如 ， 
考虑 定义 在 实 Hilbert 空间 日 上 的 非 线性 特征 什 间 题 
(6.7.1) um (Lu Nu), LER, 

这 里 假定 : 

(a) LERAPU BSH RALRAT; 

(b) Nu = R (u) k HEEL EE EA SPOS ES EÉ TERRE 
É.N()-—0, BA 
(67.2) INu — Nell ~ O(|lall + ol — el. 

当 lal) lle} +95 

(©) RCO) = 0; Lu + Nu 一 0 有 唯一 解 4 一 0。 

我 们 用 Liusternik-Schnirelmann 理论 讨论 (6.7.1) d « = 0 
附近 的 非 平凡 解 。 回想 起 4.2 节 中 讨论 的 分 下 理论 的 方法 ,那里 
选择 了 一 个 不 变量 I D; 满足 G) 是 (6.7.1) 解 的 一 个 测度 ,(ii) 在 
JES PRS ERB EAE, QD 可 由 线性 化 近似 计算 ， 我 们 指 
了 由， 对 每 个 ”和 充分 小 的 尺 >0。 下 面 的 临界 值 ca( R) 就 是 适当 
的 不 变量 : 

(6.7.3) a(R) = sup inf Eae) + x]. 


它 可 用 极 小 极 信 赢 则 计算 ， 这 里 是 球面 


BABU Bod 
82. ~ {| M 对 


ME 


于 的 对 称 了 集 cat(V 028/24) 2 n, LV jog BE 928 的 折 有 这 各 
对 称 子 集 的 类 . 
为 进一步 往 下 作 ， 我 们 注意 到 cu 08) WERE Rt BE 
人 一 (ii)， 作 为 开始 ,根据 (6.6.11)， e (R) BB 
S) m (Lus a) + QD 


在 83g 上 的 临界 值 ,使 得 对 茶 个 数 1。( R),(6.7,1) BH Gn O0; 
lal R)), aS fe RIP RS KU iR 


ER) = sup intl (Luu); 


ONE 
我 们 证 明 
(6.7.4) (ER) — ea R)|  o(R), BRO tif, 


最 后 指出 ,对 R= T BRE XR — S ABI (2,082 Y 


和 OZ) EAA ELERE PK HET RA, 
RIDERE, 4 R0 EE OS TU a, 
(6.7.5) |a,(R) — | > 0, 
假定 上 面 结果 为 真 , 当 R0 时 ,对 一 切 », BBB GS CR), 
ln(R)) > (0343); 于 是 就 提供 了 (6.7.1) BOM (0, in) 分 校 出 来 
的 非 平凡 解 族 ， 显然 ,这 不 仅 对 (6.7.1) BUA TT HAMA (4.2.15) 的 
另 一 个 证 明 , 而 且 也 得 到 线性 问题 w= AL 的 高 重 特 征 值 4, 队 
近 的 分 村 的 一 个 有 赴 结 果 。 事 实 上 我 们 要 证 明 一 个 “ 重 数 保持 定 
理 ”。 
(6.7.6) 定理 “假定 方程 (6.7.1) 中 的 算 子 满足 条 件 (a) (b) e), 
H ha EREDE u= 4Lw WN BME, BAM Ro 0 Rf. Jj 
程 (6.7.1) 至 少 有 N 个 不 同 的 单 参 数 非 平凡 同族 (ws1x(R)， 
hal R)) > (0, 2,), R= 0, 1 NI, 
证 明 : 暂且 假定 结 及 (6.7.3) 一 (6.7.5) 已 知 。 上 面 提 刘 的 论证 
指引 ,有 NN SARI SY SLE Casel R) Au R) EAA = 0, 
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latt 一 1 因为 4, 为 N 重 , 当 R->0 时 每 个 族 趋 近 于 (0,1。)、 
于 是 剩 下 只 是 证 明 这 些 族 彼此 不 同 , 但 这 具 是 Liusternik-Schnirel- 
mann VICE SE (6.6.4(iv)) 的 直接 推论 。 

现在 建立 (6.7.3) 一 (6.7.5) 以 完成 定理 的 证 明 。 显然 这 可 由 
如 下 的 引 理 完成 : 

引 理 A( 二 次 泛 函 的 广义 极 小 航 大 原则 ) 


RAS sup inf | (Lu,u), 
yr 2 


FP A, iu 1Z# 的 第 = 个 特征 值 ( 按 大 小 排列 并 计 及 重 区) 
SHRB Rie — ¢,(R) = oR), M Reo Bf, 
引 理 C Ro Kast —2AZ(R)| 0, 
BIA A 的 证 明 : hs 记 五 的 一 个 = 维 子 空间 ， 


Tao feu es fat = ef, 


我 们 回想 直下 面 两 件 事实 : 

1) E PR 是 把 Tr 的 对 径 点 等 同 是 得 的 元 素 集 ,并 看 作 PO) 的 于 空 
IBA aC PR PROH)) = n. 

2) Courant-Fischer 极 小 极 大 原则 可 以 改写 为 (参看 (1,3.41)) 


RAP = sup int! (ru ud, 
ye TR 2 


其 中 Ta 定义 如 上 ，[7]wg 是 所 有 这 种 集合 的 类 , = 辕 定 , 现 在 考虑 笋 
a(R) = up inf + (Lusu), 
HDs [7]。sc TYjs; KARA, RIERA. MEMC I 
t (Lu, u) 在 PRCB) 上 的 临界 信 , 从 而 是 在 za Figli PUB MOSCA E 
d), ECR) = RA. SUE TU nd a(R) = EA, 我 们 采用 归纳 法 ， 
如 果 # <= 1， 由 定义 n(R)- RAD. 现 设 和 是 重 数 恰 为 的 特征 值 ， 那 么 
Ms A= Ly otek, AT A = Aus 2 = 1)2% op、 下 面 证 明 
ER) e ACR) non 一 CB) IS R), 

FRE, ME CR) 一 MCR) IA Mik NERA RAR A 
OER LAHES (定理 (6.6.4.)* 这 和 2, 是 ? AE. PE E 


"6i 


VS FRIESE AS PTE Ay sca Aen AIRDRIE Fe CR) ta RY 
Uefa R) 一 致 、 计 及 重 数 在 内 ， 这 时 有 关系 式 C(O = RAT gh o l. 
con 一 1， 再 假定 Ag. HAX RERE IR STEM Zea R) 一 zeny R 

mon m Fey (R) m ATR. LUISE IRIT = 0,1,2, r7 1- 

Hosen. 于 是 Range mA rm 041. 2, 4 一 1 

Iun CR) 一 A'R, 那么 根据 上 面 提 到 的 (6.6.4)。 和 临界 值 ATE AUI 

TEE RR ACHE Nie OER bait 一 1。 这 又 和 le WENA HPI, TE 

tasa R AR, AMT ?oy( R) 和 和 的 重 数 一 致 ， 引 直入 得 证 ， 

引 理 了 的 证 明 : 首先 注意 到 ,因为 
RED = [ences 
反 以 对 小 的 R> 0 和 we 82x, A 
[RY SKC Halper, 
AUR jaj 0 时 KO o, Dif Ke = PINCO = AR). 现在 


i 3 
LOL int {Aetna + 9o), 


由 引 理 A. RAD up th (hunt 


Minn 2 


Je — RAZ < 


E in {4 (zu) e K a} > ar int E (ru, #) 
Ving v 2 


KR = o(R), 
引 理 C 的 证 明 : He (6.7.1) 和 CR) 的 内 积 就 得 (对 小 的 R > 0) 


RAS) = È Gu) ta R)) + E On OR) 


70 + [EOS OD, CRD) — 800) 
= oR) + OCR), 
ATRESIA B, 
RARR) — RAT = o (R) — A'R + OCR, 
BH DCR) 一 和 中 = OC RYIR = o(1). Bii RORY AUD nA, 
证 明 的 结论 ， 根据 上面 的 结果 ,对 于 固定 的 w， 集 Cas RA) 定义 
一 个 从 (0，2w) 分 核 出 来 的 单 参数 解 族 . 


刚才 得 到 的 结 江 本 身 可 以 推广 到 金山 的 情形 去 
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(6.7.7) 推论 EARR > 0 有 GR) > 0, 那么 《6.7.6) 中 讨 
Wea AER Gs CR), CR)) 可 以 延 拓 成 (6.7.1) 的 解 ， 
证 明 : 这 是 (6.6.4) 的 直接 推论 ,因为 对 每 个 1s a(R) 
对 应 于 临 异 什 
ca(R) = sup inf E (Luru) 十 Eon 
v 2 


[2S 


的 临界 点 。 

附注 ; 

为 把 推论 (6.7.7) 用 于 分 歧 理 论 的 连续 统 问题 ， 必 须 讨论 , 作 
D RRR GCR); GUR) 的 连续 性 , 述 需 要 寻求 这 方面 的 正 
面 的 结果 ， 由 于 有 不 连续 的 例子 ， 这 个 问题 变 得 更 困难 了 。 另 一 
AH. BOR (6.1.31) 指出 了 进一步 的 肯定 的 结果 (人 参看 6.7C 节 和 
本 章 注 记 中 的 F). 


67B ”和 梯度 映射 有 关 的 算 子 方程 的 多 重 解 
这 里 考 起 这 样 一 个 问题 , 求 算 子 方程 
(6.7.8) x — Lx 4 N(x) =0 
BONART Rob LRG JI SB Hilbert zs HR 
身 ， NCx) 一 W G) 大 如 到 自身 的 将 的 全 连续 樟 度 映射 ， 昌 是 绞 高 
阶 的 映射 。 我 们 证 明 下 面 的 
(6.79) 定理 ” 设 上 面 的 条 件 满足 ,在 > 一 0 处 二 次 型 0G) 一 
Cess) ~ (Lay x) 的 Morse 指数 4 > 0， 那 么 ,当下 面 两 个 条 件 
满足 时 ; 
(à) F@)= i QC) 十 R(x) AER, 


(b) ALES AA lel, FG) Bo, 
方程 (6.7.8) EDA d ARARE Er n— 1, 2500009, 

证 明 : ARRE UU 它 由 从 Hilbert SAMA, Jf 
EH 一 10) 的 对 径 点 视 作 等 同 而 得 ， 是 光滑 流 形 ， 因 为 对 每 
Ton, 实 的 = 维 投影 空间 2 LUH) CDU WR M SA Ljusternik- 
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Schorelmann EROA s 1. 2,-- AUS E. bee 


FG)- 1 Oe) + Hx) 


Rx BRT TUBE MEA CTR, 
显然 ;对 任何 8 > 0, ERA M. = {1| F0) < e) RZA 
Fix) 满足 条 件 (C)。 这 是 因为 ， 如 果 xe M., 那么 由 条 件 (b), 
ie] 一 致 有 界 ， 如 果 x, 6 DL, Pte) 一 0， 那 么 有 弱 收敛 子 序 
FB xo, — Lis 十 Nan 一 0. 四 工 和 六 的 全 连续 性 推出 Ls 8E 
现在 考虑 由 c4( Mt) = inf ink FG) EMR HPV E M Ay 


FR, cats V) >a, [Vs 是 所 有 这 种 子 集 的 类 ， 我 们 证 明 , 对 充 
分 小 的 8 > 0, 所 有 的 e, (90, 0, (X0) 都 小 于 一 8, 从 而 F(x) 
位 于 这 些 水 平 集 上 的 临界 点 都 包含 在 Ma H, 

为 得 到 所 希望 的 估计 ,我 们 注意 到 ,因为 二 次 型 QG) — (n) 
一 (Lx, x) 的 指数 为 4; 有 互 的 a 维 子 空间 Hs 和 绝对 常数 < <0, 
使 得 对 任 x€ Hu, BH OC) < elit. 

FH HH, 中 半径 为 R 的 球面 上 的 对 径 点 看 作 等 同 , 我 们 
得 到 一 个 集合 Pr 可 以 把 它 和 9 一 1 维 实 投影 空间 等 同 起 来 ,对 
BH R > 0, cata = 2, MAMET n1, 2,5. 4 Pre 
Vl. BAM MAY R > 0 ME x € Pe, 


(6.7.10) FG) 一 MI 439) «x ja + ell 


«lima, 
4 
综合 这 两 件 事 , 我 们 求 出 ,对 充分 小 的 R > 0, 
inf sup F(x) < sup F(x) xl cR! «0, 
Wig V pA 
于 是 根据 极 小 极 大 原理 (6.6.4), A F(x) 有 9 XU OUR xus 


n—1,2,5 aga ÚE F(xx,) — caD), MB, RAR 
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点 满足 方程 (6.7.8), 定理 证 完 。 

刚 志 得 到 的 结果 给 出 (6.7.8) AARS PART AS PA Ge 90 
在 谈 这 个 结果 的 一 个 推广 , 它 对 非 线性 算 子 方程 ( 它 与 梯度 映射 有 
关 ) 有 可 数 无 穷 多 个 不 同 的 解 提供 了 一 个 准则 。 游 卡 算 子 方程 
(6.7.11) z= W(x), 9*(0)—0, 
其 中 W(x) 映 无 穷 维 Hilbert AHHAA, BC SERGE 
映射 。 及 育 如 下 性 质 : 
(6.7.12) 对 x 到 0,(W(Gx), cE c 22 0 PRD NG) < 


BCH GO), 2), Hh BANE 二 的 基 个 绝对 常数 ; 


(6.7.13) 7Ex€H 的 有 界 子 集 上 ,Jim (Cex) 2/1 一 0 一致; 
(6.7.14) JEHBURE UG) ,x*) Ba > 0( 对 某 个 常数 TE i, 
lim (9t(ex), x)/1 = oo 一 致 

EM: RAFU) 满足 上 面 的 条 件 ， 那 么 方程 (6.7.11) 有 
可 数 无 穷 多 个 不 同 的 解 。 

关于 这 个 结果 的 证 明 可 看 Ambrosetti (1973), 


6.7C 柔软 弹性 板 的 整体 平衡 状态 


我 们 已 经 谈 到 这 一 章 所 发 展 的 临界 点 理论 和 非 线性 弹 体 问题 
之 间 的 一 些 联系 。 事 实 上 ， 这 些 问题 提供 了 最 简单 的 非 平凡 的 例 
子 , 通 过 它们 可 以 由 观察 来 检验 这 个 理论 ， 这 里 ,我 们 把 注意 力 转 
向 柔软 弹性 垢 的 屈曲 问题 ， 早 些 时 候 在 4.3B 中 也 讨论 过 这 个 问 
题 ， 如 那 时 谈 到 的 ,在 沿 刀 的 边界 作用 的 压力 下 , 夹 紧 的 草 弹 性 板 
也 的 平衡 状态 由 非 线性 算 子 方程 
(6.7.15) u+ Cut iLe=0, AER 
的 解 给 出 。 这 里 和 那 时 一 样 , 4 是 作用 在 OO 上 的 力 的 度量 。 算 
子 上 和 C 是 从 化 ,9) 到 自身 的 有 界 映 射 , 工 是 紧 的 自 共 元 线性 
BLY, CLS e BEER SH ,三 次 齐 次 ， (Cae) > 0, Ba ERE 
(0, oo) 中 变化 时 ， 我 们 米 导 出 关于 (6.7.15) 解 的 个 数 的 某 些 信 
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B. FED KBR AGB ME MAMAS. AAEM (Be 
网 63) 
(6.7.15) 定理 iN s 408 (Le, u) > 0, u= Lu 的 特征 值 
HER OA«a«as«cO REB ,那么 

G) SAD LE Anais 1,1, HE (6.7.15) 至 少 有 2 一 1 对 
不 同 的 解 Cn). $m 0,2, un — l, 

Gi) iE R7 0 是 固定 的 正 数 ， 

Dy Laon 1 
Ma = deae iuc e dap + i (co 四 = r}, 


所 么 方程 (6.7.15) 月 可 数 无 穷 多 个 不 忆 的 解 Cas CR) A R)) > 使 
(a) a(R) € Dey UR) > des (b) Ba eod LR) oo: 
Ce) BROW GSC); la R)) > (0024), 

Gii) HE is AERD ks Au Au. BAZE (O, AL) 附近 至 少 
去 克 个 不 同 的 单 参数 解 族 (wti(5)stari(e))si m 0,1, E71, 
使 得 当日 一 0 时 (xsri(s)，lorr(e)) -> (0, 1,) EB E Ss GT 
Jie P. 


axi 


A 


e En m AA. å En a 


图 5.3 Ag Ft Ay 同 的 四 个 解 对 在 起 端 外 的 性 状 ( 从 一 和 |x) = 0 
发 出 的 分 枝 素 示 方 程 (6,7 15) 的 非 平凡 解 )， 


TR: 〈i) 一 (过 ) 几乎 是 本 章 早 些 时 候 建立 的 一 般 定 理 的 直 
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G) 的 证 明 : SEE HE (6.7.9) 用 到 方程 (6.7.15) 就 可 以 建立 
所 要 的 结论 。 在 现在 的 情形 , 在 (679 HE AL 代 蔡 算 子 工 ， 其 
PRE (hais dal BUSCAN. 那么 


OE Dp — lius, "ER 1 (cu, s). 


显然 , (6.7.16) 所 引用 的 二 次 型 就 成 了 8(w) = lul — A(Lusi); 
TAM AE (3,1, QUI) 的 指数 是 一 1。 于是， 一 旦 我 们 证 明 
了 当 zl 一 co 时 F(x) 一 co。 就 可 得 到 (i)。 因 为 这 时 定理 
(6.79) 的 条 件 金 部 满足 。 强制 竹 已 经 在 6.28 中 证 明了 ， 这 时 从 
如 下 的 佑 计 式 可 以 得 出 一 个 简单 的 证 朋 。 


Fu) al! — 2 BCD, 0) + BF 
= Le — d Bluu), D + arai. 
2 2 4 


因为 对 任何 “> 0 二 Bluu) < P aar np 


Fit, RIBEIRA det es lo) > ba AM, 因为 


4 固定 ,于 是 当 sl + 0 时 F(a) — 90, 

Gii) 的 证 明 : GE (6.6.11) 推 占 结论 的 第 一 部 分 .事实 
上 ,如 令 Wes ut Cu 用 Mam Lu 我 们 指出 定理 
(6.6.11) 的 条 件 是 不 难 验证 的 ， 例 如 ,为 证 明 KG) = (UC), u) 
是 :€ [0, 00) 的 严格 递 升 函数 (x 2e 0 fe] x ,我 们 注意 到 , H Cu 
的 齐 次 些 ， 

IG) = sal! + (Ca, a), 
因而 
P = ljal + 3 Cuu) > 0, 3 uz 0, 

另 一 方面 ,为 验证 (6.6.11) KAE GD ,我 们 看 到 ,如 果 ue uF 
WHP Uu) ERGA Cu 的 全 连续 性 推出 mm 一 2 UR 
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Re. 
出 下 面 的 事实 可 以 得 到 结论 的 第 二 部 分 : mE {ws(R)} RU 
ST AFER 


ZOLE inf 5 (Las u) 


的 临界 点 ,其 中 人 是 Wx 的 对 称 子 集 ，catmvzi(P) 20. Vh E 
Me 的 所 有 这 种 子 集 的 类 ， 因 为 Del R.A Ro 时 


L 


lal — 0。 于 是 ,由 稍 加 变化 的 (6.7.6) 的 引 理 A—C HEH, R— 
ORF Gu CR) ALCR)) > (0, 4). 

Gii) 的 证 明 : 换个 度量 ,把 方程 (6.7.15) 换 成 (6.7.1) 型 的 方 
程 ,就 可 在 定理 (6.7.6) 的 基础 上 证 明 (过)， 事 实 上 ,在 (6.7.15) 中 
u= ov, Rips AO 是 待定 实数 ， 根据 C 的 齐 次 性 得 出 v 满足 
HE v +eco 一 4Lv, 4c -—2Ai,H 
(6.7.17) v= i(Le—Cv), 5 A9, 
把 定理 (6.7.6) 用 到 (6.7.17)， 我 们 就 得 到 所 希望 的 从 (0,2,) E 
出 来 的 解 族 , 

UME SNS ay aL 6,28 TTA, RON NOSE e Pom d E 
HER HE OHE) 
(5.7.18) u+ Cu ALs e| (250) 
WRAN, AIX f0, ABSEEZAR 


(6.7.19) e) = 4 pae + È (eu, u) — EAEn, u) — 0,0) 
2 4 2 


不 再 关于 对 径 映 射 对 称 、 所 以 i) 的 起 法 不 能 用 于 这 个 方程 。 但 是 我 们 指 
出 ?可 把 (6.5.10) 的 Morse 临界 点 惠 论 用 到 证 授 vu) -上 去。 首先 ,我们 
WERK FEAR AA. 
(6.7.20) 558 WHEW A. AT i) =u + Cu — ALY 映 Wi 0) 到 
自身 ， 蚌 一 个 怜 指 标的 CT 正则 非 线性 Fredbolo RAT. Mohs Aue) A 
FAG 9. 构成 一 个 在 女 中 无 处 稳 密 的 团子 集 。 

证 明 : MAF Cw 三 次 间 次 直接 推出 4 的 Cc” 光滑 星 . 此 外 , -ERN 
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证 明了 4Kw) ESTEE Predholm 算 子 ,由 Sard 定理 的 Smale dE 


广 (3.1.45) 就 可 推出 P, 在 wis CO) HEART. DS A0) TARE 
恒 等 算 子 的 光滑 紧 扰 动 ， 从 (2.6.3) HERH 4 是 零 指 标的 Fredbolm E 
T. 
现在 介绍 6.5D 的 讨论 对 《5.7.18) 的 解 的 一 个 应用， 

(6.7.21) 定理 ”对 每 个 固定 的 和 几乎 所 有 的 1 3.00) (ON fe, 42) 
一 8D，(6.7.18) 的 解 是 iC) 的 有 限 多 个 非 退 化 临界 点 。 根据 eO 
的 性 质 ,这 些 病 界 点 满足 Mone 不 等 式 (6.5.10)。 更 一 般 地 ,对 任何 则 定 的 
f» (6.7.18) BATTRE, ELI w 的 全 体 满足 先 验 估计 


OO — dels dH (lear Eae) 


而 县 如果 vir). BDA AT MULT MA ole) 有 第 三 个 临界 点 ， 
证 明 : 根据 引 理 (6.7.20)， 点 集 f€《 亏 ,98) 一 名) 在 路 .9) 中 
EERE, APO) 应 该 由 PCa) 的 韭 退化 临界 点 组 成 。 从 4, ayek 和 
隐 范 数 定理 推出 集合 AYX1) WARE WEE MRE ADU) RAEN 
多 个 点 * 因 这 些 点 处 在 一 个 紧 集中 , 故 必 有 收敛 子 序列 * 这 与 非 退 化 临界 点 是 
弧 立 的 相 矛 盾 ， 由 于 定义 在 世上 的 任何 正则 樟 度 映射 的 位 势 在 马上 向 动 满 
ERE (C). 所 以 当 把 nO) 看 作 定义 在 H =, C2) EBSIZ RH eC) 
的 这 些 临界 点 满足 Moree 不 等 式 (6.5,10)， 先 验 估 计 (*) 也 由 一 个 简单 的 考 
RH. Heb MR 满足 P) = 0, HEC T 10, 我 们 有 
eip + (Cw, w) — MCCFos wow) = (fy) 
TAMPER e > 0， 从 Cauchv-Schwarz A Est MEE 
[al 


Weel? + [eCourse — [A] elle are = —- Eesti. 


Roe Dr 我 们 得 到 
let Mel + [ap tele 
bis] fu). 
《5.7.20) 中 最 后 一 个 结论 是 从 (6.5.3) 和 如 下 事 拉 推出 夹 的 : 当 
lito 时 neo, 


O 永世 此 式 有 误 - -- 译 者 注 . 
“ORF Fo 和 Cne) WSR 1.36 和 6.28 -- BEL 
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我 们 对 定义 在 R XR” 上 的 非 线 往 波 方程 
(6.7.22) ty Au — mu + fx, lal Je 或 
(6.7.23) —iu, = Aut f(xy lula 
求 某 个 特殊 形式 的 解 x(x, 1) 一 v(x)， 它 是 复 信 的 时 间 周 期 
解 , 其 中 1 是 实数 ,v(x)( 寺 0) 是 实 值 光滑 函数 ， 在 co 点 按 指数 寡 
消失 为 0 Me, fal?) 是 x 的 CES el 是 奇 的 。 这 样 的 解 
正好 是 线性 Schrodinger 方程 驻 状 态 的 非 线 性 推广 , 因而 我 们 把 
这 些 解 称 作 斑 状态 。 

把 (x, 0) — eo) 代 和 上面 任 一 个 波动 方程 ， 我 们 看 到 
oe) 满足 半 线 性 林 贺 方程 
(6.7.24) (A—8)e +e, 7)u=0, x€R", 
其 中 ,在 (6.7.24) ROBIE 8 = P — m, 在 (6.7.23) 时 8 一 1。 
为 考察 (6.7.22) 或 (6.7.23) 的 驻 状 态 ,我 们 对 函数 Ges y) 加 
以 限制 ,并 

(a) 决定 8 的 值 , 对 这 些 值 (67.24) 在 L,CRP) 中 有 非 平凡 
®, 

(b》 对 固定 的 8 > 0， 证 明 在 LORY 中 《6.7.24) 有 可 数 无 
穷 多 个 不 同 的 解 . 

为 回答 (a)。(b) 二 者 ,我 们 讨论 特殊 的 " 非 线 往 现象 。 

我 们 由 考虑 问题 (a) 开始 ,分 是 种 情形 ， 

(1) 对 所 有 的 x。 有 

0 < Ks, lal?) = gG pul, 

其 中 0 <u c 4/(N — 2), Ix] > 00 hh eG) 一 0; 或 

QD fhal) 5 x EK, lul) m a ult, Erbe d S 
正 数 ， 
(6.7.15) 定理 f(x, |4|?) 满足 条 件 (D R OD, BBA (6.7.24) 
有 解 v(x) € LXR*)、 附 加 条 件 为 : 

G EWE O),  & > 0; 


+ 462 


Gi) 在 情形 (ID, HEDH E 0 Me <4/(N — 2), 
证 明 : CO: 这 个 结果 是 6.3A TERR F 列 事实 的 直 
接 推论 : 由 
(Nlo), 0) ~ | (Geom, Oe WLR) 


定义 的 梯度 下 射 症 全 连续 算 子 , 它 哆 (RP) 到 自身 〔 可 看 第 一 
ui). 

Gi): 34 fn, A) m cot 时 ,我 们 首先 证 明 条 件 ec 4/(N—2) 
的 充分 性 。 请 注意 不 能 直接 引用 这 一 总 的 结果 ， 这 是 因为 和 
clu u 一 项 对 应 的 算 子 在 Ww, CR) HSER, SCARE 
韦 续 ， 为 克服 这 个 困难 ,我 们 按 (6.7.24) 的 径 向 对 称 解 , 即 仅 依赖 
F lel 一 + OR. PERRE ToC) m eG). 那么 wr) 在 


BELLI 对 和 > 0 和 0<e < 于 满足 方程 


, 
eb usc pu gr e| m 0, 
r 


这 个 方程 有 非 平凡 解 w， 事 实 上 ,如 果 把 (+) 改 写成 H = Wa, 
20) 中 的 算 子 方程 ,该 空间 中 的 范 数 为 


Ul D at + pride, 
AAF AHI LO 


GrG,0) f gr wl wp, 0<e<—t+ 
a 


N—2* 

那么 它 是 妃 到 自身 的 全 连续 映射 (又 参看 第 -一 章 的 注 记 )。 于 是 由 
(6.3.2) 的 一 个 应 用 和 gr Volte. 一 课 的 放 次 性 。(6.3.2) 中 引 理 
的 Lagrange 弱 子 可 以 选 为 1， 由 衰减 放大 原则 的 推论 ， 直 接 推 
Hh wr), 从 而 vlr) deco RERE, E12 节 曾 谈 到 这 个 
误 减 放大 原由 ， 


MERE O <o < E 和 8 > 0 的 必 妥 性 ,我 们 首先 回想 
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Ee o 时 可 由 LIPS RASSE o c ah we 


作证 明 , 如 果 8 < 0, 又 是 从 12v) 中 提 到 的 结果 得 出 不 可 能 存 


在 这 种 s(x) RU In P = 08, HEREA 


方程 较 深 入 的 性 质 得 到 不 存在 解 v(x) € LCY) 的 结论 ,事实 上 ， 
iG) (40) RE XXEE— 1 BR, GEO ABER ER? 上 满足 
Aw + \olF Fw 一 0。 把 ww 看 作 线性 方程 Aw + gw — 0 的 
解 ,其 中 g(x) 一 1w| 瑟 5， 对 这 个 方程 进行 了 Kelvin 变换 后 , 在 
原点 之 有 一 个 无 穷 阶 的 极点 SHAE Aw tele 一 0 的 
一 到 连续 性 相 矛 盾 , 由 此 推出 所 要 的 结论 . 

现在 考虑 问题 (b), SERRE 


(6.7.26) f(x, ve) = Dales 


其 中 0<o < 


Sag ED > 0 GO REOS o). B 

U) YL x] 一 oo BY s G2 -> 0, 或 者 

(2) 每 个 g(x) ERG 
(6727) REB. VEI Gn?) 满足 上 面 的 条 忻 (1) 或 (2)， 如 果 
r= h 那么 方程 (6.7.24) TAEDE AERAR A p> 1 
JE (6.7.24) 的 解 彼此 相 益 一 个 特征 值 因 子 ， 

证 明 ， HEFER (6.6.11) 的 应 用， 由 假定 ee’) ie 
CO FP aE bs SEIT ERATE LISLE 


- 
GUG), 2) = D | eir) atiam 

WaR HE SVS EAR LIEN, 
Rw) = — 


to 十 了 M 


ats) | aj, 
WS o, 0, HC < 二， 使 区 所 有 的 we WaR"), Nu) < 


E 


s(9U(u), u), COLA MESES W VR. (6.6.11) 其 余 的 条件 。 
BOR (Cx, v) 满足 条 件 (2) 我们 象 在 定理 (6.7.25) 的 证 明 中 
那样 做 , 考 虚 方 程 
(6.7.28) oe Be + DE eriwiw 0, 
r 


[PI 


其 中 eG) = r T or), (0) —0, RIDA RE, H 


Ww) 0) = S (gr lta 


定义 的 算 子 9U Co) Je Sce BERE ERAT we OP, (0,00) 到 自身 ， 而 
且 和 上 一 节 一 样 , 不 难 验证 引用 定理 (6.6.11) 时 所 必需 的 条 件 .于 
是 和 上 面 的 (ii) 相同 ,对 相应 的 特征 值 重 换 一 个 度量 单位 后 ,就 得 
到 了 要 证 的 定理 ， 


67E $ Riemann 流 形 上 两 点 间 的 短程 线 
设 (MY, g) NEC Riemann HB .RERB He, i 
RARP, SU 上 两 点 a 和 5 间 的 短程 线 是 如 下 二 阶 常 微 ;》 
方程 组 (通过 a, b) 的 解 


du. X di! dx 
6.7.29 + Th). Sao 
( ) d? P3 o dt dit , 


k—1,2,'5N. 
sug axes nik [^ d 关于 om 上 通过 4 oium 


有 光滑 曲线 的 临界 点 。 在 连接 a 和 “的 短程 线 的 结构 的 研究 中 ， 
短程 线 下 面 这 个 特征 及 其 变形 是 有 用 的 。 最 简单 的 基本 结果 属于 
Hilbert, 
(6.7.30) 对 光滑 、 紧 (连通 ) Riemann BOX LEZA a, b, MAAE 
接 它 们 的 长 度 最 小 的 短程 线 . 

证 明 : 考虑 (MY, g) 上 连接 a, 5 的 可 求 长 曲线 类 KK。,。。 因 为 


We 连通 ,这 个 类 不 空 , 我 们 把 Ka 的 曲线 e 参数 化 , 令 参数 ts ， 
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其 中 上 是 Ko 中腹 线 的 长 度 、s EANA e EROR, RO 
参数 化 ,所 求 的 短程 线 是 泛 函 P(e) = [Ar 的 临界 点 。 BA 


Lebesgue 积分 的 性 质 , 对 天 ,中 的 一 致 收 俩 p(e) 下 半 连 续 。 记 
pm infp(c)， 我 们 证 明 可 由 Kes HIRI co 达到 po. 为 此 只 需 
m 


证 明 K。 中 的 有 有 界 长 度 的 曲线 的 集合 紧 。 于 是 , 令 (eO) 是 
Ke 中 的 曲线 序列 ,它们 的 长 度 Llen) S M, 那么 对 任意 ra 6€ 
[0, 1] AUER n. 有 
(6.31) dlenlts)scalts)) = L(ca)\t, — nd x M |r — Tals 
Hh d(x, y) dd. ?之 间 的 Riemann PB ESO 从 而 在 看 作 从 
[0,1] — (07, 2) HERRA {on} 一 致 有 界 ,等 度 连 续 ， 根 
据 Arzela-Ascoli 定理 , {cs} 有 一 致 收敛 子 序列 , 它 的 极限 又 是 可 
求 长 曲线 ,这 是 内 为 由 (6.7.31) 有 
dC Qi) — colt DE Mir nl. 

引用 6.5 和 6.6 的 结果 可 对 连接 4, 5 的 短程 线 进 行 更 深入 的 
研究 ， 事 实 上 ,假定 (XU, p) 作为 闭 子 流 形 等 距 嵌 人 到 Euclid 空 
(RAY, RAM 的 维 数 足够 高 。 设 WC, 13, (W, 9)) 是 
Hilbert 空间 H= w,,( (0,11, REM) WFR, "Ei eR HD e 
lO, 1]C 9t" 的 元 索 (rt) e H HAR, WI wu, 1], (Mt, g)) 
是 一 个 Hilbert 流 形 ， 如 用 OOM”, a, b) 记 w,(I0,11, CR, 
D) 的 一 个 闭 子 集 ， 它 由 满足 <(0) — a, c(1) 5 W eC € 
WO, 17, CM, AR, FB a, b EM 中 国定 的 点 .那么 
O(N"; 2, 6) 也 是 Hilbert 流 形 。 我 们 用 《elr), e(t qais 
elr) 的 长 度 ,那么 泛 函 

ee) NTOMO - | ast 

在 空间 QUU, 2, 2) 中 的 临界 点 就 与 (MN, 2) EEH a, pA 
短程 线 一 致 。 如 果 M 同 胚 于 球 而 和， 可 H (6.5.12) 证 明 ， 在 
CI, O EEE FARR HUI: a bz， 事实 上 可 以 证 
明 , 在 OCD, a,b) EIA plc) WERT (C). (65.2), BA 
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RAR BIEN A LIS + AAV BWA QR, 5) 的 Beui 数 
不 为 0, 结果 就 出 来 了 ， 已 经 知道 ，QCmi"; a, b) 的 Beti HR 
构成 一 个 长 度 为 (N - 1) 的 周期 序列 , 它 由 这 样 的 数组 成 , 当 :一 
0 (mod(N — 1)) 时 为 1, 在 其 余 处 为 0, 本 书 林 的 附注 B 介 绍 了 
这 个 课题 其 它 有 意思 的 结果 ， 一 些 专著 已 对 这 个 课题 进行 了 充分 
的 讨论 。 如 想 作 进一步 的 了 解 ， 我 们 向 读者 推荐 Morse (1934), 
Schwartz (1969) 的 书 , 以 及 Palais (1963) 的 文章 。 


注 g 
A 具 和 平均 曲率 的 参数 曲面 的 Dirichtet 问题 

Baku- o 平面 上 的 单 记 通 区 赴 ， 其 边界 为 99， 我 们 希望 次 定 一 个 
BED S = (XC, v) = Cnty o nina n), Cs I}, CHEE E, 
有 常平 均 曲 率 M, 在 90 ARENA RUE T. 确定 S 的 偏向 分 方程 组 
是 
O aema, gah 
(COE Tr 
BE ASE 记 (rdu, arz/a 020/04) 和 (Ax, 005 Or. [o Bry Bo) RY 


MER. 训令 Klus v) m Puyo) + YO 9), 其 中 Fee) 是 口中 的 三 维 
调和 向量 ,满足 条 件 C+*), 则 问题 可 以 化 简 。 于 是 我 们 只 需 找 一 个 定义 在 4 
上 的 O ERRE YC, 2), EBURCORGEUGASGEE Y| 一 o. IWER 
Y BE Me R RZA 


em fme dre 


ER Wa = WC ONE 上 的 航 小 ;其 中 Zo iB Eit ewsupl¥ (a, v)| R 
MERA, Gk m Pew. (0)n Ze, [Flo eR 达到 e(Y) 在 
wa EBITWRRDA EEUU ERE & e ws (0) n 1.2). 


filv +b + 2M GLAS) Hen 
TERRE 1.5 节 中 提 到 的 正则 性 结果 ， 只 紧 我 们 能 证 明 在 了 达到 下 确 
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R, 并 且 1 Zi 和 Rs 那么 了 满足 l*) 以 及 齐 次 边界 条 件 Vlog 一 0。 PRL, 
可 以 证 明 
定理 PRIM <1， sup[{] St BRAC YE BEB REC), EUR Eme X] < 


结果 分 两 步 得 出 BPEL RA Mae Y, 其 次 ， 对 
[M] <1, 证 明了 有 界 。 关于 这 些 证 及 建议 读者 去 看 Hildcbrandt 和 Widman 
的 文章 (1971). 


B Marston Morse 关于 紧 Riemann UE (M, e) 上 两 点 P Q AD 
测 地 线 的 结果 


TRU GRUNHUERER, 20 ES". 上 两 点 ,它们 不 是 对 径 点 。 那么 不 准 求 
出 P, 8 何 的 测 地 线 、 这 些 珊 地 线 和 些 数 一 一 对 应 ， 尘 按照 长 度 排列 并 依次 
记 作 gos oes Bes’ BERERE aa 的 Morse 指数 为 (N 一 1)m、 这 里 我 
们 可 以 把 整数 4 和 es 的 内 部 包含 的 对 径 点 的 次 数 联系 起 来 。 对 于 (Se) 
二 两 个 固定 点 Ps O 间 的 测 地 线 (dim = N)。， 这 个 结果 有 如 下 推广 : 

G) 弧 长 通 数 ] ARAN BRIT AH EMR T a Mh 长 参 
数 化 的 (对 8) 的 测 地 线 ;P，9 nlt ER AG BIE IB HIER AA EO 个 
E P HI MAEM OM, 2) eR, 

Gi) BP MO RBA OR, e) SAM, I IR AAR OR 
的 Morse HR HERE a as CEA ROO LEG PUR REUS T RE 
GRESO. 


C 大 范围 变 分 法 在 计算 间 伦 群 中 的 应 用 


在 6.7 节 中 , 6.5 BREDA Morse 埋 沦 的 结果 被 用 于 从 拓 盾 信息 
得 出 临界 点 存在 柱 的 结果 。 实 际 上 ,有 反 过 来 , 即 应 用 定义 在 紧 流 形 BH 
ERR (POKER) 的 临界 点 的 资料 以 决定 M RTI Ree 
当成 功 的 ， 用 这 个 方法 可 以 得 到 很 多 与 同 恰 群 有 关 的 有 起 的 结果 ， 于 是 ,用 
本 注 记 B 条 中 的 结果 可 以 证 明 Freudenthal [3H Awe Ste 3B (1.6.8) 的 第 一 部 
3}, 这 个 定理 和 球面 同 的 伦 余 有关。 用 这 个 方法 Ben 和 Sameon 得 出 了 
经 典 Lie 器 间 伦 论 的 很 多 材料 。 关 于 这 些 结果 的 详 铺 。 有 兴 淖 的 读者 可 去 读 
Milnor 的 专 蓝 (1963). 

这 方面 的 一 个 典 地 结 果 是 下 面 的 局 期 往 定 悍 * 它 是 关于 鸭 空 间 ("aS 


ET 


Tj vais do: 

. Z, q-0mod(N — 1). 
() aa] 
0 Xu. 
Bot 发 现 , 对 很 多 Lie MASS HRY kT MR DS PRICE, UA. M 
CORTA RUSK A BIAS ETHER HaC 2C5N)》。 队 6.5 节 和 5.6 节 的 一 
般 临 界 点 理论 可 以 断定 ,对 于 SY 上 的 一 切 Riemann 度量 以 及 任 两 个 不 同 的 
点 P OES", BABS HMMA i Be PUNTO, 


D Ljuiternik-Schnirelmann 型 不 变量 对 等 变化 映射 的 应 用 


1E 6.5 节 中 ,拓扑 不 变量 (诸如 集 的 吴 数 ) 用 于 讨论 公 泛 函 的 临界 点 的 在 
在 性 ， 这 些 折 扑 太 蛮 量 也 可 用 于 研究 其 它 等 变 算 子 的 映射 镍 质 ， 一 个 例子 
是 下 面 的 Borsuk-Ulam 定理 的 推广 《Hoim 和 Spanier, 1971). 

定理 设 C 是 定义 在 Banach 空间 X 的 单位 球面 32 上 的 任 一 紧 映 射 
ÔE = {rlz EX, lz = 1a fol + Cy BOE) RET X BREA KS T S 
A, BA 

dim {el f(z) = (—2) x € OZ} RÀ — 1, i i 
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这 些 结果 已 经 由 Kazdan 和 Warner (1975) 以 及 Moser (1973) HR. X 
于 稳 态 旋 测 环 的 讨论 可 以 在 Frenkel 和 Berger (1974) 中 找到 . 

6.5 节 和 6.6 Xi: Hilbert zih Morse 理论 的 讨论 取材 自 Rothe (1923) 和 
Simale 《1964)， 一 个 更 详尽 的 文献 是 Pahis 的 文章 (1963)。 在 Berger 和 
Podolak (1977) 中 有 对 (6.5.16) 的 说 明 。 在 Schwartz (1964) 和 Palais 
(1966 的 文章 中 ,或 在 Liusermik (1966) 的 书 中 ,都 有 关于 Lijnsternik-Sch- 
nirclmana 临界 点 理论 的 讨论 ， 这 个 结果 对 非 线 性 特征 传 问题 的 应 用 的 参 
考 文 献 可 见 Browder (1965), (6.6.11) 的 证 明 属 于 Amann (1972), 

6.7 节 : Ljusternik-Schnirlmana 巢 论 对 分 歧 理 论 的 应 用 属于 Berger (1970), 
关于 这 个 课题 较 新 的 文章 有 Bohme (1973) [Ee Riddell (1975), (8.7.9) 
中 的 想法 属于 Clark (1973), ATHAR (6.7.11) HÆ Ambrosetti (1973). 
在 Berger (1974) 的 文章 中 可 以 找到 一 般 临界 点 理论 对 非 线 性 弹性 问题 的 
应 用 。 关 于 非 线性 稳定 状态 的 讨论 基于 Berger (1972), 


F 关于 量 数 保持 定理 (6.7.6) 


这 个 定理 再 次 表明 ,与 Thom 帘 变 理论 的 代数 方法 相 比 ,在 退化 临界 点 
的 研究 中 应 用 整体 性 拓扑 方法 的 重要 性 、 这 时 ,如 不 济 足 Liapuany 的 无 理 
姓 旬 件 (这 条 件 和 线性 化 方程 的 第 | 个 正规 方式 有 关 ), 就 推出 和 这 个 方式 相 
虚 的 特征 值 3, 不 是 单 重 的 破坏 条 件 的 次 数 可 解 二 为 % ORK. HA H 
保持 定理 推出 * 非 线性 Hamilton 扰动 并 不 敏 坏 第 ! 个 正规 方式 只 不 过 不 再 
RARE IAE REE Berner. 的 文章 中 (1969, 1970a)。 对 这 个 间 
MHA Weinncin 和 Moser 实现 。 WEHEN, E 
致 果 持 定理 的 价 信 在 了 它 挫 供 了 一 个 方法 ,把 这 些 非 线性 正规 方式 和 大 振幅 
"连接 ?起 来 ， 进 一 步 的 结果 期 舍 对 特征 值 “ 分 校 ” 洋 续 狂 的 研究 。 可 以 推出 ， 
例 包 在 定理 (5,4,2) 中 所 讲 的 解 的 周期 。 随 着 递 降 的 振幅 趋 近 于 线性 化 方 
程 (如 果 非 平凡 ) 的 最 小 非 零 局 期 。 


ELM 


HRA 微分 流 形 


RA NAMEN RIE, 如果 MEL Hausdorff 空间 ， 并 且 
SO MEETER WER 中 某 个 开 于 集 同 胚 。 RSM 
称 作 Ci 类 的 微分 流 形 ， 如 果 吕 可 以 用 开 集 族 OL 覆盖 (0。 称 作 
坐标 卡 ), 每 个 Oa 通过 一 个 CA RST ha 和 Rs 中 一 个 开 集 闻 且 ,并 
且 , 在 任意 两 个 坐 祭 卡 的 交 上 ,坐标 变换 hh5': AONO) > RN 
是 COC IRAL, GLUE M 称 作 可 定向 的 ,如果 它 可 由 上 述 的 
BIRR Mae, DRE AAS 的 Jacobi 为 正 ， 连 通 的 一 维 微 
分 流 形 是 不 难 描述 的 。 

任 一 连通 的 一 维 微分 流 形 微 分 同 胚 于 一 个 圆 局 ， 或 实数 轴 上 
METAR, 

微分 流 形 SR BU-T-REV 称 作 UIT Pr 维 子 流 形 ， 如 果 有 As 
标 卡 族 LO.) BM, 使 (OLD V) Ray 的 坐标 卡 族 , 并 且 ， 如 
z= (rtta xn) 是 在 0. 中 的 局 部 坐标 ,那么 

ONV = zim tre So m xm 0j. 

对 微分 儿 何 中 的 问题 米 说 , 流 形 上 的 微 积分 的 研究 是 本 质 的 
一 般 这 可 由 在 URS SER 0。 中 引进 局 部 坐标 (x, +s n) 作 到 
GE (x xs) 看 作 RY 中 的 点 )， 事 实 上 ,对 c6 On, EPR 
Bt har O, — RN WILLS AG) — (Ce) GG), EO) Gn 
EPERE ^x), 

Em ES VER GE HERO Mc: LEA RIO. NARRAR 
HEY, 以 及 Om ESE RM fv RA, V eon ,加 的 支 
HUSRATV.IB D jv(*) — D. FEE SCR | KK R 


ver 


对 于 微 元 47 的 积分 , 设 (Vj, 1) 是 加 上 的 任 一 单位 分 解 , 令 
n gi = 31], hedy, 
] 


7 


eee 


因为 可 以 把 VTE 0。， 所 以 有 端的 经 一 项 部 可 以 
用 局 闻 举 标 赋值 。 此 外 。 这 个 定义 与 所 用 到 的 单位 分 做 万 关 ， 因 
为 如 果 Was de) 是 男 外 的 任 一 单位 分 解 ,我 们 有 
Xj, ivo Dh, 198 


7 DEAE 


一 > NA 


对 寺 解 决 微分 几何 中 的 许多 问题 来 说 (参看 1.2A), 微分 形式 
的 应 用 是 本 质 的 ,而 在 定义 流 形 M 上 的 微分 形式 时 ， 局 部 坐标 又 
是 很 有 用 的 .事实 上 ,可 以 从 定义 开 集 OCR 上 的 微分 形式 开始 ， 
然后 再 扩展 到 钢 虐 的 定义 . 
RY 中 开 集 0 上 的 C* 类 次 微分 形式 ( 记 作 AP (2) ) ELH 
O) oo D) neaG4dxi Adz, No Adxi,, 
eae ip 
其 中 函数 ci nile) € CO), ER uuu, 大 于 等 于 1, 小 于 等 
FN, AS RARADEAAARS EHM. RAT P db E 
定义 两 个 形式 we APA), wE APO) 的 外 积 e Na € 
#0): 
G) 对 指标 as ++ 5d, 的 任意 排列 0， 
dxqi Adta * Adxatip = sgn(a)dz Ada, A+++ Adans 
其 中 sgn(o) 是 排列 的 符号 。 
Gi) 如 果 w 定义 如 上 ， 
om D) Bnd Ade, A 六 dxzios 


WSR SS, 


BA 
ONG Termin) by ui (dx; Ac Ada, 
dsj, Ni Nis 
长 中 和 号 取 遍 沂 有 指标 iesj sede BUR 


AQ) = $1 ACD, 
ld 
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那么 A'CO) EMER ET E — HR. 
由 (*) 定义 的 形式 €. A9 CO) 的 外 导数 do € ARPA) 仍 
是 一 个 形式 , 它 定义 如 下 ; 对 任意 函数 1, 令 
af = 51 (COf/ Oxi Jdr: s 
以 及 
de- D] dads, Aden Av Mi, 
pend 
运算 2 有 如 下 性 质 : 
G) dlo + a) = do + don, 
(1) Gi) dlo Ao’) = de Ao! + (—-1l)Pa ^de, 
(i) do = a(do) = 0, 
微分 形式 在 坐标 变换 下 的 变换 是 非 党 精致 的 、 如 时 f= 5s 
sty) BAY 到 9 上 的 光滑 映射 ， 我 们 可 以 定义 一 个 映射 fr: 
AP 一 APU). Veo d GO) 定义 ,那么 令 
ACIE DR 


m 


WR FOE PE: 

G) Jala t w) = hela) + fal) 

Gi) Jalo A) = (fao) AQ), 
(2) (ii) dyo) = ido, 

Gv) 如 果 UV, g:V >w, BA Cleofe = foge T 
BAERS SORCUS POBUIS SA bon. 

MEAT YEA K ERRA Aa ROME TE FRITS A BE 
方式 定义 C* 流 形 M EW C 类 ?次 微分 形式 ,， 它 记 作 入 名 (QT). 
如 果 在 马上 o Qe) 可 以 用 局 部 坐标 写成 

«D= D Lii, (edhe, Adho A+++ A dha; 
ct 

352, o EME C5 类 的 各 次 形式 ， 这 个 定义 与 用 到 的 局 部 坐标 
无 关 ， 而 且 和 前 而 一 样 ， 外 职 和 外 微分 都 可 以 用 问 样 的 方法 在 
APUD E X, BATRA GO) MO. 


"D 
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De Rham 上 同调 群 


WM BIB ERE ALA CO, 90 PELEN kE 

所 CM 中 为 0 的 2 次 光滑 微分 形式 的 门 量 空间 ， 那 么 外 微分 算 子 
d; ACM, 90) — A LCD, 90, 
4 Z(M, N) = Kerd, B'(9t, N) = Range d, BM (M, N) 的 
PT de Rham EARS 
PCM, 90) = Z(M, 90! B(M, 90), 

下 面 的 定理 成 立 

定理 De Rham LNAI (M, N) 的 拓扑 不 变 景 。 

为 讨论 (6.6.9) HRA LAKERS. 我 们 可 用 De Rham 
上 同调 群 。 事 实 上， 可 以 根据 定义 在 趾 上 的 两 个 微分 形式 的 外 


aim N 


R, 定义 DPCM, N) 上 一 个 环 结构 ,于 是 D AM, 90 是 外 
Pen poo 
刺 运 算 下 的 结合 代数 、 


B 
Z(M, €) = 07 ZAM, N) 


FETI 


H 


APRA, BOM, 90) = DS} Brom, 90 为 z(m, N) HEA, F 
是 


S (MN) = DF MN BPM, N) 
? D 
~ ACM, N)/BCM, N) 
也 是 一 个 结合 代数 ， 因 而 有 上 同调 群 辣 的 积 运算 U( 上 积 ) 
B(M, MUHUM, N) — HM, 90, 
那么 整数 上 积 长 度 是 HM) 的 上 积 不 为 0 的 非 零 元 素 的 最 大 数 
a. 
复 流 形 
SUES RARE Li. (MRE ON RO 的 流 形 


Age 


WR 称 作 复 流 形 。 如 朵 可 以 用 这 样 的 举 株 站 来 米 盖 M: 在 每 个 坐标 
卡 中 ,局 部 的 2N 个 实 坐 标 可 由 正规 复 坐标 zott toen RB, ATE 
EEA AY RO OMS AES A OR St TDL ay ++) ow 的 复 解析 要 
数 给 出 。 

定义 这 种 复 流 形 的 微分 形式 有 有 兰 特 别 之 处 。 于 是 和 信人 (97 可 
以 分 解 成 形式 的 两 个 空间 : 一 个 出 称 作 (1;0) 再 的 dzs ++, dew 
张 成 ， 另 一 个 由 称 作 (0, 1) 型 的 复 共 令 dzs- dE 张 成 ( 亦 即 
APR) 一 MPM) 十 ARAR). 我 们 还 指出 ,在 坐标 的 解析 
变换 下 这 个 分 解 不 变 。 

外 微分 算 子 4 自然 就 分 解 成 4 一 8 十 5, 其 中 

G) 对 函数 Po f(z,5), 在 前 面 的 约定 下 ， 

Of = (F/Oxg)dzy 和 Sf = (Off Oty) ABRs 
(i) ledr, Att Adzi, Adi, A+++ Adi) 
= (Oc dz, A+++ Ades, Adi, Ao Nis, 

对 吾 有 类 似 的 式 子 成 立 。 

TEIR AL, OO Ara GU, OK AL, GO 
Nean D), B. 0 = 6 = 68 + 00 — 0, 
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附录 B 微分 形式 的 Hodge-Kodaira 分 解 


在 任 一 光滑 紧 流 形 M 上 ,通过 2 次 形式 


g= 


N 
D) gaz; Ads; 


niet 
可 以 引进 Riemann ER, XP X MERE, RITTU ENLEM 
上 的 8 次 微分 形式 入,(3M) 定义 工 ; 内 积 ,以 及 ,由 令 
drm, ob = (a, dw) 
定义 外 微分 算 子 LISUEGXOSSURCT dT, RER AT GE X. Laplace 
Beltrami BF 
Am dd t d'd, d NAD) 上 . 

BRAR A CHO BIBS. AIS, d, 27 可 换 , 当 且 仅 当 de 一 
ao 一 0 时 Ao 一 0. {E Ao 一 0 的 形式 % 称 作 调和 的 。 

现在 谈 谈 紧 流 形 类 似 于 光滑 向 县 场 的 分 解 的 类 似 鲍 。 

定理 MRC ARM). WA P— 1K Roy, P+ 1 RG 
Ho, 以 及 调和 次 形式 昌 , 使 

w = do, + do, +H, 

左 如 下 意义 下 ,形式 do, d'o, MEE: 如 果 又 有 e = das 
+ de, + H, JBA do, = dan fo, = d'on H= A, ksh, D 
和 次 形式 的 空间 的 维 数 有 限 ， 它 等 于 "US pf Bei 数 R, 

在 这 方 徊 ,下 页 的 不 等 式 很 重要 ， 设 we Ar), GML 
部 分 Ho) 一 0， 那么 必 在 在 绝对 常数。 > 0, 使 

celoso) & (du, dw) + (d'w, do), 
对 任意 oe ARCM), BM Green BF Glo) 为 
Au = 0 — H(w) 

的 解 在 Hilbert Z AOW 由 这 个 方程 的 广义 解 存在 且 
唯一 ,其 中 OPC) 是 由 A LUPO. 按 范 数 
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leol = (dco, deo) + (dfto, d'o) 
SES AREA. RE A NO RETE X RO EDU SUR ORE 
EEX we ACM), RMT T Hodge-Kodaira 71 
口 一 0arG(o) + ordaG(o) + Hlo), 
在 复 流 形 € 上 可 引进 一 个 实 解 所 Riemann 度量 g， 它 可 以 
用 正规 复 解析 坐标 写成 
g—2 之 inde; Adis, 


这 样 一 个 度 电 称 作 Hermite 度量 ,在 任 一 紧 复 流 形 上 部 可 引进 一 
个 Hermite 度量 。 
如 dg = 0, MM HRY Hermite 度量 


8 一 2 5 gada; Adar 
en 
称 作 Kabler 度量 ， 这 时 , 复 Laplace SX OS T= vet 


6z'65i， 且 下 面 的 结果 成 立 。 
如 果 CM, g) 是 一 个 Kabler HE, 口 定义 如 上 ， 则 有 T= 


Ll A 其 中 人 是 定义 在 实 2 维 Riemann YEE (W, g) 上 的 Lar 


place-Beltrami SET. 

在 一 般 的 Hermite 情形 ,仿照 Riemann 情形 时 的 论证 ， 只 
FADARE 入 ,我们 就 可 以 定义 这 时 的 Hodge Kodaira 分 解 。 
事实 上 ,如 把 (0,4) 型 记 作 AoW VERI. CCS ERREUR A) 
(0, 9) 型 就 是 那些 使 Cw 一 0 的 (0,9) Ho, BAR Green ifi 
uc. 

w = Gl w) + FIC (a) + Ho), 
其 中 HCGo) 是 的 调和 部 分 , G(w) 是 Ce = — Hla) 的 唯一 
f. 
对 于 同型 的 形式 ,我 们 注意 至 工 , 数量 积 《,), 以 及 相应 地 ,由 
《87o o) = (wm, Sey 
所 定义 的 6 MBAR TO STAR Ay gC Apia i( Ms 
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(67) — 0, Hoh. Laplace HF 
D = 881 + 68 
保 竺 入。 3) RE A Â, AT s TER PEELE ET RL A I 
Ba SE 
关于 这 些 结果 的 讨论 和 证 明 , 建议 读者 去 念 Kodaira 和 
Morrow RB (1971), 
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一 ii 
一 致 有 界定 理 uniform boundedness theotem, 37 


三 画 
PRRBAGEM generalized inverse function theorem, 158 
three-body problem, 11 
weak lower semicontinuity, 358 
小 除数 问题 smale-divisor problem, 23 
ERR cohomology group, 63 
ŁR cup product, 6% 
ERKE cup length, 474 
FR genus 9 
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四 S 
AAA fixed point theorem, 59 

FERET open mapping theorem, 37 
PAER mean value theorem, 77 

中 心间 题 。 ceater problem, 169 

REKEM inverse function theorem, 127 
MER irrationality condition, 26 
MI solenoidal vector field, 217 
DAEM bilinear form, 40 

双 调 和 算 子 ( 重 调 和 算 子 )  biharmonic operator, 12 
ARME bifurcation phenomenon, 174 

分 战 理论 bifurcation theory, 174 

SH bifurcation equation, 181 

分 布 解 distribution solurion, 51 

区 域 不 变 竹 定理 。 invariance of domain theorem, 320 


五 画 
ERE essential property, 292 
正常 映射 proper mapping, 114 
正规 模式 normal modes, 24 
EWA regular point, 56 
EM regular value, 56 
XRF smoothing operator, 163 
FERE  demicontiouity, 71 
半 范 semiverm, xii 
BAUR AT HE semiliaeat gradient operator equation, 396 
兴 Fredholm BT  Semi-Fredholm operator, 39 
MARR boundary layer phenomenon, 237 


六 
动态 木 稳定 竹 dynamic instability, 15 
BHAGERÉ closed range theorem, 37 
ARE bounded linear function, 32 
AARERT bounded linear operator, 35 
有 限 准 源 近 。 finite-dimensional approximation, 276 
压缩 映射 。 Contraction mapping, 125 
ERRANA contraction mapping theorem, 125 
共 胃 方法 (对 侦 方 类 )  dualiry method, 92 
Me homotopy, 59 
HEE  homoiopy group, 59 
司 调 群 homology group, 62 
全 连续 性 complete continuity, 71 
BAM malorant method, 25 
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KEAREN A pror bound principle, 24 
ARAT  sel-adjomt operator, 40 
自由 边界 问题 tree boundary problem, 13 
HFM  aulomorphic function; 9 
七 E! 
BH minimal surface, 5 
BOMBARRAL minimax principle, 440 
BMRAGH minimax theorem, +42 
级 小 化 问题 。 minimization problem, 356 
HERT projection operator, 42 
ERRA continuation problem, 177 
MiMi approximate inverse, 158 
A a 
单 值 化 问题 un-formization problem, t 
单位 分 害 ( 单 位 分 解 》 parution of unity, 471 
MAF 。 convolution operator, 164 
局 期 运动 beriodic morion, 346 
BARA angular perturbanon problem, 243 
线性 Fredholm FYRA) — lmear Fredholm operator (mapping), %9 
BORBEATRDECTO — Daear ellipric differential operator, +9 
HERE linear homeomorphism, 127 
线性 化 问题 linearization problem, 177 
线性 稳定 性 理论 。 linear stability theory, 177 
A bifurcation point, 177 
非 线 狂 特征 值 问 题 。 uonlinear eigenvalue problem, 174 
非 线性 边 值 问题 nonlinear boundary vslue problem, 336 
非 线性 波 方程 nonlinear wave equation, 462 
非 线性 Fredholm 算 子 (上 映射】 nonlinear Fredbolm operator (mapping), 
ALL 
参数 相依 性 问题 parameter dependence problem, 174 
nr a 
临界 点 critical point, 56 
WAME critical poiut theory, 63 
临界 值 critical value, 56 
FBOU)  iodex, 112 
RAEE cone preserving mapping, 334 
复 解析 Fredholm WF complex analytic Fredholm operator, 157 
SARP composition operator, 84 
RUE complex manifold, 474 
EM) complex structure, 9 
BEA covering space, 200 
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RMT multilinear operator, 76 
重 数 保持 定理 multiplicity preservation theorem, 32 
测 地 线 (短程 线 ) geodesic, 3 
十 画 
BKM successive approximation, 125 
RM steepest descent method, 125 
Wika weak convergence, 32 
TES weak solution, 52 
RART integral operator, 88 
HER vortex rings 13 
RRAK product rule, 76 
高 阶 导 数 higher derivative, 79 
Kk ^ compactness, 33 
RAEAF compact linear operator, 38 
紧 微 分 算 子 compact differential operator, 103 
ERB  compaci continuous mappings 09 
ROE extension theorem far compact mapping, 102 
etm compact perturbation, 292 
Kae compact homotopy, 252 


+ 一 
理想 不 可 正 缩 流体 ideal incompressible fluid, {2 
梯度 喘 射 { 算 子 ) gradient mapping (operator), 105 
弹 任 问题 。 elastia problem, 1! 
im dimensional analysis; 45 
隐 范 数 定理 implicit function theorem, 129 
渐 近 展开 asymptotic expansion, 227 
DEE asymptotic approximation, 227 
BER asymptotic solution, 24 
T 二 a 
强制 性  coerciveness, 282 
MUM approximation problem, 258 
WARE  imbedding operator, 37 
最 小 这 能 原理 — principle of least potential energy, 215 
等 距 嵌 人 问题 。 tsometric imbedding problem, 169 
链 锁 法 则 chain sule, 76 


十 三 
数值 曲率 (二 最 曲率 ) — scalar curvature, 7 
NUR 


Analytic operator, 93 


RFRA Analyte ,Dict function theorem, 155 
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Ei 

füjb differentiation, 74 

MAAP differential operator, 36 

微分 方程 组 的 古典 解 和 广 文 解 classical and generalized solution of diffe- 


rential system, 51 

RBA differential form, 471 
OR differential manifold, 471 
BAYER diffeomorphism, 7 

wa surjective, 317 

稳定 性 问题 stability problem, 123 
BER table homotopy, 305 


十 五 画 以 上 
MA saddle point, 18 
整体 同 卫 global homeomorphism, 260 


"She 


译 后 ia 


M.S.Berger 的 专著 “ 非 线性 与 泛 函 分 析 ” 无 疑 是 一 本 很 具 特 
色 的 书 ， 这 不 仅 由 于 它 的 内 容 丰 富 , 涉 及 到 众多 的 数学 分 支 ,以 及 
力学 、 物 理学 等 邻近 学 科 中 的 非 线性 问题 ， 还 在 于 它 的 内 容 的 选 
了 到、 结构 和 安排 都 与 一 般 讲 壕 非 线性 泛 孙 分析 的 书籍 有 所 不 同 ， 
作者 不 仅 系统 地 讲述 了 处 理 非 线性 问题 的 现代 理论 和 方法 ， 而 且 
对 应 用 问题 给 予 了 大 莉 的 篇 幅 。 同时， 此 书 很 注重 向 读者 介绍 问 
题 的 来 源 , 理 论 的 背景 ,区 解决 什么 问题 ,以 及 它们 的 应 用 。 因 此 ， 
它 不 仅 对 从 事 泥 明 分 析 , 第 分 方程 ,微分 斤 何 等 分 支 的 理论 研究 的 
同志 有 用 ,对 于 其 它 一 些 领 域 (如 物理 学 ,力学 ,天 文学 ,理论 物理 ， 
计算 数学 ,数学 经 济 学 等 ) 的 科技 人 员 ， 对 从 事 应 用 数学 工作 的 人 
来 说 ,也 是 一 本 很 有 价 代 的 参考 书 . 如 果 您 的 工作 与 非 线性 问题 有 
Xo WAABA WREAK A HAN, 

HASSE ER AU BOX IO BUR MMA, Si MBSR 
较 多 ， 乃 至 较 大 的 错误 也 偶 有 出 现 。 这 给 翻译 工作 带 来 了 很 大 的 
困难 ， 通 过 讨论 班 ,给 研究 生 讲 课 等 方式 ,我 们 尽力 发 现 问 题 并 给 
TEE DARI MEREZITA RAAE 
则 加 注 标 明 ,或 代为 改正 ,或 指出 错误 。 但 由 于 此 书 涉及 知识 面 太 
广 ,我 们 水 平 有 限 ,有 些 地 方 又 很 难 给 出 妥当 的 改动 ， 只 好 店 文 昭 
译 。 此 外 , 没 发 现 的 问题 或 改动 不 当 之 处 在 所 难免 ,还 望 读者 批评 
WE, 

ERBEOSEEE PERS Jo i OTH EG. 
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